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ἔεν εἶναι μάνα απαραίτητη, αλά καπ παθοριστικής, 
Αφοι λοιπόν τόσο πολύτιμη κι αναμφιαβήτητη 
εἶναι η προσφορά καὶ η αξία των ΙΜαβηματικών, 
γιατί αὐτὴ η. α κι πι απεχΒεια τόπων μβητάιω 
προς το µάβηµα; Γιατί βέβανα εἶναι κανό μυστικό 
ότι τα Μαθηματιμά εἶναι απὀ τα λιγότερο ἔημοφιλή 
μαθήματα των σκαλείωω. Ο πολύς κόσμᾶς µε τραν- 
παντος ο πμ. 


μάξευα τρότια. Είναι η!’ αυτούς το σψουγγάρε που 
απορροφά την ικµήβα της μαθητικής ζωής, 

Παυ οφείλεται λοτόν αὐτὴ ἡ περιφρόνηση στη 
μεγάλη προσφορά των Μαβημαηκών, 

Η αυαζήτηση τή αιτίων και η εξετασή τους πε 
βάῆας ἄευ εἶμαι ΒΕινα πισῦ αμπτύσπαεττη κι συν ήε- 
ται ατα περιθήρα κας ληράλεπτης αμιλίας, 

Παλιά αὔωτομα ἡμιως βα μπορούσαμε να παήµν 
αμεπιῤμῥατα ότι τα Ἰβαβηματηκά τα φοβαύνται μαι 
τα αποστρέήαωται όσαι ἄεν μπόρεσαν να τα ἡνιωρί- 
ασ, θα ττι πλησνάπσον, ὡσσι εν τ' αώππηασν μη 
δε πιαάνΒηκαν την ομαρἠά κ τῃ γοητεία τος. 

Όνεν εἴνσῃ η ἔδηαι υπεύθαωαι απ αὐτὸ Ωμσπώσα. 
Ἠπάρκουν πλήθας απὀ παράγοπες πσς σαντελαύυ 
στη βυσκαλία κατανήπσης τών Ἰαβηματιμών, 

Τα Ειδακτικά βιβλία ἵνα παρύδειγμα, δεν ἧπαν 


λη ευθύνη γι’ αυτή τη Φοβία. Πρόχειρα οναλυτυκό 
προγράμματα ἔχουν ὡς συμέπεια τη συγγραφή κα: 
κών βιβλίωυ. Επίσης ἄλη που υπερτηήει ἡ υποτιμά- 
ει τῃ μέση νοημοσύνη της πληκίας των μαθητών 
στους αποήσις απειἠύμετιυ Βημιορητί αιοήμττα 
πποστροφής προς τα µάθηµα, 

Αλλά και εις οι Μαβηματιμο, πρέπει να το πα- 
ραδεχτούμε, µόνο µας µάνσυμε τις πιο πολλες φσ- 
ρὲς το µάβημα δύσμαλοα, 'Αλλατε γιατί ὅπου µατὲ- 
Χσιμιε απόλιτα τα µιστικά της επιστήμης µας, ἁλ- 


ΠΜΡΠΗΜΕ. 


ὃς τρ υμίὰι Φρονήζει να παρακολουθεί τες 
εξελίξει; της επιστήµης του, Αμαληυβεί κάποιες 
πιηδεγιωγικὲς αρχάς, Ηρατή πάντα στα µικαλό του 


ὅτι απευβύνεται σε ἔμυχους δέμτες καὶ μάλιστα, | 


μαθητών του, αλλά μαι στην ψυχή τους, Ὁ ρόλος 
τον Όπεν εἶναι απὶνά μαι µόνο μά τοως προσφέρει 
μάπαιο υλικό φωήσείαν, αλλά Ναι να τους απκήσει 
στη Βημιαυργική εργααία, να τους καλλιεργήσει τα 
πφεεύµαι της συνεργατικότητας, νὰ τοις μάνει 
απαβάνανται ελεύθεροι να προβάκλασν τας αωτιαρή- 
σαης ταις, να τοὺς βοηθήσει να Εεκαβαρίσοαν µέσα 
τους πολλἒς Ενωσασς πι τας αποπκαβιαύ, να πεις 
δώσει ὅλες ενείνες ης παραμέτρους που θα τους 
μάνουν ν΄ αγαπήσουν τὸ µάθηµα, ν΄ αακαληθαύν 
μ’ αυτά και ν΄ αωαμαλύσαυ τις αμαρθεές ται, 

Με τον τρύπα αυτή θα τι»; δώσει Ίσιως τη Εάβε- 
ση μεη τα µέσα ω᾿ απακτήσσαυ πριαπαβαλία αµέ- 
φης. Ἔτσι, αν ἕνα πρόβλημα προµαλέσει την περι- 
ἐρήπια κα ἤμσει σε ευέργεια τις εἠνευρεηές Ιμεπυή- 
τητες του. µαβητή και το ἠήσει µάνος τοῦ µε δινά 
τον µέσιι, θα Βακιμήσει ἕνα πήσΏπμα τέτοιας Βρισῃ- 
Βευπικής καράς κι ἑντάσης, πας προσφέρει µόνο ῃ 
αυσμήληµῃ κάτι Μηνμαύραῦ, Ἔνα µαβηματικά 
κε ἕνα Ππχκν(δε κε Π εντατική πυευματηκή εργασία 
μπαρεί νά εκη µια ἀσκηση τόσο επιθυμητή, ὅσα 
μια παρτίδα σονάε, 


Αυτές οἱ εµτηηρίες στην κρήσιµη ηλικία, μπορούν 
μα Βημιουργήσουν διθεση γα παραπέρα πνευµα- 
τική εργασία. ἂν ο μαθητής γνωρίσει την εὐχαρί- 
πτήση που προσαθέρουν τα Μαβημητικά, ἴε θα 
μπορέσει να την ξεκάσφι εὐμολία και υπάρχει μεγά; 
λη πιβανότητα το γεγονός απτό να παίξει ἕνα ση- 
μαντικό ρόλο στη ζωή του, 


ο σα ανώα 


3ΝΞΤΗΙ ΑάτπεΝν Λοιπον ος 


ι 


ο ΛΟΓΟΣ ΤΟΝ ΑΙΝΤΙΠΕΠΕΔΡΟΗ ΤΗΣ 


ωθεί ακόµη περιοσότερα τες χρόνιες 
της ΕΜΕ για την 


τικά, να γνωρίσει τη χαρά της προσπάβειας κσιτης 


ευγενούς ἅμιλλας και να πραετοιµαστεί γι΄ αυτήν. 


εἴνααι μπα αἱ οὐσιαστηκάτερας 
σµύωτης Ε.Μ.Ε. Γκτή κάνειτο µαβητή να ταξινοµή: 
αει τνς γκάσενς ται, να µατανσήσειτις Μἠαθηματικᾶςς 
ωυσπες, να τς εεραρχήσει, να Εμβοβύνει α) αὐτς, 
να "ρΏει πιο καυτά στη μαθηματική σκέψη, να δα- 
τωυ μαι να αγαπήσει τα µάθηµα. 

Παράλληλα, μπα απ αυτούς τας Ευ» 
αμαής βία απακαλοήπούν πιθανόν κάπαια ταλόντα, 
πας Βα προωθηῤοόν ἅτῃ Βαλμανιάδα και στη δε: 


πι αξεκαστες, 
Ταυς ενβικότερους σκοπούς των Βιαγωνιαμών 


αυτόν θα αναπτύξει ο Γραμματέας της Εξεταστικής 


μα να ταὺς ευκηβιώ να ἔκαυν πάντα υἶκες με επιτι- 
απῑες στη ζιαῇ ταας μπεί Όα πρεκπππ]ήτμαν να µεϊνσω 
µέσα ατῃ Μαβηματική παινύτητα, 

Κατά τη Εωάρµεκα της τελετής μίλησαν ακόµα, ο 
Βιαγωνισμών 8. Μαμαύμης 


ο ο πω νὰ 
συμάθελήνος Γ, Πραιπολς. 


η ελληνική 
μαθηματική 
ολυμπιάδα 


(1η εμ.ο͵) 


Μια παλιά πρασπάθεια της Ε:Μ.Ε. ἵνα τῃ Πε: 
αµοέτηση ΙΜαβηματιμής Ολυμπιάδας ἔγτνε φέτος 
πραγματικότητα. 


Έτις 16 Μάρπης 19485 ΒιαργανόΒηκε στη Ελ. 
Ἀειο Πκηδαψωππκή Ακαδημία, µε απώλιπῃ επιτι- 
απ Ἱη ΕΜΟΩ, 


Πρόπαπαι Ίνα ἕνα Βεπμό πας πιστεύσιµε προ: 
προσπάθειες 
της παιδείας στην 
πιπρίξηα µας. Ἐίατι ἕνας Πεαμός που Ελειπε, Τι 


αστό γωπή βόβηκε ῃ ευκαφήα στα παιεμά απ ὅλη 


τι που πρακτικά εἶναι αδύνατο να γίνει στον 
Π.Μ.Α, 

Στην Ίη Ε.Μ Ο συμμετείχαν Τ0 µαβητες της Γ΄ 
Δωκκίου 1. µαθητές της Α΄ ἠυκείαυ μαι εκτός 
συναγωνιαµού ἕνας μαθητής της Γ' Γυμνασίου 


προσφορά του Ὑφυπουργείου Ἠέας Γενιάς 
τα απαία ἔχει πα 
την ΕΜΕ. 


ον ο κο η 

Όπως απώ τπν Ἐπιρππὴ τιν ὤμα- 

ΕΕ ΝΕ ος μμὰ λε 
Ειαφωναμαή, 


Αξιοσημείυτο εἶναι ότι όλα σχεδόν οι µαθητὲς 


Η βράβευση ἔγιντ σε ειδική τελετή στα γρα- 
Φεία της ΕΜΕ πῃν επόµενη μέρα 17 Μάρτη, Πα. 
ῥαβρέθηκαν εκπρόσιµιος του Ὑπ. Παιδείας καὶ 


1. μισά, Γουυήπσίλος Δημήτριος ἃσ ἧση, Ἱω- 
ανωίνυ 


1. Χρυσή. Τζερμιός Παύλος 3ᾳ Δοµ. Ηρακλείου 


1. Αργυρύ. Μαρανήδης Ἰσαόις 1ο Λύκειο Μιλκίς, 
1. Αργυρό, Παπαδάτος Ἠικόλαως Βι Λάκ. Μοσχή- 


1. Κάλκινα, ἹΜπομπολάνης Φοαχαρίας ἃσ Όσκ, 
9, Κάλκινα, Ντελόπουλος Θανάσης [Βαρβ. πρ. 
Ἐχολή]. 

ἃ, Καλκινα. Απιαπόκη Αωαπτπτήα Α΄ Λήνεια Καὶ 
ήωυ, 

Ἔπινναι 

α, ιπούλης Βασΐλεκας Πρόππος Έναν, Ἐχολή. 


β, Ἐταματήπονας Μκήλαυς ἡσ ἠσκ. Καλλήας. 
γ. Βεζηρηίανης Μάμιας (ἠεάωτεια ἠώκεια Γπτη- 


Εικό βραβεία 
Κοντοµώστας Δημήτριος (1ο Γυμν, Τρικάλων] 
Α΄ Λυκείαυ 


1. Βραβεία: Τοσαπαλέρης Ευθύμιος 68ο Λυκ. Αθή- 
νας, 

ἛἜπανος: Κομπότης Ευάγγελος Προ. Εικαγγ. 
Σχολή. 


ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΤΗΣ ης ΕΜΟ 


ΘΕΜΑΤΑ Α΄ ΑΛΥΜΕΙΟΥ 
Εέμα Ία 


Να βρεθούν όλα τα τόξα ϐ γα τα οποία -ὖς 


1 

μι ππβ εἶναι ανέραιοι αριθμοί και ρίζες της 
εοωσης κ αλ Εαξῇ 
Έα ὅα 

αἱ ἴῆα Βείδετε ότι ἕνα μυρτό ν ρυνα δεὺ μπορεί 
να ἔχει περισσύτηµες από τρεις εεκωτηριµές γιων. 
ες απείες. 

Β] ἵνα Βείξετε ότι Ένα κυρτό ν-γώνο που ἔχει 
τρισες γωνίες Ίσες µε 6Η” εἶναι μὸ- 
πλεαρο τρίγωνο, 


ὃν ορ ο λα σα μου ης 

δν τε πα ᾗᾖῇὉ 

οποτε 
οταττ 

αἱ Μά Βείδετε ὅτι [μα] ΕΠ κ 51 

Β) Να σπολαγσετε το ἁβροιαμες 


5 παρακτημισηκό της πππύπητας των Βεμήτιμ 
πις Ἶπς ΕΜΟ εἶναι τα γεγονᾶς ὅτι το ήα θέμα δό- 
Βηνε ππὀ τις στήλες τό ύκυραυ Παβιετικοῦ πη- 
ῥιοβικού «Τα µαβηµατικά{ στα παλιό παυ κυ- 
μλοφάρησε το Μάη 1385 ως θέμα του Βκαγωνι- 
σού παω Έπωε στην ΕΣΣἠ 


ουσ σ 


ΕΕΜΑΤΑ Γ" ΑΤΜΝΕΟΥ 
εμε 16 


το εικυτερηµὀ του τρηεώνου ΔΒΓ Βπωρούµε 
ο Μα Εείξετε ὅτι: 

Εισά - Εοῦ “ΕΟΤ -ο(η, 
όπου Ἐν, Ἐμ, Ἐκ τα εμβαξά των τρώω ΒΩΓ, 


Ἑημείωση: Ἡ σχέση {1 που πσκύει καὶ Ὑνα τε: 
πράκδρα καὶ για μερικά συμπλέγματα του ν-διά: 
στατάς Ἐωκλείδειου ώρας εἶναι γνωστή εκπν 


| 


αώριμμμιοιαμονιυπω. 


| Βρεῖτε το 1.8 και τη 
]ᾳ8 -- 


ποχέση Μαραθεοδωρήν, γπί αναπαλύήθηνα και 
πρηαιμοποιήθηκε απὀ του μεγάλα Έλληνα μα 
ο ο πο 


σουεκής, 
πο... (κὴ)ἠὴ -- κ ἆγει λύση στο Β. 


Μα Βείξετε ὅτι η εἴσωση [ (κ) 5 κ Έχε λύση 
στο Β. 
Εἰεωρούμε την ευθεία Ε: 
δν 101 -0 (η 
Μα ΠΕΙΕετε ὧτε 
α) Ἡ ευβεία Ε δεν περάχει σηµεία µε σκέραιες 


σιυτεταγμένες, 
Β) Δεν υπάρχει σηµεία ἃ [αι] µε αι, αι Ἐ ᾱ, 
που να απέχει απὀ την εὐθεία Ε απόσταση µη- 
ος ε. 

ση Βανυαματηρή Μάρα ω. Ἠ µε 
ο σηῖς τὸ Ὅσ ανο κ ς περσος 


σ ν -- Ν πας μππυποεὶ τη αχέση: 


κο Ὃ ο τν ο να 

κα τέτοια Ἀξγετα γραµµή, Αν 
μη πα πα 
ἔετε ὅτι; [ὴ ἱψυπόχωρος του Ἠ και ή υπόχυρος 


του δὴ [Π] 14 Ξ- [0] αν και µόνο αν η ὁ εἶναι 1-1 
Ππὶ Η. Βιάσταιπι που ν΄ ιαυύται µε τη Βιάστασῃ 
τον) Ἱ. ᾧ συν πῃ Βιάσταπῃ τοι ή (ἱυ) Αν: 

Β8:Η) --Β' µεβία, μα) τι (κα, κ ψικ---ἂν Εκ] 
να θείξετε ὅτι η ἢ εἴντπ γραμ (ή απειπόλση. ἴα 
! Βιάσταση του Μ - Β [ΕΊ, 
κε β' ϱΒἰαὶ Ξ9ὴ 


ΑΝΕΜΘΙΝΑΦΗ 


της Επιτροπής, Διαγωυναμαύ της Ε.Μ.Ε,, οι οποίες 
σμά της Ἐ Μ.Ε. Πενν ἔγτυε την Τη Δεκεμβρίου 1984, 
Χωρίς να Ὃ ο κ παν 
δα ῥμμηαμαή 

ΗΕΜ.Ε. ο μα 
αυτό μαι παρακαλεί τους κ.κ. συναδέλφους συγ- 
Υμαφείς να αναφέρουν τις πηγές τοὺς ὅταν χρησι- 
μοποιιών ασκήσεις από τς εκβάπειςτης ΕΜ.Ε. καὶ 


εἶναι γνωστή ότι τα θέματα που δίνονται στους Βιά- 
Ψαρους Βκαγωνισμούς της εἶναι πρωτότυπα μα δεν 
απάρχουν ας κυκλοφαραύύτα βεβλία, 


ΑΒΛΟΕΗΕΤΕΣ Ί9μα 


1. Μισκύρας Νίκος ΕΝ 
Έτη Μνήμη των Γονέων ταυ Βιωβρέα και Μετα- 
ας, ταυ Αδελφού του Ἠλία και του Γαμβραύ 

που Ὠίνο 
Του Ιδίου: Δύο σειρὲς βιβλία του στη Μνήμη 
παω Ἐμππιμβευτησίν Αγωματώ η της 


Β΄ ἠπηκείσηι 

Αρκηγεία Απταναµίας Πόλεων 0] ΩΙ 

ΟΤΕ. νηη 

παδίου Τδ ἡῆήνα 

Γκούντεμπερηκ. Βιβλία αξίας. 50.000 (10681. Σό- 
ιώνας Ε9 

Εβνική Τρἀπεῖα της Ελλάδος Αθ) 

ΓΕΕΒΙήι σδος 

Πόλα Αλίκη 

11. Αλεξάνδρα Ἠερουβείμ Αμύντα -. 

Έτη μνήμη Ἰωάννου Ἀεραυβίμ ΕΟΟ! 


11. ερουμομιώπονας ἰάπαρως 

Έπη µνήµη του αδελφαύ του Ηλία καὶ τωω γο- 
μέων τας 

Ευπθείδη και Ροδάµης 


13. Εμπορική Τράπεζα 50.008) 


Ζη βαλκανική μαθηματική ολυμπιάδα 


Α. Γαληνός, Δ. Καντογίάννης, Θ. Μπόλης 


Στην ωραία Σάβια ἔγνν σπά 4 ως 9 Μάη 1985 η 3] 
Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπικίήα (1Η. 1. Η ώρα 
-μας πήρε µέρος µε τει; µαθητές: 


κών µαθηµάτων και Βιηγωυημών που ἔγιναν µε πρω- 
πτοβουλία της ΕΜΕ. στην Αθήνα τα 15.βημηο των 
Διακοπών αυ Πάσα, 
Την ευθύνη γα τῃ συγκρύτηση πης ὀμᾶδας εἶχαν οι 
8. Εβαμχήμας (ΑΛ αντπρύεβρής της 
ΕΜΕ και της επτροπής διαγωαμών της 
ΕΜΕ) κ ΔΚλοῤῥννης Ἰωνήδονος πς Άροονν 
μησίας των μαθητών]. 
ο ο οκ Ἠπσιρ- 
ψείο Παιῤίας ὑυπερα από πρόπαση της ΕΜΕ πους Λ. 
Γαλανό (από το ΔΣ, της ΕΜΕΙ τον. Κοντογκίννη 
μαι τον καθ. πα Γσμεησπημίου Ἰωαννήνων 8. Μπόλη 


Μπορούμε να πούμε ἅπ η ορµρήνωση της ἒης 
ΒΜΟ. ἄπως ἀλλιμαπε καὶ της πρώτης (Ἀβήνα 1984) 


ήταν εξηρετιή επιταημένη, 
Ον µαθητές και αἱ συαδαί φιλοδενήδηκαν σε βπυμά. 
ο ο μεν ππηψν 


με ὑῃ ορ ικαφν μας δή ἡπαν υπό να 


Ειδη ΒΜΟ. ος μις, 
μύτρια Βουλγαρία, η Ελλάδα μαι η Βπυμανία. 

Για ἄνάβαρους λόγους εν πήραν μέρας Π Γιο 
νοσλαβί, η Κάπρᾶς και η Τομρμήι 

Τη Βυρίσπή 5 Μδη οἱ συνοδοί της ελληνικής ομά. 
Ὃ ο ων ο... 


αι κ μώώώσο ο 


Η χώρα µας πήρε ἑνα ειδικό βραβείο µε το µοθητή 


Π. Τζημμιά γα την εξαιρετικά πρωπότυπη Λύση ποὺ 
ο ο ο σμπσς 


πλ κ ας 


υπ ημΟ ΕΜ ΙΒ ΙΜΥπις ες 


Το γεγονός αυτό ἔχει την απλή οξήγησή του. Πράγ. 
µαη ἡ ὐρα µας Βρίσαώται ακόµα απο σπάδο που 

' ερασπεχνισμπύ από πλευρός ορηινωσης, εν αντιθέσει 
μενα ών μεώσο ο ιρκμς 
ἀμεθναύς Μαθηματικής Ολυμπιᾶ. 


νου ΑΟΠ. Να δείδετε όπ ΟΠ Ι. ΟΕ, σν και µόνο αν 


ΑΒ Ας 
(Βουλγαρία, |. Τόνιωφὴ, 
3) Ας εἶναι α, ἔν ς, α πραγµαηµαί αριήμαί του βιαστή- 


πμα  ημβ Εημε  ημά-- 1 
καὶ συνᾶα  συνθβ η συνθε  συνθὰ Ξ 

Να δαξεε όπα,βιειά[. ὁ ]]ο α] 
(Βαυμανία, Ἱ. "Αλμπου). 


ἄ) Ας εἶωσ ε ένας ἄρονας. Τα σηµεία του ε µε (π- 

ντεταηµένη ο ο ο. 

ο ία ενώ ὅλα τα ἄλλα απµεία 

του ε µε ακέροµες συντεταγμένες τα χρωματίζσυµε 

πράσνυα. ΝΕ εξετάσετε αν υπάρχει σηµείο Α τὸυ 

ἄδαυα ε, τόπο ὠστε, ῖβε δύα σηµεία Β, { µε ακδ. 
ΗΕΠ 


σι ο συ κα 
δεις, ΟΙ υπόλαιπες τρεις εἶναι οἱ παρακάτω; 


5) Να δείέετε, ὅτι ἄεν υπάρχουν σηµεία µε συντε- 
παγμένες ρητούς µηταύς αρηϊμούς που ν΄ ανήνουν στον 
κύκλο κ΄ Εν) -- ἅ, 

{Θ, Μπόάλης) 


ϐ) Ας εἶωσι ει, ε, δύο ευθείες κάθεηνς το δια απίτε. 
δα, ἵνα πείτε πο γειμεημικά πόσο πω οημείιν που 


ο ο αι τω ως 
ΓΕ αἱ ἀηρατάμηι τω ἡωπών Α, Γ αωτίσπαικα αι 
{το απμεία τομής των ἠἈ καὶ ΓΕ, Ἄν ἃ τα πη. 
μείᾳ τομής των ΕΙ μαι ΔΕ, να μπολαγίαετε τη 
μωμία ἄΑΖ. (ή. Μοντογιάννης). 


Ον Ἀύσπς των 7 αυτών ασκήσκων θα ἄημοσε 


η 26η διεθνής μαθηματική ολυμπιάδα 


Δ, Μουτογιάννης, 8. Μπύλης 


Η 5δη ΔΗΜ Ω. ὁμις απὀ 39 Ἰούνη ὡς 18 Ἰαύλη σης 


Συυοδνωός Ἰωώννης 


τες Εὐκπη σπάει ται 

15 μέρες οι µαβητές μα µε το συνάδελφο 

Μάννη, Έζησαν στο Βαυμάσκι περιβάλλον του Ὀλυμπι- 
αμα σταθίαα, ἅπαιυ πεηραμειλουαύσμαυ 
µαθήµατα ποσο ῃ Εαάρκεία τους ἦταν πολλές φαρὲς και 
18 ώρες, Τα παβημεριμή, 

Ἰ. Β 0 Πρωθνό 

β9- 1) 

ή - 4Η! Γεύμα μπι Αωήπππαπῃ 

η 0η! - 8 1Η Μάβημα 

Β] - ϐ ΙΙ είπα 

ο] - 1141 Ελεύθερος 


Έπκ, 38 [αὖνη ανεμώρησαν αι µαθητές µε το ἠιπιή- 
Βελς ᾱ, Ἠκυτογιάννη για το Ελαίννι, ὅπου ἑήδασσν 
τα ἴδις βρᾶβα Ίάπ απὀ εκεί γία Την µπερή πόλη Γιόου- 
τσα 26] πε βόρονι του Ελσίωκή, ΣΕ εππῤάταση 10 ἥπι 
ώμος φνλάνισωκ νεα. εάν λα ρλινῤῥα, 
δάσος βρίσκεται τα ξενοθακεία Βαπίπαἰρί στα µπαγια- 
ἡόσης του αποἶσμ Εμηναν αἱ μαητές, 

Έτη Εενοβοκείο σπήρχαν βάρκες Ίπα ὁσαυς αγαπούν 
τα θαλάσσια σπάρ, ποδήλατα, γήπεδα µπώσµετ, τΈις 
μι ἀνῤήκηιες ἄλλης αὔλητικὲς εαιηανήσσνς, 

Έπς ἃ οὐδῃ αν αμάδες ὅδν τι μιρῶν πήγαν εκ- 
Βραμή στήν πόνη ΓιοήύσωσαλΕ, 

Ἔπς ἃ Ἰρύλη ἔπνε η ἐναρίῃ της ὀξης Μ.Ο, σε 
οολάς τις νοκ Μετά πῃν τελετή της ἕναρξης 
μάβε ομάδα ἡύπεμε απά ἑνη Βυβρὰ στην αιλή τοι 


σιολείου. 
ο ο πες ον εν 
ΕπακαλιαίήΊητε 


Ἔπς ὁ Ἰαύλή οι µαθητές παρακελωήθησαν αγίνα 
ἠιαυθιμαῦ μπέηζμπά, από αβληηκά κέντρο της Γιὸ- | 
εκΒρυµή σε Ἀίμνη µε 


πα Ὅς μάπης ώς ο 
Βαϊκέα, που 


µας οιθρέααε η εππροπή της Άδης Δ.Μ.Ο, και σπο- 
Φάσεσε Ίπα τα βραβηία κα το μᾶλλον των ᾱ Μ.Ο. 
μα ον αν | 


ἐν ή δω ή ο ορ Ε 


1 ρἶνα Σουάνια προς Ἠμή τον ομήξων, στὸ Δημαρχείο 


τοῦ Ἑληήωηι, 
ο με τελετή Λήξης της Ἅδης Δ.Μ.Ο. καν 
βείπνο πτην εὔθαυσαι Μπέπίφία, από τις αρἒς του Ἐλ- 


τὸ συυάδελἠο Δ. Κονιοράννη 
ὤατο στη Ῥόμη κα ος 3 μὰ. ονακύριρον γα τν 
Ἀβήνα, ἅπαυ και Εφῥασαν αργά την Ένα µέρα. 

)  Έτοις μαθητές και στους συνοδούς Ώευ Εηκαν χρή: 
αν κια ικοδα 


τος 
ΔΜΙΠ, µαητής της ἔεν πήρε µεγάλη, 


ΠΡΩΤΗ ΜΕΡΑ {4 Ιούλη) 
1) Ἔνα κυρτά πράπλευρα ΑΒ Ω ἔχει ήλει Ἡκ. κην 


(ΑΠ Ε (ΒΟ) (ΑΒ) 
ὕμεη. Βρετνήα] 


3] Έστω η μα! κ ἠπμπκοί αμήϊμοὶ, πριίποι προς αλλή- 
Ἁσς μη ος µ..ς η, Κάδε µέλος του συνόλοα ΜΞ ΙΊ, 
ΟΗΕ μὴ” Ἰπσρη . ήμεται 


ο Εα μθνΕ Μα αρθμόίι απ η --ἰ γω το 
Ένα Κβημα, και 
[8] Για κάθε {ΕΕ Μ, {να Ἡ, 8ἱ αριβμαί {Μαι ή 


ἠΑυσηραλίοὴ 


] Για κάθε πολικήκαµο Ρ/κ] τ- αν Ἔ αν ο, Ἔ αμ" 
µε ακάροιους συντελεστές, ουμβαλίἔουμε µε ΜΗΡ) τον 
αριημό (πλήθος) Ἱων. περπτών αὐωτελεστήμυ του Β, 


Ἔσπω Οἱ (κ Ξ {1 {- κἰι ἰΞ1, 1,1... Ν' αποδειχτεί 
ότι αν Ἡι ἵψ ως ν ἴη εἶναι ακέραια! τέτοια! ωστε; 
ο ας ο  ἷᾳ, 
τότε 
μοι Γι τι 5 (ο... 


(Ολλανδία! 


ΔΕΥΤΕΡΗ ΜΕΡΑ [5 Ιαὐλη! 

3] ὄίνεται ἕνα σύμοβα Μ πσυ απητελεἰίαι πά 98Η 
Βιαζορητιμαὺς θεπιπαὺς ακεραίαυς αριημαύς ππνένας 
από Ὅδας απολοὺς ὃεν Έχει πρώτους μαρέτες μεγαλύ. 
τερας ται 8, Ν᾽ Πποβεικτεί ὅτι τα Μ περιέχει τοιλή 
ακπσν ἕνα υπυπῤήλα µε τεσπερα Εκιῤαρετκή ὅτο- 
ἀεία, τὸ πωώμες τν αππίυ εἶναι τέταρτη Βόππιμή 
πμερσας αριημς, 

Μογγολία | 


8] Ένας κύκλας µε ἠάτρο Ὁ Ερχεται απὀ τις κη- 
ῥύμὲή ὁ κάν εδ τρηώπνσυ ΔΒΙ, και τῃινει τα ευλή- 
σαμμη τμήματα ΑΒ. και Βί; εν υδαα ατα Εππφορετηπά 
σηµεία ἰά και Ν αυήσποιμα, Ον περινεγραμµέα πὐκλει 
τιν τρυγάπμυν ΑΒ ση ΚΒΝ τρμνανα ακριβώς σε 
Εύα Βιαμομετικά σηµεκι ΕΒ μαι Μ. Η” αποᾶεητεί ἁτι η 
γπωμάα ΑΒ. εἶναι ορθή, 

[ΕΕΕΑΙ 


) Γκι πε πρεηιατικύ αριθμό κι, παπαπκευόζετα η 
αμαλαμβα κ; αν. Εεταντας 


κώώστΚι κι Ἡ πε] π5.1. 


Πριν αποφασίσεις που Θα πας; ν αγοράσεις βιβλία 


ΜήαΏπματικών πρέπει να ρωτήσεις... 


Αν Βέλεις να πλπροφαρπβείς σωστά και υπεήθιινα 


γα ὀλες τις Μαθπματικές εκΒόσεις 


ΠΡΕΠΕΙ νο ρωτήσεις στο Βιβλιαπωλεί 


[ ΚΩΡΦΙΑΤΗΣ 


ΙΠΠΠΩΚΡΑΤΙΠΙΣΙ 8 Τπν ΟΕρβήπα 
Ἰση δὲ ἀΒΗΝά 


νᾗ απρβεηκτηί ἅτι υπάρµει ακριβώς µία τιµή ταυ κι 
ΤΕΤΟΙΙ ΗΗΠΕΕ: 


Όσα ς πι τ ἳ 
Ίπι πήῆε πι. 


Ιου ξήα | 


Η πάρα µας Έδωσε δές, σηµειίηιατα «την εππτραπή 
Βκτγισνιαμαύ της Σέης δι Μ.Ὀ, : 

Έπα πρώτα απήµχε η λύπη του Ίσα όματας απὀ του 
μαθητή Π. Τζερμιή και Πρώταση ἵπα βραβείο ειδικής 
ήκπις μαι στο Πεύτενα παρατήρηση Ίνα το δη βήμα 
ται αιάδελῥοα Δ. Καυπαφιάννη, ὅπτπι αυσήέμετι ἡι 
τη σηµει Μή εἶναι το σηµεκι Μιημεί του τετραπλεύραυ 
ΑΜΜΟ καὶ η λόση απλουατεύετι, 


Έπην ὕξη Δ.Μ Ό. δευ θόληαυ ειδικά βραβεία, παρή- 
Ἆα παυ προτήθημαν η αυτά 10 περίπαυ μαθητής 

Απά τσυς αναγνήώκες τας περισθιμαύ, µας Μαν δια]. 
τερα τους μαθητὲς περῳξνουµε Άν των θεμάτων 
αμήν πο θα Εημασεύσαυμε ατα περιωδική µας. 


. εμας α πὐηεβµα ο σαρΠστηῖτας, α πε τες α πιο» 


Υπμμν ο ΜΜ ΗΘν πι Θν πη το 


Ἡστηικ α ΠΕΠΗΗΣΙΕΤΙ πε -ιμά τμια 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ Σ΄ ΕΝΑ ΒΕΜΑ ΔΙΑΓΩΝΙΕΜΟΥ ΤΗΣΕΜΕ ο 


η στήλη των ολυμπιάδων 


παρατηρήσεις σ᾿ ἕνα θέµα διαγωνισμού της Ε.Μ.Ε. 


Ἐτου Πανελλήνιο Μαθητικὰ θμαγιωννσμό της, 

ΕΜΕ το 1984 πρατάΒηµε ἵνα τη Β΄ ἠππείαι το 
να ώς πλπρου πκο ΑΕΕ 
υπάρ ει σηµεία Ε, τέτοια ύστε 


(ΡΑ)Ξ5δΙΡΒΗ)Ξ ΚΣ (ΡΠΞ 3. 
Να μπολωγίσετετῃην πλευρά τοῦ ΗΓ:. 
Το πρόβλημα αυτά, που πολλοί μαβητὲς ἕλυ- 


τρόπους, ὅπως µπορεί να ἔνει μηνες αε πρώσι- 
τα ἀρῆρα ωωσοὰ Καναδική μαβημιπικυή πε: 
ῥμαβημαῦ, 


ἛἜνα απὀ τα πιο γνωστά θεωρήματα της σόγ- 
χρόνης Γειυμετρίας εἶναι τὸ παρακότω, τος µεγά- 
Ἀου Ρβουμάνου μαβηματικαῦ Ὀπππί Ροπιροίι 
1873-1354], ποὺ σε μερικά βιβλία αναφερεται μαι 


σαν Βεώκνήµα [οορας, 


ἔ, Θεώρημα Βοπηρείι: 
Θεωρούμε Ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ και σηµείο Ρ 
ατα εππεβό του. Τότε τα πμήµατα ΒΑ, ΡΗ, ΜΓ 
εε αποτελούν πλευρές τρηγώνου, είτε τὸ μεγαλύ- 
τερο απὀ αυτά εἶναι ἴσο µε το ἁΒβρωιαμα των ἆλ- 


αἱ Το Ρ' εἶναι εσωτερικό σηµεία [δκ. Ἠ) του ΑΗΓ., 
Αν Α, Ε, ὁ' αι προβαλες του Β' στις πλευρες Τι 
ΑΗ, τότε σοφού τα τετράπλευρο ΑΩΡΕ εἶωσι Εγ- 
γράψιμο, απὀ το θεώρημα του ηµπόνου στα τρ. 


ΑΦσώ λοπιόν τα ΔΕ, ΕΣ, Δᾷ εἶναι πλευρες 
πργώμοη, θπ εἶναι κα τα ΒΑ, ΡΒ, ΕΓ. 


ΒΙ Το ΕΡ εἶναι εξωτερµή σηµείο του ΑΕΓ (Σχ, 1], 
Τότε η απὀξξη εἶναι ἴδνα, γ] Τα Β εἶναι σηµείο 
του περηγεγραµµέναυ κύκλου του ΑΒΓ, (Σκ, 3). 
Τότε εἶναι γνωστό ὅτι τὸ μεγαλύτεπα απὀ τα τµή- 
µατα ΡΑ, ΡΕ, ΕΓ εἶναι µσο µε τα ἀβραισμα τω 
δυο ἀλλ. 


"Όταν τα ΡΑ, ΡΒ, ΡΓ σχηματίζουν τρίγωνα, 
ὑυτό ομυμάζεται τρίγωνο Βοπιραίµ. "Έτσι η πρά- 
ταση (1) εἶναι ισοβύναµη µε την πρόπαση 13): 


εἰ ας εἰ Ειδη) Σω ῦ (] 
Αν2ΕΙ µε εικόνα τα σηµείο Μ του (π], από 
τες [8] και 7] παίρνουμε: 


ειπε) Γεια ει) Γ... Ενα -- Εν) Ξ 
Η [8] γίνεται 

ειία -εὐ Το Ἔ δα -ε)τ-ειίε-ει- 

μεν {ς εἰ) ιο Ἔ εν {σ-- εν] 

µε, (εἰ) οι [ει ία -- εκ! εις εἰ] 

Γειί ε-- ε Ἡ-.-  Ἔ [ει |σ-- εν» [ει] | ει]” 

πε Γι επ ες ει] [β] 


ο πο πο ο τν 
από τς ος Αι, η, εως ἂν αποτελούν 


ϐϱ (Β) 


πε α- ει 


ο αμ να τα 
πεβα [π]. 


1. Να κατασκευάπετε τρύπωνα ΑΒΓ αν εἶναι 
γωωατὲς οἱ πλευρές ταυ α, β και το τµήµα 4 
ία { β])Π ελάχιστη τιµή του αβροίοματος 
των αποστάσεων των σηµείυυ του επιπέβου 
από τις καρυφὲς ταυ ΑΗΓ. 


3 Με πῃ βοήθεια του Βευρήματος Βοππρήυ να 
µατασκευάσετε ισόπλευρο τρίγωνα, που οι 
πλευρές του να βρίσκονται σε τρεις αμώκε- 
τρους κύκλους. 


8, Εεωραύµε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ κα στο 
εσωτερικά του σηµεία Β, Ας εἶναι Αι Βι Γι τα 
τρίγωνα βΒαπιρεία που ορήζεται απὀ τα Ὦ. Έτα 
Αι Βι Γι περγράφουμε ισόύπλευρα τρίγωνα Αι 
Βι Γι που ἔχει τὸ μέγιστο εμβαδά. Να Βεΐξετε 
ότι (Α! Β, Γή "(ΑΕΠ Ξ ὁ ; 3. 


μον μας 
Βιαγωναμαύς. - 
Σε πολλά απὀ τα βέµατα αυτά οι μαθητὲς µας, 
ἔδβωσαν 


Ἡ Ας εἶναι α, β, Υ τα µήκη των πλευρών ταυ 
τριγώνου ΑΗΓ. Να δείξετε ὅτι; 


αίβ -- η) Ε βίν -- αν - γα -- βΙ” 1 4αβγ 5 
3 α) - β' ΕΥ) 
3] Είμαι γνωστό ἆτι συναημκ) - ημµίβσυυκ], 
πκεΒ µεα, β Ε Β. Να δείξετε ότι 


αν 


3] ὄνήνεται κυρτά τετρήπλεισα ΑΛΕΓΟ, για τα 
οποία ναχύει ΑΒ ΑΕ ΒΑ ΑΓ ΓΑ. Να δείξε- 
τε ὅτι ΑΗ - ΑΓ. 


4) Να υπολαῄσετε την ελάχιστη τιµή της παρή- 
στασης 


ΑΞ ψιβ κι κ τν κ τν 


κ κ: (- (1880 νι νι 
Β] Ας εἶναι ν περιτάς αριθμός και αι Ε [, π], 
που 1 {συ Να Βείξετε ὅτι 


1 -- 

μ 
Β] Ένα κυρτά ν΄γωνα καλύπτεται ευτελώς απὀ 
ν κυρτά δ-γωνα που ἔχουν κοινή κορυφή ἡ 
κοινή πλευρά (ν 5 2], Να Βεΐξετε ότι ν ς ἃ 
1] Απά τις μαρυφὲς κανονικού Ό γωναυ άλλες βά- 
Φουμε άσπρες και άλλες μαύρες. Να Βείμετε 
ότι υπάρχουν τασλάκιατα δύᾳ Ίσα τρίγωνα, 
που αι παρυφές τοὺς Έχουν όλες τα ἴδια χρώ- 

μα. 


Β) Σε τρίγωνα ΑΒΓ (Α τ’ 3)" ισχύει 


να Ἡ 
Τι συμπέρασμα βγαϊνει νι τα τρίγωνα, 


ϱ) Ας εἶναι ΔΗΓ και ΑΙΒΙΓΙ Βύᾳ όμοια ορθογώ 
ἵνα τρίγωνα. Να βρείτε τους ακέραιους αριθ. 
μοᾶς δι, δι Ει ώστε να ισχύει η σχέση: 


δν ς 8ος 
Ὅμω  Ββ γη 


ολυμπιάδες 


οι λύσεις των θεμάτων της ὀδης Μ.Ο. 


φοιτητή Α. Μελά πήραμε τις λύσεις των Βεμάτων 
της Ἓδης Δ.Μ Ὁ. που εἶκαμε δημοσιεύσει στο τεῦ- 
κάς Ἰ του Εωμλείδη Β”, 


Βίέμα Ίσα: Ας εἶνα ΑΒΓΑ το εγγράψιμα τε: 
τρώπλεύρα κα Ε, ᾗ, Ἡ τα σηµεία επαφής τιν 
ΗΓ, ΓΑ, ΔΑ µε τὸν πύμλο (Ἐκ, Ἰ]. Φερουμε πι 
οΕ, 05, ΟΗ, ΟΓ, Οδ καὶ παρατηρούμε ὅτι αν 
ΟΑή Ξ ω, ΟΒΓ Ξ ἡ, τότε: 


Ἐν. 1 
ΕΓΑ -- 18: --ω, ΑΔΓ -- 180’ --ᾧ 


μι σύσα 
ΛΗ -Βοφω, ΗΔ -- Βεφ-τ, ΒΕ - Βσφη, 


εΓττ απύότε: 


ο ο) (η. 


Β να - 
ημιω 


ΑΟ -- ΗΒ -- ----τ--- 
Ὅμως ΑΗ Ξ ΑΟ πως 


ος 

μαι λε 
Από τις [1], 3] λοπνόν Έχουμε πι 
Αὐι {- ΒΓΞ ΑΗ 


Γκ πτ ἃ π πρόταση εἶναι ἠμινερή, σοι απηὴ 
τις αυνθήκες [α], (β] αἱ αριθμαί 1 5 ἃ-- Ἱ, 
ἔνπον τα ἴδια χρήμα, Ας εἶναι τάρα πο ἃ πι 
κ ώωυ ρω. ὁτι η πρόταση Ισχύει Ύνα νάβε 
υπ, 


Αν µ᾿ Ξξται εἰώαπ ὑσυερά, ὅτι ὤλσι αἱ αρήηκοῖ 


Σα ἵ Ἡ µε 
ὕ κ υμ κ. Εἶναι ἡανερό τότε, ὁπ οι αριθμοί 
α, ᾱ εἶώα ακετιή πρηώποη. 

Τα σὐμολοα Μι  Π, δω. ι κ] εἶναι υποσύ- 


έχουν τὸ ἴἔνο χρώμα. Από την [ο) τότε όμως προ- 
μήπτεε, ὅτι μαι οι αριζμοή που ΜΜ Όα ὀγουν τα ἴδια 
ἁριίηνα, 


ΕΒέμα σι ἂν πΞ Ἡ, τότε 
Ον) 5-1 ή αὶἩ -- 1 πίκ) - α, 
ώμος πια] εν πολιπίηµα µε ἄρτκηας σιπε- 


Έα Βείξαιαµε την πρόταστι µη εππτρισγή ως πρας 
ἱ. Αν αξῦ ἡ 1 η πρόταση εἶκη φα- 
νερή, 

Ας υποββσόυµε ὅτι η πρόπαση εσκύει για κάθε 
ακολουθία ἰ µε ὃν ὑπαυ πι Ἱ. Ας 
εἶναι τώρα ὃς μπ ἠπκρίνοαε ὅπο 
περαπτήµεις: 


[α] Ίνα εἶναι ἵι ο Ἡ', Εήπσυµε 


ππσηπιμκνο 


αμ 


Ο/ΜΠΜΔΑΕΣ ἍἜπξα 


Πξ αμ -δΗ ΕΞ η] 
μαι απὀ την [1] ἔκουμε- 
Οι ἰ- Ότι. ο) π- 
Ξ α ἨΩ (ον - α΄ ων Ἔ Ὀμ]] 5 
51 νο: ὣα- μι ον τμ] 5 ΝΟ], 
Επιαδή η πρόταση αχύεε, 


(β) Να εἶναι νε ο, Βίπαυμε κΞ σ". μαι 
ς  ς ἴμῃ. 
Τότε Εκ) Ον Ον ο Γῶ 
ον ος Ἑ ον 1 ἵ- κ (ος οι Ον] Ξ 
8 πι Ἱ- αικ -ἵ-... ἰ- πα - 1 κ 
(βο {- βία». Ἔ βαν 5 


-ἔκίεδβν οκ. ὃβν επι, 


ύποι Πίκ] παλούρπήµα µε περπταύς συωτελε- 
στὲς, ὅταν υπαλαγιαµά του ἸήΡΙ κάθε περ: 
τὰς συτελεατής αι προσήβεται σε ἕναν πηρπ" 
τό, αωντεληστή Β, του ἆβι κ] ' κα γίνεται 


ἁρμπος, Αλλά το άθροισμα -αᾱ ἡ- Βι Επναγίνεται 
περιττός µε την πρόσθεση σ᾿ από του Βι απὀ 
τη ὀπλρπισμνα Σβα"κ. Ἔτσι Εσπμε 


νη -νήδαν) «καν ο. γα) νκον] 


Βέμα Ία: Ας εἶωαι Μ τα αὐλναλα των 1985 
απεραων. Μάθε αριθμός κιἘ Μ Έχειτη µαρφή 


χι Ξ Προ», πο πι  Ἡ, πι Ἡν ων πα 5 δὴ 


αι πράπσι αρθρα που εἶναι μικρύπεροι τος 38. 
Τα γιµήµενα κι. κι ναι τέλος τετράρα, αν 
Μα κάβεκ µε ηὮ Έρουµε σα Ἱ αυ Ξ Π 
(πιο Ἡ. "Όμως ο Βιαφορετικὲς ως προς (πιά 
δ] Ά-αδες εἶναι οἳ Ξ Β13. Επομένως σὔμφωνα 
µε την αρχή [Ὀηελήαι, σε κάθε ΕΙ3 Ἱστητία 
τοι απωάλας Μ ἴα υπάρχον δι παμλιάηπή, 
που το ππνάμενα ταις θα εἶναι τλωπὸ τειράγωνα. 
ΑΦ 1985 ᾗ- 818 μποραόμε να βρούμε Ενα 
αριθμούς του Μ µε την πδιότητα αυτή. Από τους 
υπόλπους ΠΕΠ αριημαύς του ΜΜ μπονιήμε 
πάλι να βρούμε δν ἀλλσας αριημειώς μ.λ.π, Τη 
Βιαθικασήα αυτή μπορούμε να επαναλήβουµε 


---. .- 


που τα πυώμενἡ τοὺς να εἶναι τετάρτη δωαμη 
αμέροήση αριθμαί, 


δα Θέμα; Γκ κάθε πραµματικό αριθμό κι, 
μαπασκευήζεται η απολοῆία κι, κι .., Εέτονταιςς 


πο α- πε Ἱ. 


Μ” αποπεικβεἰ ἅτι απᾶρκει ακριβής µια τή του 
ἄι, ενα ὥστε 


ο κι πηι (] 
για μάθε ῃ, 


Απόζεισης Η {3] εἶναι αοβύναµη µε την, 
Ισ σκισ1{) γα μήβε π. 


Πράγματι αν ῃ [1] σύ για κάθε η τότε: 
ο ο ο 
ρα πα πρι λ 

ἵνα μάθε πΕ ΗΝ. μανης, αοὐ κε 


Αντι ---ν βΒ ον ᾱ ββ Ἅτι- Ἡ µε 
1σκτπτ-]. 
και θέτουµε απ απ, βιτ β 


Εία απωβείξοµε ἅτι αυ 
ο (μὴ 


Πράγμα τν: ο ο αι ᾱπ Τώτε: ᾿ 
ο ον) 
και επειδή: β -- πο σσ -ἲ 


α Όσο τινα- ἡ ο ΚΙ -- Ἡ ἁραι 
μὴ [401], αἲ [ο] όν, 
μή κ κι -ς απ 
Γευνκά αν β «κι αν για κάποιο 
Ίπησηστῃπ 1 πότε 
1 1 1 
μονο] κκίκν ας] κο [ανν] 
βή «κωις ανἩ 
Συνεπώς θα ἐχουμε; Βῃ «χει δηλαδή: 


{--οπωα κα, 
τπτ 


άρα 


Ὁμοίως αν Γκι] πάπα: 


1 
Εν εί κι ει ἔπστ] κ αἩ 


κια --βυ 0 μη 


Βηλαδή: καν Ἑπςτ 


ας «0 
καπ επειπή προήμηῶνς ὅτι απ. 
απὀ τον ορισμό των. απ. βν ἔκουμε: 
βώ ες κει αι 
σμεκίζαωται ἔτπι ἔπεμημε: βήχα 
πα Ίπτκτπ' ρα 
ΕἩ «κι αἩ δηλαδή βιί κι αν 


' 
απο πο τἍν- 


Από τις (ϐ) μαι την ισοδυναμία τιον (3) και (1) 
ἔχεμε ὧτι: 


[ες απ απ 1 
πι τί 
αι Ε [.]. (βαν αι) 


Ἐπωππώς αρκεί α δείξουλµε ἁτι το ϱ {δ. α) 
Εἴωαι μεπροπύππκλε, ΕΚΗΗΣΕ: 


βη -- βκηι  απε  ἄ, 
για μάβε΄ π ΕΕ Ἡ, 
οι 
ο οσασ ς- ο- ὔν ΕΙ -Ἡ- 


σα τον 
ποτ ματ « 


ΜΗ) ο 
αν) σαι τη 


πο πο ο 
κεη ομοίως απὀ την αἰκ! ες αμ Έχουμε: 
σου σ . 


«ανα αμ ττ --Ἡ - αἲ. 
Άρα τελικά αἲ'Ἱ --δο«αἲ ρα αῃ αν 
Προφανώς: αγει  βνι κά επῄσης 


το πο 
ον) ει ταν -μ δν 


και αµοίως µε τα παραπάνω βΙ 5 βΙ" ἁρα 
Βπη 3 β. εἶναι Ιππία ---βνὶ 5 Ό 
Πράγματι ἔχουμε; 
1 
ο πι [απ]ταν 


αν Αμ -οεί πνσζαῃ - Ι--ψλκ βῃι  ἡΞ 
αλ. ἠκ) (αὐι -- εν 
ν αν) κά αὐθόι 1 Βκιι Ἔ1 
(ακῖὴ-- βκΗι 
Ξ και βΗι 
γα. ΡΟ 


αμιμμμο ὅσα 


δ δόν να ψβ 51 ο. 


ποδια --βς 
ἄρα µτη ο μες 
συνεπιςς [πι [αν -' Βν] πε Ὀ 


Συνεπώς υπάρχει ακριβώς ἕνα κι ΕΒΕ µε 
κι Ε Γ{] (β, αν) κτλ. 
ο πα Ὅ 


Βέμα Ίο Διάλογος στην τάξη: 


ἁΜαδηγητής ία λύσετε την εξίσωση 
| κας πα ἅ αι ατα 
πν ὁπππ Ἱ πο Ὁ ται Ἡ 
δα ο 
ὅτι Ἡ 8 
ος κἴ Τσ σ.σ , κ: 1989 
- 2ξ .. τα 4 πῃ ( 
απ -- 8] κ Ἡ -- 1985 
19 η δω 


αὖτε µέχρι τα ὁ ΛΙ δεν πρόκηται να τῃ Λή- 
σσυµεν, Μπορείτε οσείς να λόσετε την πωλύ ὑή- 
σμαβηῃ σκηση; 


Ένας Μαθητής αΠολύ δύσκολη ἄσπηση κύριε, 


παν τΙ- "τικ η -Ὁ- Σ 
πα κΞ 9 Έπουμε: ο... 
Επίσης σμ 
Ἱ 1 
Ἀτινα- ο 


Αρ ανν» αν Ίσκτν ἁρα: 


τα εξής: νοβνββ» γε Υκλ] 
1 1 
αν πὸἩ εἶναι βηἹ--Ὅπτι Τη λόση του δου θέματος ἔδωσε ο Α. Μελώς, 
| Με επαγωγή και επειδή: 
1 {| 1 
α [νο στι-ἡ- 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
Α ΛΥΝΕΙ 


Βέμα 2ο Έτη επἰπεβο δάνανται 1986 Βιαφαρετικά 
σηµεία Αι, Απρ ων Άη να δείξετε ὅτι σι µάῆε 
κύκλο τον εηάδου πόνο, ποια ἔχει ακτίνα Ίση µε 1 
υπάρχει σηµείο Ἰή, τέτοια ὥστε 


ΜΑ, - ΜΑ {- ... Ἔ ΜΑνς 3 1985. 


Έέμα 3ο Ἠα βρείτε τους φυσιμούς αριθμούς ν 


ο. Ε 
ἓ 
| 


| - 
8 εὉ Γ.εα εοαξ 


38 3 5 5 Ἑξτα, 


Βιαιρείται µε τον 3, αλλά δεν Βιπερε]- 
η 


συνέγνα σπῃ οκ πα ὅδδ 


συωέψεντ τα τη οκλίδει 38 
ϱ Ὁ ν. Βιαιρείται µε του ϐ ἡ του ἢ 
πι Ὁ ν Εκπρείται µε των ἃ και του ἡ 


Βνμα 4ο Βευρούμε ἕνα σκαληνό τρίγωνο ΛΒΕ, 


Έμμα Ἰο Μα βρείτε τα µεκρότερο Δυηκό αριῆμό 
π. πα εἶναι παλαπλώσια του Ί9βε τη πω τει 
ᾠπαιρῥσσαμε µε το 198] Είνει μπόλσπια 18. 


Βήμα ὅσα αἱ ἔπο παρακάτω πκήµα πόσα τρί- 
γωνα νομίζετε ὁτι υπάρχουν, 


Β] Αν γκι τους αριθμούς α, β, , δ, Ισχύει 

αἱ Ε β' - 1, ΥΕ ΕΞ 1 αγ βΥΞ 
να υπολεηήσετε τήν παρώσταση αβ - γῦ. 
Έμμα ἅσ -- ΕΕ ή 


Ὁι µαΏητές της Γ' Γυμνασίου επιλγίµ δουν 
απὸ πα Βόµαπα της Α΄ ᾖυμείσιυ, 


Β΄ ΑΥΚΕΙΟΥ 


Ενα ἵω Μα δείξετε ότι ευ ηπάρκεμω πρ γµατε- 
κο µη µηδεµιμαί αριθμο, ᾱ, β, }. σε ὃν ΕΕι- 
υπώμμείςη 

αν ΈβκΈγτυα 

Βκ γήγκταξηυρ { 

γκὶ -ακ-β-ῦ {8 


Όα ἔκοσο Ἀώσεις ἴκι, πα], [και ιν [και κι) αντί: 


Ἱσταικα, ὅπου Ἆ, ᾱ ἂν πραγματικο αριθμού 
Εύα, 


Βιπήαρετνο αιά 


Εἡμα ὅο ἂς εἶναι Μ, τα μνε τμ πλωρήην 


Αν Ἑ η τομή των ΑΓ, ΡΜ να Εείξετε 
ΜΗΝΕΣ -- ΜΝΡ. 


Βέμα ἄσ Τα µέτρα των πἈκυρμίμι τριγώνου ΔΒΗΙ᾽ 
εἰωαι αι αριθμοί ας, β, ν ία, ᾗ. νε ΕΤ 
ἡ Να Βείξετε ὧπι και αι αρμμοή 
ο ττ Ἠπομεὸ ΜΗ 
δα 1 βτι νΓ1 
εἶναι μετρα πλευρν τρηώναυ ΑΒ, 
π Τι πρεπει αι σημ νει μαπτε τα Ἱετργωυα 


τεν µέτρων των πλευριύν του ενύς τραγάωας να 
ναι τα µέτρα των πλευρηνν του ἄλλα; 


Βήμα ἠσ αἱ Εεοραύμε τὸ σύνολο 
ΑΞ 1,5... 5] 
μτῃ µια σοωάρτηαση [:τ Α--Α πσα εἶναι αµψήμο- 
νασήµαντη και επἰ. ἴα θείξετε ὧτι το πυάµενα: 
(1) ή , η] Ε 1) (11985) 1985) 
είναι ἁρτιος αριθμός, 


Β) πα βρείτε µµα παλικονυµική ανάρτηση α᾿ 
βαθμού γνωρίζαντας ὅτι φίθὶ ' ῦ μαι ὅτι η 
Εξελμση Εν κἡ 5 ῦ ἔχει µαναδική Ἀώση. 


Από την εππροπή Βιεγωνισμού της ΕΜΕ πή; 
µε τα παρμπηόπω Γ” Ληκείου Εέµεπα που [Πα 
ψελλήνιαυ Μαβητιμούά Θκηρωνισμού, πο προτεί- 
ναυμα αταυς σωσνώστες µας Ίνα Ἀύση: 


Γ΄ ἀΥΜΕΙΟΥ 
Έεμα 1ο αἱ Εεωρούµε τη συωήρπηση ΕΒΠ- ΗΕ 


με τπτ 
ΠΕ ΜΕΤΤΝΕΙ ΠΙΕΙ 


ἡ ῆα Βείξετε ύπιη ἵ εἶωσ ἀρτι 
πὶ Μα λύσετε την εἴκμση Εκ] - 
πὴ Εἰνσππῃ ἵ απνάρτηση επί: 


Β) Βευρούµε τη συνάρτηση {- Β - Ἡ και 
την Εξίσωση Πκ]- Ηπκτν [1]. 

Αν η {1 ἔχει πεπερασμένα πλήβος λύσεων να 
Βεήξετε ἅτι τα πλήῆας τιαµ Ἀύσειων εἶναι περιπτής 
αριημώς, 


Ενημα ὅα ΕπιαρηύηΕ πυθείαᾳ αηκ' τα σηµεία της 
Α, ΒΗ. σι ἕνα ημείς Ὁ πας ὅμυ ανήμει στην 


κκ. Μα δείξετε ὅτι για να ανήκει το σηµείο Γ 
στην εβεία κκ’, πρέπει μαι αρµεί να υπάρχοισο 
πραγματικοί αρηθμοί κ. µε κ κ], ώστε 
ὁἵ κ. θὰ -- ναδ. Ακόμη να προσδιορί- 
σετε τις τιµές που κ, ὰ ὡώσε Το Γ να 
ανήκε στν ηµιευθεέία κ'Α [ή Το Γ να ανή- 
με στα τµήµα ΑΒ Γή Το Γ να στην 
Βκ. 


ώστε αγ βσὲῦ, απξβ Ι Αν ραγὰ 


πι ο Καν δι μα] ΕΣ, (κι, ή Ε Ε, 
πι κᾳ, δι ἡμ) Ἐ ἕ, 
Να Βείξετε ότι ἘΞ Β' 


| - 1688 [κ] τὸ ἀκέρομα µέρας 
του κε Β], 
Ίνα δείξετε ότε 
ἡ Αυ κ.α, τε 15 κα 


ῳ Αν Ότι Ἰθβόκ Ἱ τότε [κ 
πὴ Ὑπάρκει ΕΕ µε [κ τς 1988, 


Από το Ἐυμάδελφο Γ. Τοντζνα (Εεα/ήκη] πήρα- 


ασκήσεις; 


1) Το τρίγωνα ΑΕΓ εκ ισόπλειρο και το | 


εγγεγραμμένο σ᾿ αὐτὸ τρίγωνο ΔΕΣ ἔχει ΕΓΥΕ- 


5] το πρίγωνο ΔΕ εἶναι ισύπλευρα. ἵα 
Βμείτε πῃ θµση ημεωυ Μ στα τρίγωνα ΑΒ, 
ώστε αν Μά, ΜΕ, Μζ εΑκπ οι κήθετες στις 
ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ απήππηρα, οι ειθεες ΑΔ, ΒΕ, 
τα Ἰώρνοῦν πό το ἴδω σημῶς 


Αλληλογραυα: 


Βεοχ. Ἠίκου (Τρίκαλα), Ἑωνάδελῳφε, πήραμε τις 
Βαυμάσιες Ἀύσεις των θεμάτων της Ζης Β.Μ.Ο. 
πο ἵκκς Έστειλες πολύ αργά. Σ’ ευκαριστούµε 
πήντιως και περιμένουμε νβα εργασία σου. 


Γι Τπντζίφα (Βεα υύσς] Ἐονάδελφε πήραμε τις 
μροίες εμπκήσεις καβήις καὶ τα ἄλλα υληκά παυ 
µας Εστειλες κα; σ᾿ ευκαριστούµε θερμά. Περιμὲ. 
Ίπυμε νέα ερητκήα σσ, 


Αθήνα 6 δδ 


ὔστερα από σύμφωνη γνώµη της Εππροπής Ηρίσεως Περιοδι- 
κών του ΥΠΕΠΘ, επιρέπουµε την κυκλοφορία στα σχολεία των 
περιοδικών αἱ «Ευκλείδηο της Ελληνικής Μαθηματικής Έται- 


ϱρείας... 


Ο ΥΦΥΠΟΥΡΓΟΣ 
ΠΕΤΡΟΣ ΜΩΡΑΛΗΣ 


Ὁ Νοιώβουμε την ανάγκη να εκῤράσουµε απ΄ ο σος ος τά δνςς ποῤροπᾶς | 


µας, αἱ όλους τους φίλους --- 


ὑκβοσή του περιοδικού της ἠετεινής κρομᾶς, µε 


᾽αναγνάστες πο εἶκαν τη µαλοσύνη ντι 


συνδράµουν στην | 
αποιουδήπστε τρύπα, απὀ τον απλὀ Λο | 


τους µέχρι την καλοδιάβετη και διεξοδική πολλές φορες κριτική Βάση τους. 
5 Πιτεύουμε τι η συμμετοχή σας θά ναι το [δια µαθαρματική καὶ γνα τη νέα χρονιά, 
{5 Περιμένουμε συνεργασίες κα προτάσεις στη Βυεύθσωση του περιοδακαύ µέχρι 38 Μαϊου 'Βά 
µε Ευχές για µαλὀ Καλοκαίρι 
ἡ Σ.Ε. 


παΡΜΜΑ 


5 Τα θέµαταπου προτάθηκαν απὀ όλες 
τις χώρες στην 2Τη διεθνή Μαθηµατι- 
κἠ Ὀλυμπιάδα 


5 Ἐτιγμιότυπα απ᾿ την εθνική Ολυμπνά- 
δα ᾿Βό (ὔέματα, λύσεις, αθλοθέτες) 
ἅπα ἠήμειι Ἠεημτερκνὸ ῥβήνας Έγινε εττις 30 11/Βή, 

Π ἄπ ετήσκι Εβνιμή Μαθηματική Οληπιάξα και συµ- 

µπιπίκαν πα µαβητὲς οἱ «μπακ μακρήθημν στου πα. 

υελλήνια Βωμακημό της ΒΡΕ, 

Γι) απτή την ευγενική πωειματική ἁμιλλα ο γβίιμα 
τέας της εππροπής και µέλος τοι Πμμμητικοῦ συµβκν» 
Ἁγαα της Μαηματικής Εταφαίας κ, Γμήργος ρη- 
Πολ; τήνιάς ατην εκβήλιπή αποηµής των βριν- 
ἠβήνής, 

«Τα ποιον ος μαγιμρήζάωται σήµερα Λατρεύκου τα 
μαβημαπμά, Ἠπαι η πριμ Ίσνας μύλο, εἶναι ιήρκι- 
μηπωή, Από αὐαμᾶς τος ΙΤ. µαθη ης, ὅα επλεμήώ 
μπλιύτερκη 5 αἱ απήσηή ὑσπτρνα από ειξηκή πρασττηµ: 
σία Π' απατελέσωπν την Εβνική Μαβημαεκή Ὀμήξα 
πι; Πα Βεηῥωλματεί την ἠνήξη στη αΜαβημαιή ΕΒαῦ.. 
ππιπήξητ,, Επίσης ππ᾿ απτήν την αμήδα Βει επλεγσήν 
οι μαθητής πωυ Λα εητροκπµπήσσμυ τη Ἠύκνα µκας στη 
κὔμβνή ἠΑαῄπηατική Ολημπιῤᾶαν πι Όα γίνει Ἱη κ- 
λαήείρι στήν Κούβα, 

Οισκρηηηκαν 3 µαθητές Ίκμα ὕπτερα απὀ ειβιµή 
πρηπετάφα ση θα ΜηπλΕρούυ ἐν 15 πκμι Ώα ππιππλάτηµαι 
ΜΙΠ τήν ΕΒβιμή Μαβημεπική ἁμήξητ, 

Αλλά πα βραβεία μπ ο πεπκη µαπὰ τάξη 
ἠπαν: 

Από την ΓΙ Λυπείου 


19 βραβεία Χ. Ταμβάκης ὅᾳ Λύκεα Ἁγίας Παρα. 
ακεισής, 

δα βραβεία Σ. Μαυτροσμπής ἠύνεια Ἠδας Ερυθραί 
πς, 

δα βραῄεκι Ε. Παπκπαπτῤλση ὅτι ἠήκεια Εῤέκωυ, 

ἀπ βραβεία ᾱ. Μανάκη ὅο άπκια ανω, 
Ἐπεπωπι: 


Β., Εἰποζμαὐποπῶνος Λύκεια ηπήῥικτ Βεσυαλενύκης.. 
Π. Βλάμος Λύρα Μαακήτου. 

Π. Μαραγκουδόνης 3ο Χανίων, 

Ἀ. Γμάηπης ἔο ἠήμνα Τριμάλιων, 


τὸ 


Β. Μομπότης Εικηογελκή δή , Εμήρνης:. 
8, Παπαπύπαυλκες Εμιαία Πεσκλαβικά θηεκν Βέ. 
ένας, 
Α, Τασρομάννης Ίσ ῥμῑκεια Τούμπας, 
Από τη Β᾽ ἠκεέμ 


ία βρκηβείη Τ. Μαυρπειπσής Εμιηρημαμά πλάνη, 
Λβήνας, 

Ίπ βραβεία Γ, δήµας ἅσ Αόηεκι ἡμάρκπας 

δο βραβεία Γ. Ἱβρκμμηθής ἃᾳ Δύνεια ἨΜπηλάσυ 
Επσαλήνης, 

Ἆᾳ βραβεία Ἐ. Γειρημακήμη Βο. ἠύκεια Ανν, 

5ᾳ Βραβεία Δ. Ἠαντομήππης {α ώμεια Ἑμππήλαμι, 

ὃν βραβια Γ. Πμιπιπβάπεμλος ο ἠώκεις αλλ. 
ας 
Ἔπινναις 

Ε. Πλάκας Ιῇ Αθ Μωτννίνυν 

Ἀ. Τίς ἄπ Αύώσεν Τηρηάλιω, 

Ἐ. Παντελής, Ίω ἠέωσνι Ἑερρηίι, 

Αι, Πεπηξήμκας ἄει Αύμεκι Ἰωτοήνιν. 

Χ, Σαρηζετάκης α Αύκοαι Μπζῤιμίας 

Σ. Βαμβάνος Γερμανιπή Ἐχαλή Αβηνίιν 

Μ. Παπ ζημιώλη δα ἠύνσια Ηραηλείαυ, 


Αμά την Α΄ ἠνπκσίσι 
Ίο βραβείο Χ. Αβανασιάδης Ίο Λύκειο Ἱάτω Τού. 
µπις Εβοσαλημήκηςς. 
δα Βραβεία ὂ, Μκνοροεσής 5 ήπιο πιω. 
Ἔπαπωση: 
Α. Ὀπκπνόμαυ Ίπα ἠήπεια ήν: 
Γ. Τμιαμταφούλίδης Αμερικανικό Καλλῤγην 
Ααιά την Γ) Γυμναπίσαι 
Ίο Βραβεία Μαπέκοβις Ία Γινάσκν ζράύμσα, 


Α. Τοίκα ἃς Λύκο Πύργου 
μπι σέμας 
Γ. Εαραμάνπα, Β, Γαγάνῃη, ἤ, Τούμα, Α. Γηπίκα. 


ΑΕῆι να σηµτιωθεί ὅτι η Μαθηματική Εταιρεία γνα 


ἕνα καλμκσίρα µαθητές σπὀ ὄλες τε Εαῤκανπκὲς Νά- 
μες 


ΟΛΥΜΠΙΑΛΑΣ 


γ΄ πυμωασίο β 
16 ΘΕΜΑ: Ἑριωματίέπησε ὅλμα τα σηµεία του επηπε- 
δας µε βι χεήµπτα, πα Εξετε ὑτι ὑπόρικσν δὲ ση; 
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Ἆα ΒΕΜΜΗ: Μα αροπούυ σι πραγμαπυκοί αριθμοί α 
κάν β Ίνα να εἶναι παλυήρνσµει πιο κ αχ ακ.β 
Βηπρετά µετα κ -- Τμ, Ματήπιν να βρεθεί το πηλ]- 
μα ΠΝ) Ιἰκ-- αν ΕΜ 

πα ΕΕΜΑ: Αν κό νΈ στ κ μὴ - εἲ -α 

κ Ἐν εξ µε ταν ΣΕΒ, 
να Βειγτεί ὅτι, ἕνας τοώκναταυ απ τους Ἐν ιν 
μποήπαι µε μηδέν, 


α΄ λνμείσαι 
τα ΕΗΙΕΜΑΙ: Εἶμαι ᾠαωστό ὅτι ο Εατάμας τν) ΤΕτΓηξ- 
Ἰπόμμα, ὅπως Ἠππ του Μοωρμσᾶ πετά εἶναι 
Ίσες. πι βρείτε το μεγαλύτερο ὀυσικά αρήμό νι, Ἱπα 
του απαίπ ἕνα κυρτό υ.γώνο Εκει ὄλες τις Εσμήες 
Ίσες. 
δα ΒΕΜΑ; ἵνα δαΐξετε ὅπι η παράππταπη: 
ο τε 
εἶναι τλπκι τετράγωνα ακέριενη» αριθμού, αυ η τὰ, 
πτασπη ἡ επμπι ακέραιος αιηβμώς ἐν ΕΠΙ. 
ἃᾳ ΒΕΜΑ; Ἡᾳ Βείξετε ἆπι γα μάθε πραγματικά 
αριθμό απ ῃ παρώπτασῃ 
Ξξία- Ίμα- 
εἶναι πάντα Βετική. 
Ποιά εἴνόα ἡ μικρότερη τιµή τος μπορεί απ πάρει η πᾶ- 
ῥκσιύση ὃν μη Ίνα ποπὲς τμδς πο) αι 
ήα ΒΕΜΑ: Επιορωύμε σνα κυρτό Τζήριανο βιΑη .. 


ἅκα -- ανα -- δὴ 18 


Ἶν ΑἉ με. Φέρνόαμε τη Εκτγύνηα Αθ Πο το λόρσει δε 


δύο κορτά Πολύγωνα Πι, Πε, Πόσες κορυφές καὶ πὀ- 
σες μήνες ἔχει παθένα απὀ τα Πε, Γη, 


Β΄ Ἀληκήσε ' 

1ο ΘΕΜΑ; Χρωματίζρσμα όλα τα σηµεία τος επππὰ- 
Βου µε 3 (τρία) χρώματα. Να Βείΐξετε ὅτι ππάρχοσν Βύο 
χον μεταξύ τος απόσταση Μπή µε Ἰ. 


Ἆα ΒΕΜΑ: ἂν για την σιάρτηση Ε ιακδει; 
ο λά λο λά λ λάλὰ κι Ἰαβέῃ --  πκΕΕ 
υα Εαίξετο ἁτι η { εἶνεα ταρκοξικὴ και να βραθα μα πε. 
Ἆπ ΒΕΜΑ: Μα λα µσ πα διερεπωηβεῖ ἵνα τες διά. 
φορες πραγματικές τερβς τοα α η αήσωση: 


ο Ἑπτ ματ. 


ἄᾳσ ΒΕΜΑ: Ἔστω Α, Β Εύα σηµεία στο βσωτερη- 
κά πας πώκλται [Ὀ, Β) και Μ απμεῖὸ ταν πὐκλαυ, 
᾿Εστίω Α:, Βι οἱ τοµείς τόα κὐκλόυ µε τις ΜΑ, ΜΒ 

.. Εότια τελος Γ το μάσε τοι ΑΗ μάι 
Γης ΠΠ ΜΓ. Να Εείξετε ὅτι 


Ίᾳ ΕΕΜΗ: [αἱ Ἡα Ββείξεε ὧπ κε ππο-αμήβα 
ΜΑ, της οµάξκας (7, Ἡ εἶναι της µορφής ἂπν" Σ 
για µάπον νυν δ ύπου νυν ἆξτγυ κ κΕᾶᾷ. 

(β) Με τη βοήθεια της [α) να Βείξετε ότι ἅ µεγισεας 
κανό ποπρδπης ὃ των µη μηθεαμιν απέρεσων αρηῆ- 
μών  ᾱνιω, ὃν, Βένεται απὀ πηῃ σχέση: 

Β μα Ἅγαι - ἆμαι ΕΕ ... Ἑ Άμα με λεᾶξ τξ1τ δι υ 


Παρατήρηση: Ὑπευθομίρυμε ὅτι ο Μ.Μ. Δ, των αριβ- 
μών πι, αν, .,. αν Εἶναι ο καπνός, Εκπρέτης τος πα 
Εηαιρείτήι ππὴ καλα ἀλλιη κυπυή ἄμαιρέτηι πυν ἄν, ἄν, 
κας ᾱμ. 


Ἆσο ΘΕΜΑ: Μα Βείξετε όπι δεν υπάραει σωσλουβία 
κῳ µε ώρουος ἡμασικούς αρήηιοός κα Ὑνησήως αὐαυσα 
ώμσΕ: μι εκτ η πω, κε Ν., 


νυν Βπιῤόόμε την ευθεία ν -- ἃκ κα σημείο ΔΑ, 3]. 
ἵα Βμήτε πάνω στην εοθεία ψ κ σημείο Β ώστε 


τα εμβαδόν τπο ΟΕ να εἶναι ελόπαατα, ἁππ; 
ΓΗ πο 
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ἠΜεαρικὰς ο αωνής εἶναι Ἠλοῖνς τον Βροζωιθάναν µαθηπώς, 


Ανοῤιρέτιι Οπετικά το ἠνομα πάτο από την Ἀὐσηὴ 
η πεμνασίως 

ΘΕΜΑ, Ίο. Ελειορκαόµα τι πρκµατήσαµε τα (σηµεία συὺς ἁπι- 
πέδοςη -ᾱ- σε ὑία χρώματα [εις εἶναι. ἄσπραι ῃ μπλέ], κε 
Ερωκηῖμὲ πι ο ποθήποσε σηµεία του ας Βι και Εὴ, ἔπαου 


µεταβό τος βΡή Ξ 1, [τὰ Βι -ὥππρα μαι νι --- μπλά], 
Ματοσηερόζουμε ἑνα οόησυσα πρίχωνο µε πλευρά Ῥηῃ; 


και µε πάρωφός ΒιΒι μι Βε Εε Έα. Ἠαι τότα πρίτι μπε, 


ἐγαι ἑνα επ) πα δν κμώμάτες ἄππγνα ἡ μπλε. Αν εἶναι ἁσπρο 
τόπο (Ει Εή Ξ Ἱ, ον μηδὲ τότε [5ὶ, Βή -- ἰ, δηλαδὰ 
τότε Όιε κσπάμίσι πμ λάειστου 3 αηµείι ται εππιΕδος αἱ πος 
απῄμαυν µεταξή Ὄους. Ἱ 

ΘΕΜΑ 20 [ν --ἡχκ -- δις -- ελα --Ὦ -- 180 

14βό τα’ -ἃ -ᾱ 

Παρωπηροόμη ἐτι κ άμα -ὄαπτ κα κα εἶμαι 
Βιαδομιπαί ὀρήμοί, Τα 80 μποραύμε η τὰ ηπόμμηιε αε 


μορφή εσηιέωσι ἐμοόκικών εερμώ απσο; 
εδ ο. Τ.Ε ἡ δδεσ [-- ϐΕ. {- ὁἡ- Ἡ -[--Εἲ 
ηπα ἕχπυμα: 


ο ΣΕ 
3! ἐκ-- ὄκκ --θ]ἰκ -- δίκ-- στι 5Η --δΗ- τή νθκ.---ἲ 
ΘΕΜΑ ἄο Αν {κ -- 1 Πικ)-» 
ροή 
ΠΙΣ] -- {κ -- ήν ο πε κα 
Επεδή ἐκ -- Η) 1 ΠίκΙ, ονομήζσσμε 
Βικ κ απ Ε.. 
ΜΙ τότε πρέτιει 
η Ελ ΗΕ ΕΕ ή 1 στ 
Ἐσνεπώς, βτυπατ- ν-- Ἡ κ τότε 
ΠΙκΊΞ μπι. 
Τώρα ἔχουμε 
ΠΙκ] -- 
τα Πακ η πμ... 
-- Ἑ τν -- ἄν -- ἐν Σμὶ - {ωτ- Ί]ς - ν] 


μμ μαλὴ ΠΙκί µετα {κ -- Ι, βρίσκουμε 
τη πηλ]ηή 


ο ΝΕ μα ο 


ως Ἔκ κ Ἑ κ --βὴ 


αμ ἕκ-β 


Εμ) Ι ΠΚ]. 


ἐπνπ τα Γι κα 


ἐκ -- Εκ" - κ η κ πες κ Έτ τς 


ΡΗΓΜΑ ήσπ ἜΕπσυμε: 


"Εν τα Ξ (κ Εμ" εκ] - κμὶν εν] - 
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μας Ἑ α) -- ἄν α- ἡ -- ἔπμε -- 
1-Ἀψίη μὲ κας ἠ- αὖ μείνε εἰ  Εκραὶ εἰ 1 
"ο μα τη καν τα" αν Ερμής τν τπτ ή. 
πηκν "- νὲ - καν ἕ- εἰ -ἕ- με με ο ο σαμε ᾷ 
.Χ50 ἡ 50 ἡ στῇ 


Οἱ Ἀύσεις ἄχον δοβλεὶ ὅλες απ΄ την Α, Ματήκύβης 
(α΄ βραβεία της "ης Εβνικής Ολιμηήδας 


Ομοίου 


ΒΕΜΑ ων Έσω µκι πλευρό Ίου πολρώναυ πσο ἔτι 
ὠρικἈμ καν γαλ ἁμκὸ, κά ιν λφει, 
Σόμθκανει µε σε [δρ βις Ην 


Άνω Άν ας -ι Ξ Ας λΞ ο ο Ἡ 


Τότε ὅμεας τα Ἰρήγια ο, αλ Άνιε, ἓς λωβνι, ο. Αμ λωω, 
ο ἑλολ μι Εμτα ισοσπλἠ µε βάσει πο Αννα ΚΙ μή. 
Ἅπσοα καπ µε τς ἄλλες πλερᾶς τους [δες, Αλλά τύτα τα Ίπη- 
μενα Αν εν Δι ανν --ν οι αι νο Άμαν Ἆνιν Βρίσησνται στη με. 
ακππύΏετο τη Άδωνι, πα αν το Αμα [να ποηηήπιτε] 
π.χ. ἴπεο βρούν κα αὐτόν τύπο 
ο τς ως τω. 

ἅταπα, αἠρσοὸ ποβίσαμεα ὅπι Άλις 5. Αμα, δε ὅμως 
πῳσὺ ὅλα τα σηµεία εωτής απὀ ἡ ο Γ, Α., Ἆνιι, ΔΙ Βρή 
σουτ στην μοπηκήῆττα πης Αν δω, αυ υπ λιπημε ὅτι 
ποτά εἶναι μερπλόπερει τος ἃ σα πλήθος, πέπε µνὶ πλευρά Τενο 
πολλών να βρισηύσαν στη μοσποπόετα εππή, τὰ οπκήν 
Ηλσπα ἧτεππι η κπή τοι πολ ύριαν εἶωτα μμρτά μπα ευ μπορεῖ τα 
νι ὂωει ο βρέσωονται ας Βμαζορεηικά ἡμῖν: ἵε ὑπερή 
µια πλευρά. "Αρα το μέγκπο πλήδης απτῃ παω σημε 
Ἠνπι τα Ἰ, μσῃ σωεπίὼς τα. βστο πλήδως πλευριω τὸ 5, 
"θεμι ο Γππσώμενος Φυκικός εἶναι ο ἤ. 

κ, Αβανοσιώδητὴ 
ΒΕΜΑ ἃᾳ Ασοή Α. ομφσος σηµούος ὅπι ο {δν - 3 
εἶναι τέλειο τπιρ ως μα ἡπει δή δν 5 3 περττᾶς, πι. 
ππι να επι τλρς Ἰεπργαα πεπππού αριβμοή, "Αρα 
δν Ἡ -- ὃν -- ) βεῤἾδη ὃν - ᾱ -- ἡ κ) Εκ 4Ε Ἡ υπύπα 
ντ ονὲ -Ε ς --Ἱ. Τδπεη ᾱ Β γραφεί 


ο... 
μη 
ΑΞ κ) ἐεῤαδή Ακ. (κ! 
ΒΕΜΑ ὅσα Εύμφωνα µε πιω αμρήτητα του Νεύπαινα ἔχοι 
με 
.Ι- Ἠα”- Ύλα”- ἡμα-- δν 
Ξαο { - Ἡ Ἡ ἃ {μι  ἳ ΕΕ ὁ Ἑ Ιὔ - 18 δή -- 
ο τς στο 
Ξ αἳ -- με” 1 ἅπα” - Ἰδι -ε βῶ -- 


--μαἹ - απο) -- αἲ -- Ίδια Ε 18α) -- Ιδέα --1-- 
κ. μα -ἰ {-- λα) -- π) θα) {-- Ταἳ 3 -αἲ -ᾱ-δὲ-- λα] 1 
" Ξ αἱ -- τα - 3" - Ἡ 7. ῇ 
αῴσό κ ΕΕ [κὶ ο, ή 1 2. -ε κἲ -- 13 
Το ελάρστο πης (αἱ -- Τα α- 3 1 Ἰ, αφού 
[α) -- Ἱα - ή 2.8, μαι Ἰ Ξ σποβερὀ, ει εἶναι ὅπαν 
μα --- τα -- ΜΙ] -- πο α) --Ία 4 ϐ --ᾖ-- 


ματι πας τὰ νε 
"Άρα πι ελόηιστη τιµή που μπορεί να πάρει ο ἃ εὔσαα πι. Ἰ Ίπι 
) -153 
ατα η ανν 


[ὲ, Απυζημώμμις 


ΕΕΜΗ ἄπ Τα Παλήωνο Πι Έχει απὀ την κορφή Ἠηι, 
Λι ως την κορυφή βως, 5 µαρωθὲς μαι από την πορωή νι 


ἑηῤεμν] 


ἑλος πην |Άνκι αὔµα 30 κοροφξς. Μάδε Νορ ενέκς Μ γῶνην 


οπεωθέεται µε Εκηίκες, µε υ - ἳ κρφᾶς του γής. 
"Λεκι το Πι ἔχει σουτοικά ἄν 0 5 δξ πκκμμβέςς, 


Ἔνσν το πλήθος Βπασνων 5 π--ἳ (ν  πλήβος 


πορωδώνή. Εὐαρμόζουτας αυτή τω Τόπο οτα Πολόηικι ΠΠι 
Εκινεμες 


8 
με... 


Για το Γι ἔχουμε 48 κώροφξς, σπὀ Ἱην πορωβή Ἆως ὄως την; 
ει. Εκαρμόζοσπας τί, τύπο των Ὀαγωνήμυ ἔκουμε; 


11 --Ἡι 0. 8 
πλήβος Εκπππάκαυ αἷμε πα πώ; πό -μα 
{. Οπμῥμσα] 
μ 
ΘΕΜΑ Ίο Επωρούµα δοῦ ρώμβαος 


ο... 


µε εὐμωρή ἕνα κα γωνία Φ0 ώστε ο εἶναι και η µκι Βµτὼὺ- 
μπὸς Ἠπῃ µε Ἱ. Ἑτρέάκομα του ἕνα µε πο ποτσή καρθή Ἐνα 
κβκπρκι ἄπστε να εἶναι Αμλετ Ἱ. Ἑὐμέκυνα µε τῃυ αρκή τής 
παρκπεκκώλιός ππόρκοσο τρία σηµεία ομκπρωμκπιμά. Απ 
πην ἴδω αρπή ἔκουμε ὅπι δυα ποιάπῃστος σπᾶ αστά ανήκουν 


απο [δω ρῶρμβα. Εστω στον πρώτα Βα εἴωπι πρωτιά Ἰα 


Λε. Δι. Τα τρίτα σηµεία συ ἔσμ εἶναι τά Βω . Όα ππΕηει απ 
το Αι απόσπαση ἴσι µε {ἱ. Αν εἴμα το Αν ἴσ ἐπιμε 


ολες Ἱ. Όπως ἐπλαδή να πάρουμε τα τεήα σµσκρωµτη- 
μι σημηήα Εὐκι τασλόηπατος απέκοσ Ἱ. 
ΠΓ. Ἠβκπμτζής] 
ΕΕΜΑ ὅᾳ 


ἐν ἠκ]) ἄν ΙΕ ἠκ κ] ει. Ἔ ήν κ κε 


Εύας ισχύει πό  Ἡ μπύει μα πα απ ἄρα 
κ "Ε Ἡ) ο πς 1 μι κ Ἑ ΙΕ ΞΠΞ 
--[δκὶ  ν - ) - α - 5ῇ - -- - Εν -- ΙΕ] 
Ἑ κ Ε Πε --μμὶ Ξ α -- κν -- Ἰ8ΗΓ] -- μή κ 
κ ΕΠΕ - ἡκΞξή» 
ο 2 ΙΥΞ κ ΤΗ κ ΕΒ 
Μρα { περοξινή μὲ µκι περίοδο [ση µε 1980. 
Π. Μηυροκόής] 
ΕΕΜΑ 3ο Με [εί 5 α 1) πρήπει το ᾱ υπ µηω επ 
πικπηφρεἰς: απυητική, ποὺ -αᾱ ὦ [αἱ α Π. Σα περίπτακηῃ πας 
ασ ϐ η σωπότησα ἔπυ ορίεται στο Β σπὶ ἕνα σπὀ τα 


α απ εἶναι αρνητνὰ, 
Ααπώρι ασ απ Ἐσι α αι θήσπιμε 


ο ... 3. αἳ πα 
- Ἱᾳ -- Ἡ μα -- μα) τν ὃ αν -- κ Ὁ αἲ ---δα. 


Απάπην πἷη ενα --α εἶναι πάντα Βετική, Η παράσταση 
μα -- ας ναι αρνητική για αι Ὁ γιπή 


αἲ -- απ ας ᾖ με αἳ ὅσα ος ἃ. 
α σιιαπώς πέτοιι ὥστε ἡ - α -- Ἡ η ἀνκήπτητα πκα- 


ο ο ποπ... 
Ἆα μάθε κ πος ώστε αχ -απ κα 
Γιατην τιµή αᾱ- ὁ η ποσότητα πάλ, εἶναι αΏύνατη Ὑαπήά 
ἵνα να ἔγασυ νόημα σι ππραστώσεις πμ - 
ναι αΞξῆ κα βαπροκύι τῇ ἁποπη, 
Άν πάρα α Ὦ πα Εινν μἔλη της σούπας 


1 να) -- κἳ 5» αἱ -- δα 
εἶναι Βετικᾶ υὁμήνσπμε στα τετράγωµσ μη Ερύημε 
ἡπᾷ --ἡπ] ᾗε α ἡ- ἠα] -- ἠα) ο -- ἄν αἳ -- ἀπ’, 
Παρατηρούμε ὑτι -- ἀπ οπύπε ο πρό νὰ εἶναι μαι 
αἱ -- δα] -ς ἡ -ὲ αἲ ες ἠα) -- α τή, 
Η σασόπητα λοπιόν εἶναι αξόνατη γκι 4, 
Αν ας η αωσόπητα γθνετᾶι 
--ἀκῖ Ἡ αἲ -- ϕα) τε ἀκὶ τς θα) -- αἲ 5 ἀκ' τα --α) 


-ά 8-9 εκς 3 


Δεν μένει παρά να εξετάσουμε ὂν αυήςς ον ημάς Το 
υπαπούσυυ την {1]. ἡρμαί ναι εἶναι 


ας να - 5) .θαςν α ᾖ -αἷ- 


- ἠπὶ ς; ἀαὶ -- αἲ το α΄ --ᾖα' ἡ- φα) -ς ἃ-- 
- ο [αἳ -- ἃα «- ἡἡ ς ὃ - αἳ --ἲα 4. 


Το ππώνιμα από ὅμως ἔπει Βμπηρίσσσα μικρύτερι που 
μηξωνός συυκπώς εἶναι πάντα Βετιπύ. ὁπλαξδή το αι δευ μπε 
εί π συῤμει οὖτε στο διώστηµα [ὸ, 4]. 


Ἕ αλα 


μ), βρκπμτ[ής! 


141 


ΒΕΜΑ. ήσ Π] Ἔππα ΔΕ ῥ Αι, τήπτεαπὀ Π, Εκαή; 


ΛΑ ΜΜ ο ΜΑ 9 Μο ΜΕ 
μι -ς Ἅλι πι αῃ- 
αι ΓΙ ΙΤ ι 


ΠΠ ΑΒ. ὅπι ππρζηληµε Αι Βι τότε επε η παράλληλη, 
παν ΑΒ απὀ το ἂν αμωε τη! [ΜΒ στην ππαξνταση, 
της, εἴτε πι παράλληλη οπόνε ΑΗ απ να Ἡν τάμνει την 
ΠΜΒή σππν προέπταση της. Ακ Θκωρήκαλήμε πιορὶς βλάβη 
της γενικώτητας ἡμμπμά ὧπι µηρίη τει Μρκώπῦ, Τότε ιαπὀ, Εαλή, 


ΑΔ  ΕΒΒν  ΕΒι 
| ΜΑ. . ΜΒ 
πμ μι) εὔεω η κ Ἡς πι 
μὰ ΜΜ 
Εἶης κκ πῃ -. 
ὑφοὸ ΕΓ, ΓΙ] 


ΜΑ ΜΗ. ΜΑ. ΝΜΓ 
πι ἠ της πα στην ἳ 


{τ, Μαπυροεσής] 
η ἁπζείσο 


ΒΕΜΑ ἴα ἂν Αν. Ἡ τμ α,βΒΙΕΑ, απ εἶσαι 
αΞμκβν-ν να σπηίνιας ᾱ-- ῇ-- νίκ-- ὴ ΕΑ. 
Αρα Α, Ε εἶναι ομάδα, 

Αν ΙΑ, Ε} µια υποομάδα πης [ῷ, Ἡ. Τόπε τα α  Α 
Α 5: [0], τότε Αι -ὐ-ᾱ, Δηιήμωστε ὅτι Απ µΙ. Τότε 
Βᾳ απάῤἾκη κὀταµας ακέρσηις μ Ἐ µη μπ ὃ μαι πε. 
Πή (Α, Ἡ εἶναι αμάδα Ὁ-μ Όπαμήμη στο Ἀ. Μπαπαύ- 
με εππμέψεες μα Βεκυσύμε ὅτι τῷ Α. πρρκηι ἑνα Βετικά ακέραια 
μν ῃ, Ἑάτε το Ἀ ἴα περιέερι μαι ὀναψ. ελάχιστα Βετικὸ ν. 
Όα βεέρυµε ὁῃ δν. Ἡ. Επειδή υΕ Ανν δρα, 
μτοντξην ΕΑ και γτωµᾶ υ-κΕΑ) κε "Αρα 
ντε Α 1]. Αλλά γα κάθε αᾱ  Α εἶωα α ρικ κά β 
με βΕΣ ηπ αςβςυμαπδή αΕἘΑυ-κεὰ 
πι όπ βαν. ΕΔΑ κπεπιδή α Ἕβςν 
ἁπεπι τι βῇ από ο ν μπα α ελάμανας Βετικός [ντ ὴ 
σημ επήκε στα Α. Ἀμπαςξυ-κενιᾷ Ὁαεξᾖα 
Αμ νε Α ον» [8 Ἀπὸ τας [ἶ καπ [31 Έπσυμε ὅτι 
Αν 


ὐβν "Ἔπτια 
Α [αι ἳ- δα ες ος Ἔ ἁρας {ὃν Εξ 1, ᾱ,.. οἱ 
Τόπε κάθε οικεία κ. Όσο Αν ἔεσι τη µορὴ 


πα  Ἆι αι - λε ἂν Ἑ,,, Ἕ λα, 


Ἐπαι πάτελοιας οηβεμόος Ἆ, λα, ... δω. Εἶνκι ἠκκυερώ ἅτι Τὰ 
(Αι εἶναι αμόξκα, υποομάδα της {Σ. ἩΗ. ρα δι" 
γητ Μήπκπο καεἠλλεηλή ἀμμμκό αρθρὀ ἅ νΠ µε ΕΕΑ, 
μπή ΑΞῇ- κ Πή αἡιή τα αι, αι, -..ς ες Εναι ἐρ- 
κεία του ᾱ, Ἔεσι κὐδε ταχεία τσι Α. εἶναι Παλραμι Ίο Ε, 
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"βημα τὸ. ἓ εἶναι πηνᾶς Βμπρύτης, των αν, ἄν ας ἂν δι 
εἶναι κβορός διαιρέτης των ας, αχ, ο, ἂν τότε τα δη Εηρεὶ 


Δε ἂν ὁ- Ἆε δι ὁ ο, ο ὃς αι 


απὰ ἑακηκηήποτε επιλαηρή τα Ἆι, Ἆλ ιο, Κο. "Αμα ὁ ἂν Έκα- 
μεί κι σεηχείά το, Α. μαι επομένως ἔαπρεί αι το Π, "Άμμα 
α ὃ εἶναι α Μ.Μ, τις αιαε,-..ᾶ, κ ας σα Ηά τω Αι 
Ἠράφανα στη µορθή 


δ -λι αι 4 λα, Ελα, 


ο ἥνα µαπὰλληλεκίς οκέρώοὺς λι λα τον 


ΕΕΜΙ Ἡπ Τὸ πωύμενα Αι" Β πρίξεαι μπε εἶωα ἕως 
μμ πίνακας, Επκβιένακ: µεαρκιάµε απ μήνάμη Ίο την ορ]. 


Στον πίνσκα ὁ πμ πύυµε µ- ν μηβενκὲς στήλης µε 
πο Έμ-ν μηπεᾶς ἡκιμμες τότε ἔπουμε: 


. αι αι -. ιν βιι βιε ... Βι, Ἰ 
Όί -«Β] -- [ον ον ῇ Αι Βω ο. Βν 


πα ας -- ᾱ- ἄ Δε -- ἔ, 


{ Βιε Βια ... Π, 
αἱ αν .. ας ὃ-. δ) 18. θα... β 
η ο ο πμ ος αι λα - 
πι 5ω , ᾱρ ἃ ,, ἡ 3 . "- - 
ὁ ἡ .. ἂ 
Ξ ΓΗ -ῃ 


ΠἩ πήνᾶνες Ἡ κο  εἶπα μ.μ πίμαηις Ὀδίδη µ-ν 

μηθενικές στήλες και ο Ἑ ἔπει µ-- ν μηβμημἒς, γρπαμές, 
"Άρα. ΕΠΙ ΠΠ 5 να ππαδή ΟΙΝΥΣ -- ὈνΝΙ ΟΙ 
Βα εἶναι ΕΠΑ " Βῃ -- ΠΕΝΙΠ -- ΓΗ Πη -α 


ΕΗΕΜΑ Ἡς Ενα: πι Ἔ κι πμ μι Ξξ ὥρια κι τι 
μας Ἡ, νικά κ, Ἡ ντ Ἰ κ η΄ [κο ανα Ἠνησίως 
πὐζσηισα. Έα θΗ[ούμε Μήσγωγικά ὑπ. ὶμ ΕΙ 1 Νν Ξ με, 
Εἶναι κε Ἔ ες πι κ π αςνεἜ νι ὃς, Ἔστω 
Απιηπα τ α, πγι τς καὶ, Ἰὔπε 


Ἀπινῃ τα ἅπς - πι τη Ξ μπῃ εξ νε 
"Αα πω 3 νι π ν Ε ,: Όμως πι Ὁ ϐ -- 1 ἆρα 
ννι ὃν Ἡ -ᾱἶ ἡ κι Στ ᾱ, ἅταπα, παπί εἰ πρλοζκα 


ο, βεμ ὄριο το ή ἡ- κα ρα ἄσν εναν ἠροημ. 


πι ἅνα, ραηῃ Ἡν δεν υπάρχει, 


{β. Ταμβάκης] 


ΕΗΕΜΑ ἃπ Εειριούµε πες σιπηετανµένες του Ενα, ἆα] 
μπα πμ Γ (β, θἡ. Έλα βρύα τει Βὶ σομαρτέρτει τα. Ἡ εἰ- 
ΒΗή πο περπιά σπὀ τα  Α, Β. πρι επσιωση, . 


1 να 
Ί]ξη ἡ απ - ἅπι-- ψά αἱ τα 
ἳ 


πο ὕσυ πΙ -ὦ «λο-α Αμ πώρηι 
α ὸ Ἱ πανκ ΑΕ δε εἶναι ποράἈληνη προς τὸν 
ὄδανει κά Ἔ απεύει 

κα 

α- 1 


Τα εμβαβή τσι τρηγάναα Ο8Γ εἶναι 


αΞΕΒΞΕ 


Εεόῃ Τε να τὔμωπι πα ἵ Ππ ΑΒ πρέπεο αἩ 1. 


αἲ 
στ 
Ελα Βρικημε πες Ταάρει ελών τεμ]. Είναι 
πα - αμ μΞα [ἡ 


ατ-1 ς 
Τα να δει η [ῆ] λάσς ως προς α εείπει ησι απµε Ὁ α ἡ 
ἡ υ ασ ὁ 2: πείνα να. "Αρα πι ελ 
Ἰματη τωή της, { εἰνατη ἠαι Ἡ οπότε 


α 0 1 ͵ 
ο ο ο ο... πανκ 
πι 9 
ὦ Ἑνψμωνς τὸ Β κι συυππηµένας [ῷ, 8 πι να εἶμα τη 
δα δ, -ᾱ- ο 
Σ]τα-τἳ α α-τῖ ι 
ΑΙΒΛΟΜΒΕΤΕΣ Πιά (1988) Απαραίτητες 
διευκρηνήσεις... 
ΑΑμαβξτες ττα ἵ ἠσυελλήννι μάθει Εφημερίδα μΕΣΤΙΑΗ 
ππκαύ Επτγωαμαῦ και της Ελλημι Έπη μνήμη ΜΜ. Βρηπωσώ Ἱππη ΙΕ. 
κής Μαθηματικής (λυμποάέμας 86. ΓΕΕΘΑ, 
ποσο μας μη εκει ολβφανοαὶ πα αρθη νάνων 
Χόλη Αθηνά ον λεμέρος τη; αλληλενγροήῥας βαδημο- 
Έτη µνήµη της φίλης της Εροσμας ού Βιβλιοπωλείο Ελνυθερουδήκη οπευτούν στο 4ο τούρος τκνο θα η” 
πο 5 ΚΙ δµκ, Έτι μνήμη, Γ. Ελευθερουδώκη 3Ο κπλοθμηπήσει σμολ, στο τἍλος 
Έτη µυήµη των αδαμίντης Αλενύρας ΔΕΝ. ερ ιριλρώς ὕστες Γητᾶμε 
μαι Ἰωάννου Ἡερουβεῖῳ 5 0) ΩΡΧ, Κεντρική Τράπεζα Ελλάδας συγγνώμη απο απ 
Εσαμήποτλας Δάζαρας 0 00 Δρα. λλαγή. Ον συηργασήες των ιρο- 
Στη ῥνόμη των γονέωντουΕικλείδουκὸ Κορ Τ Ὀάλφιώ για το ὃρ μα 4ᾳ τούνος καὶ 
ο ΗΕ νο 
νεος κρολμᾶς ανάλπγα µη την Έπε. 
Ταχυδρομικό Ταμιευτήρια 
Ερουμοποῦλας Ηκή ΜΗ Η Μεπρμώτηα το Βεματοςς. 
Έτη μνήμη της αδελφής της Αλεξάνιρος . 5 
Καρουβείμ 1.00 ΔΕΝ. Ορηαμιαμός Σημηροθρώμιων 
Ν Ελλάβας (ΠΣΕ Αυτό κρϊῄηµε παρτη το πα την 
Μιαµύρας Μίνας Τκπτήρια Βιωρωόν Α΄ Εὐσης γα Σόταμα ἱ ὅσα γίνεται παλίπερη προσαρµο- 
Έπι μνήμη Ἀρίσπαι και ἀλενας Ἐάοβρη γή ὕδης, µητ κατι ο σαερῥακήρς των 


ΠΠ Εν 


Έτη μμήμη παν Γούκο Εμ» Αμβρᾶα κκ 
ήπαξας, τος Αελιηῦ τα Ἠλία µεπ τα 
πε του Μίνας πα ὄρς. 


Έππι µυήµη τωυ Εκπάηιριρημιῤς. Δυρων- 
αρκπίας κι της Ἑθωωὴς Δωπζζρπησίας. 
ἅνα Εῴο µαλότερα ἐραππὰ Γπυμετρίας 
της Β΄ ἠωκείου ὅ σειρᾶς βιβλία τοι», 
Ἐποπργεία Δημοσίας Τάξης 
Ελληνική Ααπυυσκήσή ἨΠ ΦέΝΙ ΑΡΗ. 


κι ἐπβήποις ἠκῤρομή μα πό 
Ελλάδα Ἶ 


3 εκπτήρια ἔκαρράν Ερωτεριησή. 
Πάλλα ΠΜίµη 

Στη μνήμη του ἄνδρα της ιρηατείξηι 
Πάλλα ΜΠΚΝΙ ΡΧ, 

Ὑποσργεία Δνημωσίες Τάξης 
ῥβις. Ποσαβ. Σώματος] ο ΚΟ ΔΕΝ. 


παιο ρα. 


Βέματα που προτάθηκαν 
απο τις διάφορες χώρες στην ὅΤη 
νέκος.  μ 


. ΑΥΣΤΡΑΛΙΑ: 

Ἡ Αν κΕΣναΞ 1 --ἶ να δείξετε ότι 
1 μὴ ο. άν ον {ἱ -- 

γιὰ κάθε ὃν ος ῇ, παν ας, ᾶ, ή. 


8] Το ΑΒ εἶναι ἕνα Κωρτό τατράκλσορο, Οι ΓΑ, 


ΓΒ τέμνονται στα Ε μαι ὃν ΑΕ, Ὠί τέμνονται στα Ε. 
Ον Βιοτόµαι των γωωών ΠΕ, ΑΕΠ εἶναι κάβστης 
μεταξό τους, Μα Βείξετε τι -Ἡ Εκοπόµαι των ιωκῶν 
αυτών εἶναι παράλληλες µε Ὅκ. δυοτόµους τιου γω. 
μμζν κ σχηματίζουν οἳ Αἰ; μαι ΕΠΙ, 

3} Μµι εαθεία παράλληλη στη πλεορά Ε, του πρηγιή- 
μεμά ΑΕΕ: τέμνει την ΑΒ στα Ε και την Αί. στα Ε. Μα 
Πρίζετε ὧτι οἱ κύκλα µε ἑπαμέτρους ΒΕ μαι ΟΕ τέμνο- 
ται σε σηµείν το ὑψοις απὀ το ὁ 


» ΕΕΛΓΗΟ: 


1 Να βρήτε τα αμτή εελευπαία ηθία ται αριθμ 
311386 ῥταν αυτός εἶνσι γραμμένος στο Εὐαξκκό σὲ 
στπµα αρῄμησης, 

3] Δίνονται δικι οξυγώνια τρίγωνα ΒΙΟ, ΠΕΕ. Σημοιώ- 
νύυµε µε ἆ Ξ [ΕΕ] 55 {ΕΡ, Γ5- (ΠΕ], Κα Εείξετ 
ἐπ υπάρχπι ἔνα σηµεία Β' εσωτερικό τοι; τρυγῶνκνα 
ΛΒΓ, με πε οποίςι η ππράστατη 

ἀ{ΑΡὴ {- ο(ΒΒ] α- ΗΟΡΙ 


3) Σε µκι δεξαµένη υπάρχει µια αθαίρα µε του αριθ” 
μᾶ 1, ὄνα αφαίρες µε τον αρθμό ὃ, ο, η σφαήρες µε 
τον αριθμ π. [Παίρνσυμε δυο σειρὲς τοχαλες μαι χωρής 
επκσυππο/οβπτήση. α σπολομίσετε τήν πιβαυύτητα, οἩ 
Όνο αυτές σφαίρες νει ἔχπαν τον Ίδια αριβμά. ' 


. ΒΟΥΛΓΑΡΙΑ: 


Ἠ] Απ εἶναι Εν] -ᾱ 
σημείων του ἐπηπεᾶσυ πο; εἶναι τἔταμα ενστε ἵνα κάθε 
κ 1, δω, ᾱ υπάρχει µια ευθεία που Πενέχει ακρι. 
βώς κ απὀ τα δειαµένα σηµεία. Ὑπολογίατε του [Μπ] {ἡ 
αποδαξτε ὁπ Γη ξτ [η ε 
ω[ 


ὕπαυ [κῇ το ακέριεκν µέρος τας κ], 
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ελάχιστος αριθμός Επνιμορετιμό 


31 ὄνεται ἑνα τετράεβρα ΑΒ ΓΙ πετοα ἵματε: 

ΔΕΠ Ε.Ε -α, ΑΝ Ξ ΠΠ Ξ- Ἡ, ΑΒ «ΟΠ -- εἰ, 
Ἔσω ΠΕΊ -- ΑΡ {- ΒΡ -- Ώ 4 Ὀδ, ὅπως πηγαίο 
σπµείο του χώρου. Ἡα υπλαγίσατε την ελαχίστη τιµή 
. ΜΑΜΑΔΑΕΙ 


Ἡ Να δείξετε ὁπι το ἀθραμπμα των απαπδβκου γωωκω 
σε μάθε κορυφή ενός τεράκδρου εἴνκτι Β, αυ και μό- 


να αν, αι ἔδρος τοι εὔνκρ πα τρίγωνα. 


|. τεύσνται και τοκαία τοποθετούνται πώνκο σε µια εωθκάα 


γραμμή, Αν η ας ὃτ μαι Τε Ἡ, τότη η πιπωύπητα να 
πππάρηΕ: µκι σειρά απὀ τοηνατα τ, αλλά ὄχι περασό- 
τερες απὲι α διαδομικές μενράδως εἴωσι 

Ρ 

5 ἃ 


Β) Έτο τρίγωνο ΑΒΟ εἶναι ΑΟ -- ΙΓ κα Ώ 
μα νῥαρι νεο κώσε ΕΕ ΞΞ ΓΕ. 
Αν ΑΒΞ ΑΙ να δείξετε ότι ΑΠ ΠΒ .«Β. 


. ΜΙΝΑ: 
1 Έστω ἠκβαιβνβι ἕνα τετρθεῦρν μαι ἕνα μυ 


᾿ τερικά του σηµει. Έστω Δι, 8], 8, Ἑν αφαίρες µε 
κέντρα τα Αι Απ δν Αν, ανήσοικα κα , Ἡ 
σφαίρες µη πέντρο το Ὁ. Ὑποβότουμη ότι γα 


ἔᾖπ. 1, ἒ, 3, 4, | 


| οι Ἡί, 8 εἶναι πππτάµενες στὸ σηµείο ΒΕΠ της 
| ΑίΑ, η Ὦ εφάπτεται πτην ΛΑ μα ῃ Ἡ εὐή. 


πτετα στη 5, ὅᾳ, Όπιδὰ. Ίψα Βεΐξετε ὅτι τα ΔΑ Άμλ. 
εἶωαι μετυσκζ τετράεᾶρει. 
1] Ἐε κάθε Γρογάρι ἱ, ἶ των αρημών τος αυκόλιος 
Ν Ξ {Πιν ὃ, απ, πι ῃ ο ἃ αυπαπουχεῖ µια πιµή 
ἔ, τέτονι σε πο ἡ Ίνα Ε ΓΙΞΙ. 
Ἔσω μῇ «Σα 

|] 


| Να Βεξππε ὄπι γα μάθε 5 Ε τη τι πιπι]!, μπάμ- 
χ8 κκ αριθμός κε πή Ξ 
| ηθμός ων ΕΕ Ε΄ τίταισ ὤνπε ντ μη -- Ἱ. 

3] Έτα πήπεδα δίνεται τρήγωνα Α,ήνβα κα σηµεία 
Ρ. Ὀρίζουμε Λε Λν-α Ίκι ἅλατα 54. Καπ 


πιακτ[ηή. μαι Ένας 


ἀκεάζραμε µιαν αµαλειλθία σημείων Βν Βι, Βε .. 
ἔποι ώστε τα Εκει να προπόύπτει ἀπό τήν ππρωστρα- 
φἠ του Ε Ἱὔρῳ απὀ τα ἐπημες Άμε κατά 
ἱκΞ δ, 1, Σ,. Αν Βικ Ῥν, να δείξετε ὅτι τα 
ΑμλνΑι εἶναι εὐπεσρο. 


αἱ Έστω [ Ένας Βετικὰς ακάρακας και Βι, ει... Ἆν 


πισαπος, χαρη ςσ ασ, οιπος.. 
τίπαμα ὥστε Ἱπα κώδε 
ΕΞ], ὃν ων οἳ Ες 8, {- Ἡ Ἔ ο ἄφηι 


ἔπου νο ἰν εἲ ον ὃς πι απ τε! μασ αωήμουν σε 
µάππο Ες. 


. ΤΕΕΝΟΞΛΟΒΑΜΙΑ: 


1] Έσω κ Βετικός σμἔραιος, Μα βρείτε το μιηρώπερα 
αμέγανα τμ πσπν εἶναι τετολος ὥστε να υπάρσων πεωτε 
ύωα, ι, ὧν], Ἆπ, ὃν, η µε τες παρωµάτω Ιδιότητες: 


(185 πα 5 1,Σ,... δι 
(8) [8ο δν 8ο δες δν {-. π 
η σης 
Ξ[Β.ΠΒΞΙ5ΠδΞ 0 


πωρβκται σε ἔξι (6] ορθοεδρικά τετρἠκξρα. 

Βι Να Εαΐξετε ὅτι το τετρώπᾶρο ΑιΛμΑιΑ, Ενας 
αρβοεβρικό αν μαι μύρο αν υπάρχουν τέσσερις διαφο- 
ῥεπκοί αρηθμαί ει, ετ, ἔὰ, ες τπτ ὥσπε σι ακμᾶς 
ο. μμ (Αι Ακ) τε οί -- ον γνα 
εκ οἹ- 


3] "Ἔστι ῃ Βετικὰς σηέρανος μαι ϱ πρώτος, ϱµ ᾗ- ἃ. ἵνα 
α Βρείτε τεμαλήπιατα δη -- 1} Βκἠορετιµός ἑώκι λαμ- 
μκώνἰφε μια απὀ την ἄλλη με μετάβεση] τριάδες 

Βετιμώ ἀκεραίως κ, 5, πο να πηπῳηπηπώ; τῃ 
ακάση 


Ξμὴκ Ἔς Ε σὴ, 


. ΟΗ. ΔΗΜ. ΓΕΡΜΑΝΙΑΣ 


1 ἂμ ποιλαπλκηπάπηκαµε οποιµµπήποπε δύςσ αριβ- 
μούς του συρόλς Ἡ Ξ [ὰ, 5, 18 και αφαιρέσουμε 
τον 1, Βα πάροηως ἕνα τέλενα τετράγωνα, Μα δείξετε 
ὅτι το δε µπορεί να επεκταθεή µε την προσθήκη 
ο ο ο σπα 


μή Το ἴδια πρόβλημα µε ἩΞ με, 10, 8]. 


Σ] Σε µκι δεξαμενή υπάρχουν π σφαίρες αριθμημένες 
µε Ἰ, ὧν µε. Ἡ ορβμηση εἶναι τωκαία παι οἱ αρη 
μοί χρησιμοποιούνται μύρο µια φαρά ο µαβένας, Ποια 
τ αἶναι η πκανόπητα ἀκτίε η τυκαία μετάθεσή να ὄγει τε- 
ππκά, µάιατα; [Το αἱ εἶναι τοππηῦ µΏιστο αν εἶωσι 
μεγαλύτερα απὀ καθένα απὀ τα γπποκά του σ-ἲ, 


δν 


[ α-η- Έπης περίπτωση πας υπάρηει μόνε Ένα γειτεμα- 


κά, πρέπει Όα εἶναι μπκρότηρνα απιὀ το 


3 Ἔνα σωµκπήδς ἠωείται από τὸ σηµεία {[0, ἱ στο 
σπιμεῖο {πι πὶ οδηούμενο απ ἑνα εηππκό μαμα. 


| Για μάβε ακαρύφαν το σωματίδιο πείνα ἔνα βήμα 


Ἐπο σηµεία [π, ψἰ, νε πι μένει ον ἔρθει «καρμναν 
καπ στο σηµεία [κι πὶ, κ π μέν συ ἂρβει εγράµ- 
μσπαν. Ποια εἰ τη πιανώτητα κ] τα σωµατίδηι 
μα χρειασθεί ακριβώς 'Ἐπ {κ ρίψεις Ύπτ να φβήσει 


σπα ὑπ Εἠ, 


α) Γι ὁποθήπόπε δύο σηµεία Α, Β τοι εππῴξαυ 
ορίζραµε µια πράξη μι ως εξής;  ᾗ Α ἂς Β, εἶναι 
η πρίτη μορψή του Βετικά τιροσαφπελκοµένου τί 
νπηι Ἠπππῤεύρκω ΑΡΗ. Πο εἶναι ῃ αμαβεή  Βεσή 
τριάνο σημείων Ἱ, ΡΜ, ο. στα επέπεξο ου μπκύει ῃ εμή- 


|. ἄ Μ δι ή ο ο δι δι Μ: 


8) αι Βεΐξστε ὅτι πάθε μυρτὸ πολάεδρ µε ἑδρες κνή- 


πλραρα τρήµανα το παλ 341 πημὲς, 


. ἡ, ΔΗΜ. ΠΕΡΜΑΜΙΑΣ: 
1) Έστω Ε ἵνα πεπερασμένο σύνολο σημείων του 
επιπεέκμα µε αηβρκιες σοντεταγµένες, Εἶναι πάντα ἔ- 


ώκπα, σε κάθε αὐθμία . πππράλληλη προς τον ἆνα ἡ 
τον ἄλλα ἄξονα σπυτετάηµενων, η Ειαμαρά τον αριβ- 
μού των ὥσπρων σημείων σπιᾶ τον αριθμό των κύνηι- 
ων σηµείο μα εκ - 6,1 ὀηικαιολαγείστε την 


ώστε να µην υπάρχουν Ἶρεις μαφορετωιζή αρηθμαέ α, 
Β, 5 µε το μα χρώμα που να αποτελούν αρημηπτική 
πρῤωδςι, 


πούμε ἔωσυ ἀπδρος ἀριμό ἔτσι ἄηπε το ἀβγκπηρα 
ἁλιῳ τον πέντε αρημής να εἶναι Θετικό. ὂ σε τρεις 
Εμέακηές Μοριοψὲς ανυτιστεηκαὐν εν αρῆμοή κ, µ, 
µε νε ὃν τότε εππρπετα η αμλοέ πράξη Όν 
αμρέϊμαή τα, η, ᾱ αώτηαβπσυται απὀ τοας αριθμοῦς 
κ νι να ν αντίστοιχα, Αυτή τι πράξη επκενΏ- 
Ναμβάνεται εΦ᾿ ῴσου ππάᾶρχει ἔστω σι ἕκας αριβμᾶς, 
ανάμεσα ὅτους, πέωτε, α µαβοράαστε αν αυτή η δια- 
Βηηασία Όα περμκπιοβε μετά σπιό πεπεραΕν πό, 
Πράξεων. 


. ΦΙΝΛΑΝΔΙΑ: 
Ἡ Εστω: {ἕ[, Τ] -- [π, 1] να την οποία πει 


Α Μη ῦ κα 1-1 


(6) Εκ 4- ν) -- Εκ) -- ἠκ) -- Β --ν) ἵλα κάθε κ, ντ. 
τος ώστε κΕΙΠ, 1] και [κ-ν,κ αν] ς {, 1]. 


ΊΝα Βπτε ὅτι μίξη κ κάδε αΕ[ῃ, Ἱ], 


2} Για Ὁ - ᾱ 18Η” απ σιπιμάζουΗ ἕμα μαρτὰ 
Ἠλπηστᾶ εππεῖει οὐ ανα, αυ Εμει ἠραγμένα 
από δόν μομλημά πόδι ἡ ατιό ένα τόξα ματ µη ευθεία 
πο τέμνει το σύοα µε γιωνδες ίσες µη α, ήνεται ἔνπι 
κλειστό] τρίγωνα Τ, Μα βρείτε τα µεγαλύτηρα α, που 
ναι Ὅνονο ὥστε δν Ίο σημά τον Τ να μον 
ᾱὲ ἕνα α-σωια Ἡ ςΤ. 


» ΓΑΛΛΙΑ: 


1] Ἔστω [Αι Βἱ ἑνα τμήμα µήκαυς α και ὦ, Ὁ ὅσα 
σηµεία του. Να βρείτε τα μέγιστο ται γομένου των 
μηκρ; τεσῳ Εξι [Βὴ τµηµόπυυ πα αρζσιν τα τέσσερα 
σημα ΑΒ. ο Π. 


3) Εευρηνόμε την ἀκπλεημήτ ἰσο]νεημ των ἄμεραίου 
πιμη Ορήζεται µε του παρπκάτω τρύπα; 


ο, σι ἃ, πνης - ἄσφμ ἕ- αμ σν ΕΙΝ, 
Μα βρείτε τοῖς κοπωσός Εαιῤέτες, Β των όρων 
προς, Ὠιήαε, 


3ἱ Ἔστι ΑΠ Εκε τρίγωνο, Τ το κέντρα του εΥγ- 
γραμμένος του κύηλεκι, ἲ το Μέντρο του παραγγπγρση- 
μένου κόκλοᾳ στη γωνία Εάν. ο λοομαδ μόνη 


νου ΕΜ. Να βρείτε τὸ σύνολο των σµείῶν Μ γα 
τα απιήα το Ἰμ δη εἶναι ὀρθορώνα, 


ϐἳ Βριπκήμαστε σπα ετήππθο μαι τα επῄθετα εκώάθετην 
μπι ααροῥνα» πκαριπάνασῳ τις Εάν ἐπεή]όωσεις, ρω. 
ρούμι 15 ραθείες, μήβρτες ποια απέκοσν Εεδακικά Ἰ μαι 
11 ευβείες οριζόντιες ποα απκούν Εκνθοηκά ππῄσης; Ἰ, 
Παίρνσυμε 166 σηµεία τοµής. Μα Βείξετε τι χρησιµο- 
πομώντας τας κορυθᾶς µόνο σηµείά απὀ. αυτά τα 18 
μπογκαύμε ἵα ᾠτιάξσιμα Ἰ9β8ό τετράγωοα. 


ϐ] Έστω πι Ἐῑν ιν Ἐν Ἱ πραγµάτιμοί αρηβμοί τὸ. 
ΤΙΝΕΗ μπε 


κι αι ο αρ μὴ ο ο πας Ἱ, 


3, καὶ 
κι ἈιπΧι π-Ἡπ ασ 1 
ορ : Ἑ. : κ.---Ἑ-αιῇ 
ππ ἍᾖἨπ Ἡι καπ πι  ἅἘπ Ἱ 

ῃ.. | 

[Σ σσασς ϐ, αεικκ] 

ασ η 


ὕα δείξετε πι πε 1 ῖτπ πιΕ-Ξξ Ἰ -- κι 


. ΑΓΤΑΊΑ: 
ἡ Τα , ο 


Ας ΒΟ ορ) 
Μα Επίξκτε ὅτι η ΒΑ περωά απὀ τὸ πέντρα ταν περη- 
γβαμμένσα κύκλου του τρεώνυα, 


3 Μα βρείτε με ἀπόδεξηὴ, ἁλες τις Ἀδεαις της εξ 
σιωπής ς 

πι ο κα 
: ο ας τα 
όπου Ἡ, µ, εν ση ζμοη Βετικο. 
3 Να βρείτε {με απώθεισηὴ, ὄνες τις σαναρτήσεις {, 
πέμ; ρα στὸ σὐωαλει Εἰ. ναι παἰῤλκαν µη αρωτήτ. 
κὸς τιμᾶς, έπος πε: 


(ή Παν] ἄν] 5. "κ Ἐν], πα κάθε κ ψ 5  Ἠπι 


σσ, αλλά κι αι ὕ τν, 
41 Μα βρείτε τη μέγιστη και την ελάκστη τιµή της πα- 


µώστασης |α] - ΙΒΙ ἕ-Ιε| αν σα, Β,ς εἶναι πραγ. 
µατιμόέ αρηθμοῦ τέποκη ἄῑσιε ἡ µέφιστη τιµή ττις Παρά. 
πτασης [αν ἡ- Εκ εἰ πα -ἵ κ εἶναι Ἱ. 


. ΕἠἠΛήΑι: 
Ἡ Ἔστω 8 ἕνα σύνολο µε στου 
Πα Μά Βρετε ταν αρηγμά των απεικανίσεων {: Ὦ --8 
πόν ικανοποιούν τις παρακάτω δύο συυθήµες; 
μι κλτὸκ πμ ΕΕ ηπι 
[) Πηκ κ υπιμῆε κΕΘΒ, 
Β) Τα ἴδια καιρὶς την (1) συυβήκη, 
ϐ) Έστω χι κι. εκ γι νε Ἡ., πο ο Ἡ 


(, ΒΊ μι αὰ 9 αα πάπας πλευρών ΒΕ, 
ϱΑ, ΔΕ ανήσιυα. 

οι ευθείες ΑΔ, ΕΜ, ΟΡ τέμνσυυ του μύμλα [., Η 
ὅπα σηµεία Α΄, Β', Ὁ. ΑΝ το τρως ΑΒ) 


εἰνση οάπόβιρο, ο Ὀείρετε ὅτι και το τρήµσωα ΑΕΚ; - 


. ΟΥΤΓΑΡΙή, 


1] Τοποβετούμε τους ακέραιους Ἰ, ὃν ων στα τα: 
τράνωνα µας η Έπῃ σκσηνρος [π 1) : ἔτσι ώστε 


5] Τρεις ἀνθρωπο Α, Β, ο παϊζοσω τα εξής πανχνή- 
δη ἠιαλέγουν τοχοία κ απὀ τους πρώτους 1386 θενν 


στοιχ. Γνα ποπές τιµᾶς Ἰοο κ. εἶναι Εἰκειο το παηκνξε; 


. ΠΑήή: 
1) 0 εγγεγραμμένος κόκλος στα τρέρνιᾳ ΔΕΚ" 


Να θείξετε ὅτι 1Ο ἐγκεντρο του ΑΒ; κα τα μερα 
των περεγραμµένμω κύκλων στα Χα, ΑΕ; 
ψαι συνευθειαµά σημεύα. 


5 Επτω ῃ πραημκπική αριθμοί αι ἂν Ἡ ., ση, 


Ώρᾶσυμε ως ον Μα Εείξετε ότι 


αν 
τση, κ ο- 
Ππ, 


ιν ών τς ᾱ νε 


αι” 


8 ΕΕλοαµε νο ματοσ.ροάσσυπε ἔνωυ πίναµα µε 19 
αμαμμες μαι ΒΕ στήλης τετκε ἅμπτε 


Πε Για κά 15114 μαι 19 Βδ κηξή, Ἰ ἡ ἆ, 


{Ι) Σε κάθε στήλη να υπάρχουν ακριβώς κ στοιχεία 
πα µε ᾖ, 


(ὔῇ Για κάβε δύο στήλες {ν, μ. να υπάρχει µια τουλά- 
«πο γρμµή ἵν τίαια ει κα - ἃ. 


Ενα ποπῖς, τιμες τοῦ η µπερεί υπ γένει αὐπής 
. ΙΕΡΑΗή: 


5 Επωρσύμε δύο διοηκὲς μορυφὲς Α, Β Ενός Μπη- 
μππαῦ υυρόλημα µε µΒπρα Ὁ, Ἔνα τρίγωνο Ἠ μὰ πσμα 


εἰ ο µε το ΑΒ πτ αριθ σμπίπτει μ’ αυτό, 
νείται στο επίπεδα ἔτοι ὥστε το "ΕΙ και το ἆ α Βναγρά: 
ἄσυυ ἄλλη την περάμετρα του πολιηρώμοα κι τὸ να 
παρεταΕυει στα πσωτερηκή τος υγώλο, Να βρείτε το 


 Ἠειαμετρικύ τόποι του σημείου 3. 


3} "Εστω Β' ἕνα πυῤτὸ Ἰσβό ως τος επππβροη. ὣς 
είναι Αι, Π Εὖκν σηµεία Εὐτι Εμαφορετικόλ! πλευρών σι 


α. Ρ ναι Ἡ,  ἄισπεκριµένα σηµεία του Ἰμήματος ΑΠ 


Βιαφορετικἁ απὠ τα ὤ, Ὁ, Με αφετηρία ἕνα τυκαἰο σή- 
μες νι του Ῥ ορίσουμε ετκηρογικά πήν απολουβήη 


α Ὃν ον, ον, ο. απμηκών του ως εξής; Για 


πα 128,4... 


προἑκτείνουµε την εωθεία «μΒ. παν τέμυρι πάλι το Ε 
στο Ἡπ. Μετά πρηπτεΐναήρε την εοθεία Βαί πε 
τέμνει πάλι τα Β στο ώωμ. ἵα Βείδετε ότι Ίνα αρκε- 
τὰ μεγάλα π τα σηµεία Ὁν βρέυµπαι λα πάνω ἴε 
μια πλπυρνά του Β ποὺ περιέχει τὸ Α ἡ τὸ Π. 


3] ὃς εἴνπι 6, Ον κάκλαι ακαίνας που αφάπτοντα: 
ἑ ακτίνας Ἱ. Οι κύμα δι ὃν εἶντ ο πρώτου ὄροη 


μις ὄπειρης ακώλομβήας σι, σα, αγ. θασφαρετιών 
μειοβό τος κὐμλωο πκη; ορίζουται πι ἡππῃπ α΄ πρ 


| εὐήππεται εξωπερηµά ατᾶας κὐμλσις ν κα Ὄπγι 


μα επιπεηµά που μάπα Ὁ. Εστω τα Π. πκτίνα 


1 
τοῦ Ὁμῃ. πι ακκύ να ωωψοκ όν - μηνα τω 


µας πι μάθε πι. 


” ΛΟΥΞΕΜΒΟΥΡΓΟ ' 
αν αἱ Έπο τρως ΔΕΟ, ΑΟ εἴμπι η βηωτύνκας Μη 


{. τα ξπρο τος εγγεηκεµµα μημλκμα, ἵνα µαταπκειμή 


σετε ευθεία ΡΩ |! Βί τίτοκι ὄντα η ππρίµπτρας του 
πρηώρου ΔΡΩ να ἔχει µίπρο κ. Β ὅπαυ κε. 


(π Η ΕΟ τμ ππυ ΑΠ στα Β. Για ποιές τιµές το Ἡ 
ἔέσυμε ΑΗ 5 ΗΙ; 


[ῆ) Τε ποιὺς παρππτίισεις χουμε ΑΒ Ξ ΠΙ Ξ- ἴΏι 
» ΜΑΡΟΜΟ: 


ν Ἔστω ΑιλιῤμβιΑι ἂν ἕνα Εξάγωνα εΥγγεγεκσµΕ- 

σὰ μύθο κέντρα ϐ, Γμι μήβε ἑπημείο ή τος τόξο 
ΛΑ, εκτὸς πιό τὸ ἔά, σαπμεκύνσυμΕ µε ἢ, την απά- 
πταπη τε» ΔΑ πιά τή χορδή Αι Αη {5 ἔ τε Πἡ, 
Μα κατασκεωαστή το δή ἔται ώστε τὸ 

Βι Ε Β: 1-... Ἔ Β. 

νὰ εἴνοηι μβρτα, 
1] Βκωῤαύμε τρίγωνα ΑΒ μοι σηµεμύνουμε µεΑ”, 
Β' ο τα σηµεία μἠαθής του εῤρκημέμμ” πὐάλαμα 
µε ης πλευρές ΒΟ, ΓΑ, ΔΕ συπίποµα, Ακόμα ση: 
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µεκάνσαµε µε Αι, Βι. Ὁν τα σηµεία ππαφής του πκιρε- 
γεγραμµένου κύκλου στη γωνία ἆ µε τις ἴδας πλευ. 
μέσ, µε Απ, Βν, Ὁς ναι µε Αν Βν, Ὁν τα σηµεία 
Εκηνής των παραγγεγραμµένων κάκλων στις γωνίης Β, 
ανογναία συνθήραη για να εἶναι το ΑΒΟ ὀρθαπώνη, 
εἶνσι τα σύνολα παν τριών σηµων {Α' Εν σ'] 
Αν, Β., 1, ΙΑ’, Β΄ μή, μλι, Βε Ἶι {Αη Βι, ζτ], 
μάς, Βν, οι], [βι, Εν, οι [δι Βν, Οι] περιέχουν ση: 
μάνα 


. ΜΟΓΓΩΛΜΑ: : 

Ἠ Έστω α, ὃ, ε, ἡ τα μήκη των πλρορών Πβριγε- 
Ἠρεηαμένωμ πε κύκλο τετρκπλεύρκμα και Ὦ τα εμβαξιώ 
σα, 

Να Βείδετε ὑπ τς οκ, [Πότε κηρόει το ἴσον; 
3] Ἠα λώπετε το αὐστημα 


ει ᾱ- σψηι Ξ Εφη: 
ΒΦΜΧ - ας τ- Ίσα 


εφνῳ 4 σκι ο ἄσθκι 
3) Ἔστω τ, ν, π. Φυσινοί αριθμοί. Ἐυμβολίζρυμε µε 
5 {ε, νι π] ΄ Τάν αρημά όλων των. µη αρνητικών ακξ- 
ῥαιων σεν [κι ἄν ως Κα] Ίης εξίσωσης 


Ἆπ Ὅ- Επ - ανν Ἡ αμ τπτ, 


που εἶναπ τέτοιες ώστε κι τν, κ πε οι 
1α ἔρίβητε ύτι 

τς. στ {ν Έππ 
τμ ΜΙ {ν Ἔ κ Π ο] 


πι 


ἄν Ἐ ν, 


ω Ὅττι 
4] Να Βρείτε ταν ελάχιστο Φυσικό αριβμό Π που ἔχει 
την ιδύτητα: Αν στο πήπεδο ἠσύσων 8 τιγαία πημπία 
Ἐν πο αασή ππάρηαι πιηλεία πα 

τέμνει τορλάχιστα ἆ απὀ τα τρήµατα αυτά σε ρσωτκρ- 
κά σηµεῖ. 


δ) Να Βρείτε ὀλοας τους π-φήφους {πι 5 3 αμηξ. 
µαύς ΜΟ πας. μα αν αρ 
Βιαιρούνται µε ἆλαυς τους αριθμούς Μι" τε Ελ! 
Μι αμα... ἄνανᾶν, ον Μη Ξ- ἄράπατ-,, αι που 
νόσων με μην σι λος αν πι πρό 
Φίων πα, ὄνεπ - Ἠ τον αρβμαύ Μ. 


5 ΟΛΛΛΜΔΙΑ: 
Ἡ) Μα βρείτε 4 Βετικούς αµέραµνας νο µαθβνας τος 


ανα τν ΜΗ Μασε πωκτωνέμως ονά 
10) Βκιρέτες. 
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5) Έστω ΑΕΚ τετράπη ευρο που θεν εἶναι 
εγγράφιµα σε κύκλο. Το ΑΒ" αἶη ἕνα εεερή- 
πλευρα µε καρυφὲς ΑΒ’, Ο’, Π" τα κἔνηρα των΄ 
περιγεγραµµένων κύκλων στα τρίγωνα ΒΕΠ, ΑΠ. 
ΑΗΟ και ΑΠ, 


Γράφουμε ΤΙΑΒΟΡ) --ΑΕο 


αἱ Ἠα Πείδητε ὅτι τα ΑΒΓΏ κα ΑΒ" 
Εκ ὄμωα, όπου 


ΑΒ Ὅ” Ξ τια΄Βς Ὁ] --ΤΤΙΑΒΟΠΓΗΙ 
Β) Να βρήτε τὸ λάγο ομοιότητας 


Βηλαδή το Ἀδήο ο. 


3) Να Βείξετε ὅῃ γα κάθο ας ΕΕ μπλε ἡ ἅνε- 
οὑτητα: : 


ἕα - ο ἔα --Ε Ε ο ία -- ο -- οἳ ὃ 
Ξ[-- αἱ -- Ε)  εἶκαὶ «Ε ε) -- εκαὶ -- μ) -Ἑ εἰ], 


5 ΡΟΥΜΑΜΙΑ: 


ἡ Ἔστω Ἠ καπ ς δύσ µη Νενά σύνολα µε Ἡ 
μαι ϱ΄ στοηεία αντήστοκνα. ἵνα βρείτε τα μαγαλύπερο 
αμέραι» ρ που ἔχει την ππραµάτω ιδιότητα: [κα πάθε 
πιμάρτηση {: βκ] -. υπάρχουν δύο Βιαφορεταιά 
σππκππνωλα Αι, Β 5 Βίκ] τέτοια ῴνστε 


ΚΑ) ΞΠΒΙΞΗΛΩΒΙ. 


3] Να Βρείτε όλα τα Γεόγηῃ ἵκ, νὶ Φικικών αριθμών 
που ππανοπενούν την εξκπµση ϱἳ --) 1, ἅπαυ ῃ 


3] Ἔσππνα ΑΒ πρρωνο μαι ΑΑ’, ΒΒ’, οὐ” σι 
Βικοτόµαι του (Α” ΕΕΒ, Β’ Ες, 6’ ε ΑΒ. Μά 
Βείήμτε ὅτι κήήπ µια σπὀ πες; ευθείες ΑΒ Ες Α’ 
τέμνει τον εγγεήραμµίνο στα τρίµυνα κύκλα αν δύσ 


|. Βιπηεκρηµέυα σηµεία, 


) Ἡ σκολουθκ; (αν 1. ορίζεται ως εξής: 
εξ αντἸ καπ αι Ξ ρει -ᾱι--ᾱ 


στα μάθε ν Ἡ Ἱ. δα Βέξετε ἐπ α αν εἶναι θεα 


τετράγωνα Ίσα μάθε φυημό ν. ο 

5] Ας εἶναι Αι Αι ἂι Αι κυρτό τετράπήευρο εωε 
γραμμένα στον κύκλο Γ. Μα Βείξτε ὅτι υπάρχει ἕνα 
πηµεέα ΜΜ τάποις ὥσπε ΜΑ, --ΜΑ, ᾱ- ΜΑ, -- ΜΑ, -- ἢ 
.ΕΟΥΗΔΙΑ: 

Ἡ Επμρούμε 1) κόκκινα με Επ μπλε σηµεία που 


|. ενά τρήα Βευ εἶναι συωευθεκικά. Να Εείξετε ὁπι µμπορωύ- 


µε να εώσασµε µα κυβόήρκηµµα τµήµπτα πήθε κόνσινα 
σημείο µε ἕνα μπλε ἔται στα τα τμήµπττα αυτά τα µην 
τβμνοντα µεταξύ τοις. 

αᾗ Ἔστω ἡκὶ κ’, ὅπου ν Βετωύς αέρας, Είναι 
η Βεβαδυκή παράσταση αΞξη. ΚΙ) Η51 Η1].. ώς, 
πα ήβ]ῃ τιµή τα ο 

8 Ελειιραάμε την εβῄσωση 


κ’ Ἔ ακ’ Έ κ γακ11” 0 


µε πραγματικούς συωτελαστές α, β. ἵδα ορήσετε τον. 


αριθμό τις Εραφορετικῶν πραγµατικό ριζών αι την 
πολλαπλώτητα ταις; γνα τας διάφορες τιμᾶς των ᾱ, β. 
Μα παραστήσετε τα πμπεράσµατά σας γραφικά στο 
πΕιεπέπεβςι, 


. τΟ ῬΗΙΑ; 


1 Έστω ΑΝ, ΕΥ, 07 τρεις αεβισυξς πα τέµνοντεα 
εξ σημεία ἢ επωτοριµό τα τρυρίρσαι ΑΒ, ἵα Εείξε- 
τε ἐπι αν ὅσα απ τα τπτράπλσυα ΠΜΛΣ, ΠΕ, 
οκ Είναι εγγρόφηµα, τότε θα επωτι παι το τρίτα, 
5 "Εσυ ΑΒΟΠ ἕνα περάρβρο στο οποία τα αρ. 
σπµατε τμ απέναντι σακμῶ του εἶναι ἴσαε, 

Εψα Δείξετε ὧπι ο... πιο 
τα, τη, το, το εἶωῃ ο αμτίνες τον εγεγρμµέσων 
στις ἕξρις τω πώπλααν, Ἠ Ισότητα επχδει μόνου αν τα 
τεπράπλεύρα ΑΡΤ εἴωσε παωηκή, 


Ἡν δύο εείες ἓ, Ε᾿ κάβετες μμταβά πέν: τες) μύθο 
πλριρᾶ ενός τρηώνσυ σε σηµεία συμμειρακά ως προς 
τα µέσα της ανπήσπκης πλ Ευρώάς, ἵνα δείδετε πι Ἰ, 
τμνοπα πό νω στον. πώκλκ πει περ από τα μέτηι 


4) Παίζεται ἕνα πακχυίδε για όνα άτομο µε ἔυο δυνατές 
εκβόσες ως εβής µειά απὀὸ κάθε γόμα, 6 παίµτης 
ππάρνει ἡ ἃ ἡ β βαθμος, ὅπου α, β πέρα µε 


υ βία 1986. 


Ὁ αρθμός των γόριωυ εἶωαι απεριόρπτος μαι η Οονώλ] 
κή Βαβμολογία τος παικωέησή ορίζεται σα τὸ ἀθριν 
αμα των Βαβμήώω πα πάῤβηκαν σε μάθε γύρο. [κιρμα- 
πηρείτεα ὅτι πότε ακέρναµκς κ 3 98 μπαρ να εἶώαι 
τα σοωσὐιμό αποπάλΝεύµα ενώς ποιύω παυρωμοή, εν 
α. 608 ὁπι Επαλδου ο 1σβΕ εἶναι - ελάκιατος ὅλιυυ 
πεαν πκερμαωω πι τν ελ πέποιοι ώστε κάθε μέσης, 
κ ο πι κα ΜΠΕ μα Πριμιύσε από την τελική 
βαθμι λα τοῦ ποηρξκαύ. α πρασδιορίσετε τα ᾱ, ῄ. 


πι Έστω (αμμο ΕΒΕ µα γωηήως οὐβουσα σμονσκ]- 
βὰπ Βετικῶν πραυµατιμών αριβµό τέτομα ἄηπτε 


3 Έτα οξυύρσο 


Μαώ. μπι 1 για μάθε , 


Μα Βείξετε ὅτι Ίνα κάθε η ἓ Ε υπάρχουν περα 
Ἰπόηη Π, ῃ. τέτοια τε 


ΜΥ κ... 1 


.” ΗΠΑ 
ΤἩ Απιῦ Ένα ποια τι συρώπτωυ, εππλἔγνται Ἡ Εαόρο- 
βετικὲς ομάδες ατόμων που αριθμούνται 1, δ, -ν - 


Ἔστω πι ο µπιρέπερα ακέραιος που εἶμαι ο. 


Μα Βείξετε ὅτι υπάρχουν πι Ἑ ἳ ὅτομα παυ μπαρεῖ 
να Ἠκππηρκήούω ἔποι στι: 


η] πα Λο πμ ὑπὸ 
οηρύδα, 


[π] Ἐπτα αλμαήδα πό Ομ μιν πὀυ σνήμήτέται ἐπαι, 
σα εάδες βρήσκοήπα σε αρηημή σειρά. 


1} Ἐ ὅμα πρχωνα τα ἔγπεντρο εἶραε τα μέσο ταυ τµή- 
µαπτάς πο; είμαι το βαρώκενιρο µὲ αρθάπεντρι. ὃν 
το τμήμα απατά ἔχει μήκος 4, να βρείτε τα μέγιστα δυ- 


3) Έστω Α,Β, Ἱπρία σηµεία στην ὀχθη µνας μικλι- 
Βππεκά τη; {- αι τὸ ΑΒ; να εἶνπ μπόπύευρα πράγισωή 
µε πλπαρά ΕΕ µέτι, Ἔνμα αγόρι ἀρχιδε να παλιομᾶ 
από το Αι μπι’ ευθείας στο Β. Αφού δνάνασε αποὐστση 
κ µέτρωυ, γύχναε κο κολύµβοσε προς πῃ Οὗση, Φιά- 
υώμτὰς ἅπην σκτή, ἔκαντεος με υμβύαει ν µέτρα. Αν οι 
αἁμήμοιήί αν επ αµέρεποι να Βρείτε του ψ. 


. ΕΣΕἠ; 
1 πα Ἀύσετε στει οὐ πως επερων ην εξ]κωπη 
κ Εν σοκ ακνΈσΞβΒ 
1 πι ἕήβετε, ὅτι να δήκι απωµαξήποτε τρίγιανα µε ω- 
ὧες δα, Βὓ μα σι Ἡν Ισκύει η πωκ ήτα 

ος να ν ποψα { οφῷ "ουν. 


αξωμίμπα τρίγωνα ΑΒ Φέρυσαμε τα ὕψη 
ΑΛ, ΒΒι, ος Ἐτα τμήμίστει Αι, Βιήτι παἱρηρα- 
με τα σηµιήα Ε. πι δή τέτεηα ὥστε, η Ἱπθυία ΛΑΒΕ. να 
εἶναι σα µε τη για ΟΑΑΙ., Να δείξετε ὑπ η ΑΒ 
εἶναι Εκοτάµος της γωνίας ΟΦΗ, 

4] Έτην πυραμίδα ΑΒΟὈ εγγράφουμε σφαίρα µε μὲν 
πι ΠΝΚΗ: συ Οἱ ΑΠ. 


ο] 


η αφορά μεταξή τάς μέγιστου μαι του Ελάκνατου στον 
Χείαυ μάθε γρεηηής εἶμαι τα πολ ᾱ, ὑπου ἃ τ- ᾖ. 

Μάθε στήλη επκνοβηατάσεται µατά φθίνουσα τάξη, 
ώστε το μέγιστο στοιχεία της να βρίσκεται στην πρώτη 
πραµµή κα το ελάχιστα στην τελευταία γραμμή. 

Μα δείξετε ὖτι και µετά την επαναµάταξη αυτή, η 
Βιαφαρά του μέγιστου κε το; ελακίστου στοιχείου κά. 
θε γραμμής εἶναι τὸ παλύ ᾱ, 

Όμ. ἨΗ Ένωση πεπερκαµίου πλήθους Βμασπημάτων 
καλύπτει τα διάστηµα [ῷ,1], πα Εείξετε τι μπορούμε 
να επιλέξουμε --- μεταξή των Βιαστηµάτωυ αυτών --- 
ανά Όσα ξενα διαστήματα που το αλιµά τους µήπος να 


μίας 248], 3. Σαβ, Ένωση [2315], 4. ἠαϊκή Δημ. Γερ- 
μανίας [991], 5. Η.Π.Α. (ή, ὅ, Ουγγαρία [218], 
Ἱ. Βουλγαρία (Φ18ὴ, Β. Ενα [ρηκή, 8. Ταεκοσλαβαμίκι 
195], 10. Μεγ. Βρετανία (1821, ΤΠ. Βιετνάμ (1111, 
1. Γαλλία [1τμῇ, 183. Αστρα (150, 14. Ολλανδία 
146], 19. Αυστραλία (1431, 1δ. Καναδάς (1301, 1. 
Ἐουηδία (134], 18. Γκπκοσλαβία (1551, 19. Βραζιλία 
116], 21. Ελλάδα (1111, 21, Τουρκία (941, 22. Ισπανία 
(5811. 331. Μαρύνα (41, 54. Καύβα (Ε], 15, ΒΕληνι (Τ4], 
38. Περσία (ΜΗ, 7. Μαρβηγία (681, 28. Φλλαυέμι (68Η, 
28. Κολομβία [68], 83. Μογγολία (61, 51. Πολωνία 


5], 35. Ἰσλανδία [48], 33. Μύπρος (451, 38. Περού 


ΜΗ, 35 Ἱπαλία (ή, 38. Αλγερία ση, ἃπτ. Κουβτ (8), 
38. ἠουξεμβούργο (1, 38. Ουραγουάη (11, 88, ΙΜεξι- 
κὠ [11], 41. Νικαράγουα (131. 4 Παναμάς (Τ]. 


Έτην Αθήνα απὀ 3 ως 8 Μάη 1487 ἔγινε η 4η Β.ΜΟ. 


4η ΒΑΛΚΑΙΜΙΚΗ 
ΜΡΙΟΘΗΜΡΑ.ΤΙ«ΗΠ 
ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ. 


Βοληαρία, τι Γιηγκσσλαβήα, η Κύπρος και η Ῥουμα; 


Ἐ' αυτήν πήραν µέρος ῃ Βιοργανώτρια Ελλάδα, π. | νία. 


( 
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Ἑπραπτηκησπηθά πτηυμιότπο απ” τη τελετή λήῥης, ης ἄν; Βαλιμρκής Μαὔηενατικής Ολιηππάδνας 


Την δη Β.Μ ΟΙ. Βιαργάνωσε τη ΕΜ Ε. 


παω ος ρα τα 1 "Ελλη- 
νες μαθητὲς σαν αναπληρωματικό. 

Η χώρα µας πήρε ἆ χρυσά (Ταμβάνης, µμβρισημτζής) 
κε ἡ αργυρά µετάλια, πράγμα που συμβαίνει να πιριώ- 
τῃ φορα και δείχνει τη συνεκή ἄνοδο της ομάδας µας. 
Στη γενική βαθμεβια εἴκαμε: 

Ρουμανία (2401, Βολγαρήα 115]. Ελλάδα (1851. Γκ 
γκυσλαβία (11141, ήερος (16 ή εν, ῃ Αλβανία και η 
Τουρμία δε συμμετέχουν. 

Τέρος τὸ μιμμαξηκή επηκύ, βραβείο πεμα Εκήβημε στην 
ἄη ΕΜ Ὀ. πήρε α μαθητής µας Ὀνημας Ἀρήστας Ίηα 

Έα πρέπει να πούμε επί, ότι στην τελετή Εναρξης 


Παπαξηµητρέου, κάτι που γίνεται για πρώτη φορά σε 
τέποια οργάνωση στη χώρα µας. Τα γεγονός συτό 
δείχνει το ενδθέρον της παλπείας ἵνα τα Βεσμώ Ἆπι 
απάθεια αναβάθμισης της; πκπθείας µας, 
Τα Βέμµατα της ης Β.Μ.Ο, εἶναι τα παρακήτω, Ἡ 
Έταο επόμενα τεύχως θα Εώσουε περισαύτερα στοι- 
εία για τη διοργάνωση αωτή μαλώς μαι αποσπάσματα 


σά (99 740 δρχ} και (0.000 δρχ.]. Επίσης τη προσφο- 
ρά του γραφείσα τουρπαμσύ [Ε 0.Τ.} ἵνα τα καλαἰσίη- 
τα ἔντυπα και αφίσαες για τη προβολή της χώρας µας, 
ποια εἴχε τη καλούη μα µεονς ἔκώσει, γα τις Εενες απο- 
παλιές, 


Θέματα 4ης Βαλκανιάδας 


5 ΜΑΗ 19881 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Ἔπωα ΠΒ μα ἔσπωί: Η -- ι 
μία σπωάρπτιστῃ πα πκκπποµεί τις σὐωβήκες, 
ἄκ Έ ν) 5 Εκ (α -- ψ] - Κν) ἥα-- κ κιν ΕΒΕ 
η) -- 12. 


Μ’ αποδειντεί ὑπι η [ εἶναι σπαβεριή, 
[Γκπηγνοσλαβίαἡ 


Λάσπε 


Εβπόωτος κΞνΞΠ, πορωόυµε αἱ Ξξ 10. Ενπύωπας 
”.Ξῃ, ποήῤνόαμε [κ] [ία -- κ κε Η. Εποωας 
γα, παρκπηε Ημ] ᾖήα κ] Ὁκ ΕΠΒ. Ἔτσι 


Μ- κα ματι κ Μακ ΜΑ ΥκΕΕ, 
καπ Επεµένμα, 
ἥκ -- μὴ Ξ- Κκ]κα Γκ) - ἡ-- ενα -- κ Ἔ 
ἘΜα]ήα -- μὴ Ννήα -- «ο κ {αν ΕΠΙ 
κάν ἔπεη µε κ Ξ ν πήρμίπηιε 
Νοκ) Ξ ΠΞ ΙΙ Ἠ ΕΠΗ. 
μις ΠκΙΞξ μὲ Ὁ κΕΠΒ. 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4. Έστω κ 3 Ἰ και ν ον Ἰ και Εστω 
ὅτι οι αριθμοί 
αξήκ-] να και 
Ξνκε]ννΈΙ 


εἶναι µη Εναδοχικοί ακέραιοι, Ν" αποδειχτεί ότι 


υξα ὁ απ κτν ἣαβ 


(Βουμανίαὶ 
Λύση 
Ἔπτσυμε -- αξ 
επ. ας. Ὁ - ε ο ὀσο ο ΣΡΙ 
να Τ.Ε νκ-ῖ νυν -Ἱ 


(επειδή ως τανκ -- 1 5, Επειδή αι Ἡ ΕΕ ΕΝ, ἔπε- 
πι τας Ἔσπωι κ Ἑυψτα μα αν Ξ ῃ. 
αἰΞμ-ἆ Εν μ- 8 ΤἹ, 
υὐ-αγ4α 4 ο Γό νρτετῖ 

δηῤηή 
α-α δρα ττ αι 
α Γήατὅ-αΞΣνρτεοττ, αἱ -ᾱ 5-8. 
Παΐρωοωπας τα τετράγιωωα μαι αἠμηρώωτας ἔκοισμε 
η] ΕΞ [αἱ - 2αἳ -- Δα]ήία {- Τὴ 


Ἀρηπιμοπονόντας την ανισότητα τε αἱ Ε ὅ, η [ΤΠ] µας 
μι αἱ 5 ᾱ, Άρα αξ 5 δν, µ δε μαι ἔται 
κΞξηΞ ΜΗ, 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3. Σ΄ ἕνα τρίγωνο ΑΒΙΣ µε την αδιό- 
πητα 


πμ” [α)δ) συν” (β/2] τ' ημ” (β/ 5) σον” ἴα)] 
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ὅπου α κι β εἶναι σι γωνάόρό µε κπορυφός ἡ, και Ὦ αυτῖ. 
στοικα, να βρεβεί ο Ἀόγας ΑΕΙ, 


(Μύπρας) 
Λύσης 
[ημία/Ἡ) ϱ πμ(β/ ΙΓ’ Ξ- [συνία)ὶ / συήβ/ 1Η”, 


Η ημ εἶναι | στα Βιάστηµα [, πι 2] αι η σα | ἂν αὖβ | 


τα ἔνα μέλος της καὐπητας εἶνπι 
αΞ βμη επομένως ΑΕΒΕ. Ξ1. 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4. Δύο κύκλοι Μι, Ἰ; µε κέντρο Ώι, 
Ο; και αμτίνες 1, ν΄ δ, αντίστοικα τέμνονται σε δυο ση- 
µεία Α. και Β και ισχίου Ὁι ο Ξ ὃ, Έστω Αί µια 
χαρθή του κύκλου Βῃ, Μα βρεβεί το µήνος της Α αυ 
το μέσα της κείαι επί του ἴ, 


- Ἱ. κα τὸ ἄλλα ες 1. "Αρα 


(Βουλγαρία). 


Μίμη: 


Απιὸ τον τύπκι του Ἡρωνα, το εμβαδό τος τρηρώνου ΑΟ ο 
εἶναι κ 1) μαι αποηένας τα αμβαδό τα τειραπλεύρκωα 


ΑΟΙΒΟ, - η ο Από πο, πρἡγιαυὰ 
ΑΒ; σονάγουµε ὡτι 
(ὴ ΑΟ’ -- ΑΒ: - Βι] -- «ΡΜ, 


Επειδή ΒΜ Ξ- ὔημῷ, ΒΟ - 37 2 Πμᾷ, ὅπου ὁ Ξ ΒΑς, 
η [1] µας Είωπι 


-2[ αμ ανὴν | --δ- κπόο 1 
Βηλαδή ΑΟ Ξ- (1/)". 


Λύσεις στα θέµατα της Της Βαλκανιάδας 


. Λύσεις στα Βήματα της ἃπς Μαθηματικής ΕΒαλκανιή- 
Εας που ἔητωε το 1986 στο Βουκαυρᾶστι ἴτι, σελ. 3 σκ. 


[Ἀθήνα] 
(8, Βαυαρίας) Βι, Βε, Θν, (α) Βι, [Β] 8:, 8; Β 1η 
ΔΜ.Ο,], θι, θὲ, ΒΑ) ϐι, ὂν, 8, (38η Β.Μ.Ο.) Α. Ἀθανα- 
σιάσης (Μιλκίς) Βι, θ., θν, Βι (8η Β.Μ.Ο.] Γ. Νικητάκης 
(ξητιία Ἀμήτης) Βι, θὲ, Βι (8η Β.Μ 0) Γ. δερμαζάκης 
[Αβήνα) ῦ,, ϐι (3η Β.Μ.Ο) Γ, Κυριακόπουλας [8 [εο- 
τομαππατός πια]. ΜΜ, Ἑτερηίου (δΤη ὁ Μ.Ο, Θεέσλ], Γ. Πι- 
τοΏικος (Λάρισα]ς δι, ϐ, η Δ.Μ.ΟΙ. Π. Εεοδασίου 


Φλώρινα]: θ:, θ:, Βν, ἂς, (ΈΤη Δ Μ.Ο] Γ. Διαµανήδης | 


(δάμος) ϐι (Π.Μ.Δ, ΒΕ-ΒΤ και τέλος µια πάρα πολῦ 
καλή εππλαγή µε αρκετά κομψές λύσει: και ἁμαρήκα 
σχόλκα σε θέµατα της Της Δ.Μ.Ὀ. απ’ του Γ. Τζήκα 
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(Μ.Π.ΕΚ. Σερρών]. [8., 8Η, Βι, δὲ, θε, 8, Βε, 8, Όνα, Όιι] 
που σε αύνταομα κρύο Βα "μει τη χαρά υἱ Εημοσιεῦ. 
πει απ᾿ τις ατήλες τµα περαβημοή, 

Ἐ' αυτό το τεύχος δίνουμε τς λύσεις της ἄπς 
ΒΜΟ. ενώ Όα απολοβήσουυ Βὔματα της ὅπης 


| ΔΗΜΟ, επµαγες Βεμόπων ΠμαγοαποτςΒει. 


Βι. Ἀίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ο περι/εγραμµένας κύ' 
μλας το; µε κέντρο Ὁ, Έστω ευθεία {ε] που περωήει 
σπὀ ἔγπεντρα του ΑΒΓ και τέμνει των περιγεγραμμένο 
πώπκλα στα ὃν και Ε καπ του εγγραμµένα στα Ε μαι 
(άπου Ε απἀ την μεριά του ὂ μαι  απὀ τηω μεριά 
του Ε]. Αν ᾳ εἶναι η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύ- 
κλσω στα ΛΗΓ;, Βείξτε ότι 


ΔΕ ΕΕ 3 ρ 


|. Πότε νσχύει η ισότητα; 


Μ. Κσαγλήπης 
μαθηματικός ---Πυλωτ. Σχολ, Ξάνθης] 


Αππὸ τὰ σκήµα πρακύπιτει 


ΠΕ -Εα Ξ [ή -- αἩΙΕ -- ρὶ 5 


ΔΕ ΕΕ Ξ ΙΔ - ΕΕ -- ΠΔ «- ΙΕ] ρ - ρἱ - 
(1) ΔΕ: ΕΕ ΞΙΔ:ΙΕ--ΔΕ:ρ4 ρ) 
... | 
υΗΔΕςΚΗΠ- ΔΕ" 
Ὀπότε η 1] γίνεται 
(31 ΔΕ «ΕΕ 5 1" Τε -- 28ρ -- ϱ) 
Η Βύναμη του σημείου ἵ ως πρας τον κώκλα (0, Β] 


ϱ-ᾱ --1Ηρ 


ΒίωΕι 

1] ΙΔ «ΤΕ -- μ' -- ο 

Είμαι ὅμως 

(δὴ ΟΠ’ κε ΙΒ -- 30) τύπος ταυ Εμίει 


Οπάτε η [3] λόγω πω (4) και [5] Είωπι 
ΔΕ: ΕΞ α Β' -- ΒΙΒ - 2µ) --1Ἡρ 4 ρ) -- 
ΔΕ «ΕΞ 3 ρ) 


"Όπως εὐπκοβα ᾠπίνεται σπὀ την [5] η ισότητα απκήει 
µόναυ ὕταν π ΟΕ, γίνει ἄπάμπρος του μήκλου [0, Β]. 
Παρατηρήσεις: 1. Έτη σελ. 288 τι σε. χμ. 8:81 
υπάρχει ἠύση κ απ΄ τον; Π, Μισκύρα. 

Σ, Επειδή 

μπα Ἑ κια μα .] 
Β Βι [ο ο. 6 ... Πα Βι 
Ἀπὸ αωιπότητα [.παππας-νατίς. 

ο 1 1 


ἛἜχουμε [-- Έτ Ἔπ 
[1] [νε] [το] 


ϐ;,. Δίνεται τετρσβρα ΑιΑιβιθι και σηµεία Ἐς {5 1, 


3. 3, ἃ πάν στις αμµές το τίτεα εμπτῃ 

Αι :Βμλι  Α.Εε " ΒαΑι 5 ἂιῆα " Ελι 5. Αι Βν - Ελι. 
Δεΐέτε ότι τα Βι σηµεία ανήκουν σε σφαῖρα. 

ἠήμτη 


Επειβή ΒιΑι " Βιβι -' ΒνΑι ' Εάν ἄρα τα σηµεία 
Βι και Βι ὕκουυ την ἴδια ἑάναμη ως πρας ταν περαγε- 
γραμμένο κύκλο στην έδρα Α.βιΑ, κέντρου Οι και σὺ- 
υεπώς απίχουν εῶσου απά το κέντρο του δηλαδή 
Ο1Βι 5 ΌιΒι, Εάν το Ὁ το περίκεντρα του τετραπλεύ- 
ρου όπιως; εἶναι γνωστό η Οῶι εἶναι κάθετη στην ἔδρα 
ΑιΑ1Α; και επομένως τα ἀρθαμώννα τρίγωνα. ΟΙ ΟΒι 
και Ὁμοβι Όα εα σα και ρα ΌΒι Ξ 08. Ανά- 


Άπια εργαζόµαστε και δείχνοντα ὅτι ΌΒι - ΌΒι 


Ο8Β, 5 08 και («Ἠβι 5 ΟΒι κα επομένως τα Ἠι, 
Βα, Βι, Βι βρίσκάνται επ ομύκευρ]ς αφαίρος προς 
την περιγεγραμµάνη στα τειράεβρο ΑιΑεβω ΚΙ 
αμτίνας ὉΒι. 


Αι. Αβονασνήδης (Μιλς 


Βι. ὀ νετ πολουθία πραγματικών ᾖ[αιὶ µε 


τ] 
' συ -σ 
αι τα αι Β κα ο  Γ]ξ- . 


πμ-1 
Να Πείδετε ὧτι ἆλαι αι ὡραι της ο. 
τήτε παι μάνα τότε ὅταν ὃν ᾱ, β, και ππεις εἡ- 


αβ. 
μαι αμΕρΗΙ, 


αὖ Ίς 
πι-{ 
ας 


Εδω 
τη µαρφή πε αλ --ᾱν-α {1} ὅπου αν, ἄν--ἰ και 


πα τ 
ὰ αµέραν ὁπύτι σπὀ την {1 Βα ἔχουμε ισοδυναμία 
αναν-1Ἀ --ς -- αὖ ἵ- αὖ-ι [2]. 


Η 2] όμως ἔχει άπειρες ακέραιος λύσεις Βεωρίωτας 
το ἃ. και ο ἁγνωστοις Επάτι σὐμήπνα µε γωυστή πρή- 
ταση: αᾱκ Γβή  Υ ἔχει άπειρες ακέρατες λύσει; αν 
Μ.Κ.Δ {α, β, 5 1 ΛΑ ΜΚΑ ία, β) -- 1. Έτη (3) εἶναι 


(αναν-ι, 1, αν ἡ- αἲ 5 1 Α (αναν-ι, 1] -- 1. 
Από τη (ὁἡ πρεπει εὐκαλα η ιοσοδυμαμίει 
αὖ Γανιτοε 


αιαν--1 ως, 


σαι σι Γαοξσυανι λε 


Ειέτσυµε τώρα σα αν Ξξβ η [8] γ μετα: 


Δι Αβανσνάξης, [Ειλκϊς] 
Βρκετά μαλὲς λύσεις Έκουν» δώσει επίσης ο Γ. Μικητάκης 
κά Γ. Οερμιζάκης (εὐθανησεροφα) πᾶυ ὅμως εἰνί ἄρωετά 
μεγάλας µη κ εἶωαι παλύ, αμλιπκβς. 


Β,. αἱ Όίνεται τρ ων ΑΕΗΓ και σημεία Ε' στο Επήτε- 


. ρικὀ του, τέτοιο ώστε τα τρίγωνα ΑΡΒ, ΒΕΓ, ΓΡΑ να 


Εἰωαι παεµβαδικά καὶ ισοπεραµετρηµά. θείξτε ὅτι τα τρί- 
αμα ΔΕΓ εἶναι κπώπλ ευρο. 


Μ. Μασοῤλίδης (Πολ. Ἐκ. Ξάνθης) 
Απόδειξη: 
α΄ τρώπας Αήή εἴνητι 


Α 


β Γ 
(ΑΡΒ) -- (ΒΡΠ) -- ΠΡΑΙ --ς (ΑΡ ” 
πα σημεία Ἐ συμπίπτει µε το σηµείο τοτής τιν αμ. 
μαι ὃς υποβέσουµε ότι ΒΓ ό ΓΑ μαι χωρής βλάβη της 
μὴ ΗΓ.ς Γή -- 


5 5 
ΛΑΒΕ ΛΑ ΕΕ” 


ιδ] ΛΕ. Ὁ ΗΕ 
ακέρακας, τότε αυτό, µπορεί να πάρει α 


Τότε Βα ἔκουμε 
Περίµετρος ΒΡΓ -- ΒΙ - ΓΡ -- ΡΕ «: λόγω της [1] 
ΓΑ -- ΓΡ 4- ΡΒ «« λόγω της (3) 

ΓΑ «- ΓΡ 4- ΑΡ -- περήµετρως ΓΑ 


"Ατοπη” αἠναή ππὀ την υπόέ]εση 
ἳ, 
περιµ. ΒΡΓ -- περιµ. ΓΡΑ 
ἔτο παπα ᾠθάίαμε ιποβίπουτας ὅπι ΕΓ ο Γή. 


"Αρα εἴωσι 

[3] ΕΓΞΑΓ 
ομοήως αποθατκνίκπυµε ὧπι 

[4ἡ ΛΗΕΞΗΓ 


Από τες (3) καὶ (4) προκύπτει ὅτι ΛΗΓ Ισόπλευρο. 


β) ὄνεται τρίγωνα ΑΒΓ µιῃ σηµεία Ε' στα εξωτερικό 
το, πιο ἄμπτε πα τρίγιωυα ΔΕΗ, ΗΡΓ, ΓΕΑ απ εἴωαι 
μπεμβαδικά και οαπεριµετρακά, Δείξτε ὅτι το τρίγωνο 
ΑΒΓ εἶναι ορθογύληο. 


α 
α᾿ τράπας Εστω ὁτι τὸ αημεία Ε' βρίσκεται στο 
πμιπτήπεβα που δεν βρήσκεται τὸ Β ες σκὔση µε την ΑΓ. 
Ἔστω ακόµη Ε σηµεία τοµής των ΑΓ και ΒΕ, 
Αατὸ την απώθεστι Εῦνεται 


(ΑΡΒΙ -- (ΓΡΑ) αφαιρώντας το ΑΗΡ - 
(ΑΚΒΙ -- ΙΡΗΓΙ προσθέτοντας το ΕΗΙ -- 
(1) (ΑΕΠ -- (ΡΕΓΙ 


Η (Ἡ] µας Άξει ὁτι τα τρίγωνα ΔΕΓ και ΡΗΓ ἔχσσυ 
ἵσα εμβαξδά και επειδή ἔχουν κοιωή βάση θα ἔχουν πι 
ὄνμη, παα σπιµαΐνει ὧτι 


ὔ] ΒΓ / ΑΡ 
Ὁμοήως, από την υπιόβεση Βίωεται 
(ΕΡΓΙ -- (ΓΡΑΙ αφαιρώωτας τα ΡΗΓ προκύπτει 
(ΒΝΓΙ -- (ΝΒΑΙ προσθέτοντας το ΑΒΗ προκύπτει 
3] (ΑΗΕ Ἰ -- (ΑΒΡ] 
Η (8) µας δει ὅτι τα τρίγωνα ΑΕΓ κα ΑΔΒΕ ἔκσυν 


σα εμβαδά και επειδή ἔκαυν καινή βάτπι θα έχασαν πα 
ύνμη, που σηµαίνει ὅτι 


Μα) ΑΒ ΓΡ 
Από τις 3] και [4] προκύπτει ὅπι τὰ ΑΒΓΡ εἶσαι πα- 


µαλληλάγράμµα, Ἔχουμε τώρα ὅτι τα ΔΡΒ και ΑΡΓ 
Είμαι κ ππερημετριµά 5» 


(6) ΑΡ ΡΒ ΕΒΑΞΑΡ ΑΕ ΡΓ ΑΓ 
και αφού τα ΛΗΓΕ εἶναι παραλληλόήγράµµε Εἶμαι 
ΛΗΞ ΓΕ 


ο ο - ΒΡ ΑΓ δηλαδή το 


Β΄ τρόπας; (Γ. Νηητάκηκ) 
τη: 
Α β 
Ν. Γ 
[α) Επειδή 
(ΑΡΒ) -- (ΒΡΟ) -- (ΑΡΟ) - (8ΡΟ) -- (ΑΒ 
Εδώ ΒΡΗ, ΑΔ Ι ΒΓ απὀ τη σιέση: 
1 
ΒΡΟ) πε ΛΗΠΙ -- 
. ... α Πο, 1 
πο δ (ΡΗΙ η ο [8] μα μτπη Π 
ΡΗ ΡΜ Ἡ 
αλλά μα μμ ΜΑΗ. 


1 
"Όμοια ποτ ει "Αρα τα Ε εἶναι τα κέντρο βά. 


Ρέας το ΔΗΕ ο 
α ο β μέ ιτ 

Από Βεώρημα Βιαμάπων χω: -., 
α «ο --2μϕ ο, 


ἡίμε --μῇ ς δβ'--εὖ- 
5» ἁἡμι --μμίμε] -ἩΒ εΝβ ΕεΞυο ἢ 
Είναι ΡΑ ΑΒ ΒΡΕ: ΑΡΗ ΡΕ; ΕΛΑ 
3 2 : Σ 
5 ρα. 


με) ο βνε-μσε--Β 


Η {Π βάσει της ΠΠ δίνει: 


4 δε -- βΚμς μι) 4 ἃ (ο --βΚβ ο) --ᾱ- 


ἱε-- Βὶ [δήμε - μῃ) {- 3β {- ε] - 
ύμαιαμα τα τελικά αβ-ς, 
Β] Τα τρίγωνα ΛΒΡ και ΓΡΑ ἔχουν την ἴδια βάση 


ΛΡ και το [ο εμβαδό ρα ΑΡ ἡ ΒΕ, Τα τρίγωνα 
ΒΒΟ και ΡΑ ἔκουν πῃυ ἄσνα βάση Ες µια εἶναι Ίσα- 


[τες Ξβ 


εμβαξθικά, "Αρα ΡΕ / ΑΒ. Ἐκηματήζεται ἁρα το πα- 
ραλληλήγραµµο ΑΡΓΗ. 
Από τὸ παρμαλληλώητκηο ΑΗΑ ΤΡ εἴωπι ἠηποερώά πι 
ΑΒΕΊ τ- (ΒΡΙ πι ότι 


ΔΗ ή{- ΑΡ { ΒΡ --ΕΕΡ Ες Ες Ες. 


"Άρα τα τρόµωνα ΑΒΡ και ΒΡΙΟ εἴνι ππαπεριμετρακά. 
Επειδή τα τρήγωνα ΔΒΡΕ και ΑΡ; εἶναι πσοπερηµετρη- 
πά παρμητε: 


ΛΗ ΙΓ ΒΡ ΓΑΡ Ξ ΑΡ Γ Ας Ρο -- ΠΡ - Αί; -»- 
ΑΒΙΡ ορθογώυνο -» ἢ -- 8/5 


ΑΡ ΓΒΕ ΓΑΗΞΑΠΕΙ(ΤΙΓΑΟΞΗΡ ΓΟΡ ΓΕ 55 
ΞΦΗΤΨΤΥΞΕΚΕΣΕΣΤΕΤΕΗΞΨΤΣΤας 
αμ Γγξ στρ κ Εγθσταδακτβξν Γα [1] 


Παΐρυνω τα ΑΒΡ και ΑΓΡ. Προφανώς ἔχουν την ἴδια 
περίµετρα τ, η επειδή εἶναι ϱαεμβαθημά απώ του τύπηυ 
το "Ηρκοα Έκομε: 

Ξς Ἐν ον α πτ -- γητ-- μήτ-- αΞξ 

Ξ α ττ-- Β(τ-- ετ-- κ] 5» 

ο» πίτ --γητ -- ντ -- κ) τίτ-- βτ-- εατ -- κ) 
εκ[τ-- γήτ- υ)ξίτ-- βήτ-- 5) 5» 
κ" κμτ 

.! -- ν νν]|- 


5 κ. 
[ασ ϱ][α τς 
πι .]/ ο . 
εκ Εμ γίκ-η Ευ ξίκε-βακ-αΈβ 5. 
ον γη Ξψ-ιε-βό ον " ξία-β 


ἑμ- ξθία-β τν γξςσ-βιν-γξΞβ- ες 
αν Τβξ σε ΓνΥ ην ΤΣΞΡΤΕΥ. 


Αν προσέξουμε ὅμως το σχήµα,το η ΓΣΞΒ ΣΥ 
αποκλείεται Πόπ υ επ τν [ε ᾱ, σελ. δὲ, 
Ἰξωμετ. Α΄ ἠκεή: Ἆραι υβξςε-Γγ. Απ' τις 
σχέσεις (11 Έχουμε νυν Εγταετβ 
ψΓβθετνγόν γε 

53 β ΥΞ 35 4- α- β: ὃν ὅστυΞαΞΒΞΥ 
(ή αφαιρώντας µατά µέλη τις 3 κπάτητες). Εντελιὺς 
Ακ υμών αλ. αΞξβ κι εποβµως 


ΛΗΞΒΟΓΞ{(Α 


Δι 
Ἑήμήμυυα µε τα προηγούμενα απ' τα ΑΒΡ και Εῇς 
Έχουμε γἑαθξακ εν νγ{αςτςν τα, Τὸ Βεή. 
περα ὅμως απορίπτεται ἐπότι κατι ας {[ῴπη, 
σα σελ. 37 γευμετρήις Α΄ Δακείσή. "Αρα 


αγςν 


Απ΄ τις σχέσεις [1] ὅμως ἔχουε α Γστκ Έγ. 


Με πρόσθεση κατά µέλη παίρνουμε 
δα - 4 -- ὃκ-- γή -θαςὃκ-ατκ, 
πσπ µε αφαήρεση 
ΑΕγ- ἡ- Σεξ έ ΓΣ Ε- ΥΞΟΞΟΣΞΓΞΕΣ. 
ν ένα β-εβςν ΥΞελβςν)- 


το ΔΒΒΙ: εἶναι παραλληλόγραμμο και αφού αἙκ- 
το ΔΒΡΙ εἶναι ορογώνιο 5» Αι Ξξ 80”, 


Καλή Ἁύοη ἔχει θοεί η απ τὸν . ὀεημπζάνη (Αβήναι 
ο. ο... μμ μα 


ΑΠΕΙΡΩΣΤΙΝΩΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 
τόμος ῃ 
των Σ. ΝΕΓΡΕΠΟΝΤΗ, Σ. ΠΩΤΟΠΟΥΛΟΥ, 
Ε. ΠΑΝΜΑΜΟΥΛΙΑ 


- Τὰ -ἕ- "νι σελίδες 
-- κπτορικὲς σημειώσεις 


Για φοπητές, σπουδαστές ΑΕΙ, ΤΕΙ και για 
καθηγητές Δευτεροβάθμιας Εκπαίδευσης 


ΣΤΠΛΗ ΟΛ 


ὅτη ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 


Θέμα (Γ. Τζήκας - Σέρρες) [ΦΙΝΛΑΝΔΙΑ] 

” Έστω {: [ῦ, 1] --- [ὅ, 1] για την οποία κτκίτει; 
ηΠή)Ξὐ και 1 Ξ1 

ή) κ -- ψ] - κι Ηπὶ -- κ νε πακόβεκ, ν 


τέτοια ώστε: 
κε ᾖ[ Ἱ] μα [κ μικΕν]ο [ὐ 11. 
ἥα δείξετε ὅτι: [κ] Ξξ κ γη μόΒε κε [ῆ, 1] 


Λύση 


5 Πρώτα πρώτα, κ εΕΠ[ῦ, - και γΞΣ, 


[κπνι κ Ἑπν]τ[κίκκακ]ξ[ῦ ὀκ] σι, 1]. 


Συνεπώς η σχέση (η) θΐνει Πζκ] - ΕκήΞ Ηκ] -- Πὐή 

ή Ηοκ) -- 2Ηκ] (1). 

Απότην άλλη πλευρά, Ὑχε [σι καν Ἱ--κὶ 
[νικ]μκ-1 Π σι 1 


"Αρα ἡ σχέση (η] δίνει 11 Εκ) Ξ Ηκ]- μδκ-- 1) 
ἠ οκ ΕΞ ήκ)-] 0] 


Ας θεωρήσουμε τώρα την Ε [0 1]  Β µε 
Εκ} Ξ Ηκ) -- κ, 
Είναι φανερό ότι ΕΠΟ, 18 5. [-- 1, 1], αφού: 


Ἀπκε[ο Ἡ] 05 ΕἰκὴςΙ μαι 
Εκ) Ξ Ηλ) κε [-ἰΙ, 1]. 

υνεπώς αν Μπαρ [ΓΚ] - μή) -- κἰ, 

τότε θ5ς Μες 1 (αφού κε [ῦ, 1] 0 ΙΕίκ]| ς 1], 

Θα αποδείξουμε ότι Τζ ᾖ, 


πΊ τι κ 


Πράγματι αν Μι τότε 8] κι Ε [ῆ, 1], 


τς [Είκι]] 5- Μ και Βιακρίνοη]ε τις περιπτώσει”: 
αἱ ἂν 5 κι Ἑ τ- τότε απόὀ (1) ἔχσυμε: [Είσνι]{ -- 
κ -- (κι) τς δΗκι) -- Σκι) ΣΗκι]--κι] 


Ξ 5 ΙΓίκὴ| 5 5: Ξ Μ ἡ Είδκι]] -- Μ, το οποία 


είναι άτοπο (αφού; ὄκι ΕΕ [0, 1] -- Εκ] ες ΜΙ. 


1 
β Αν το κ. κι ξ. 1 τότε απὀ την (2) ἕκαυμε: 
[Είδκι -- 1 Ξιήδκι-- 1) -- κι - | - 
(κι) -ἵτ- οκι Ἔ 1] - ὀ [κι] πι] Ξ 


Μ 


Ἀγίκὴ! -σ” - Μἡ Εδκι -- Ἡ| 3 Μ, 
το οποία εἶναι ἄτοπη [οήνούς ὅνιπ 1 ΕΕ [, 1] -» 
[Εἰδκι -- Ἡ] 5 ΜΙ, 


|. Επομένως τελικά, ΜΓ- 0 ειβΕἰκὴ κΕ[ῦ 1] -» 


κε [ο, 1] Εκ) Ξ κ) κΕΜΞΟ” 
κ Ε [ῦ, 11 Εκ Ην) Ξξθ 
πίνεις, 1] πε Ξυή Ην] -- κ, 


Θέμα (Γ. Τζήκας - Σερρες) [ΕΣΣΑ] 


5 ία λώσετε στα σύνολα των αμµεραίων το σαύστη- 
μα κνΓσ νκὸ--ν - αἰ -- Β. 


. Είμαι ᾠπυερό ὅτι π κ νε Ἐ δν |-σ 
τε κὰ Εν) -σὸς- Β]είκν-σΞ ΒΛ Ηἳ νὸ εαἲ-- 
ΞΒ ἡ ἃῑκ εν) (νε α) {Εκ {κ τν {γα 4 

(κὁ εν) ατίκ τν τσ 88 (Εν) (ν εκ) 


(8, πύλης, . Ἠκποπάνντε,, Β. ῥήτας, Γ. ροπάπονος, Β, 
Μεζκτιμήστας, Γ. Τορής]. 
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(ς - κ Ξ α) - δΞ Β(8 --τ]ξ ϱἳ -3ἳ.Ἱ ο 
-σζηῆ- κα --μ](Β- η) {ΕΞ 8-3 -Τξ 168] 
«»[μ-ση-- κΜ(Β--κ] [κε (8--κὶκ Γυσ]-- 
(στα κΑ(δ-- κ) (κἳ - ἂκ -- κξ ἡ-ψεὶ-- 168) 


τν 1 α-δ-κΛνετ-δκΈρος ){) 


Τα σύστηµα {1} ἔχει ακέραιες λύσεις τότε ακρη: 
Βώς, όταν: 


ἠσβ-κζξωςξ ή [18] - ἂ (8 « ἃ -Τ] 


η) η ως πρας Ε εξίσωση: ἕ’ --(ν 5) νεος | 


ο --ωι {[-8{β-ω) ο] 50 


µε ρίζεςτους ψ, ΣΕ Σ, ἔχει διακρίνουσα Ὁ τω] -- 4 


[- Βί8 τω) Έα Ἱσω-- 1) -- ος - 


(όπου α ΕΕ 3] και ο ω - |α] εἶναι άρτιος ακέρανας, 
Από τα προηγοήμενα συυάγεται ὅτι το σὐστηµηι 


1) έχει λύσεις τις(κΞ δ- ωψίω τα]: 2, 
ΣΞ:{ω--[α[]: 2) κα (κ -ωψΞξ(ώ --|α]): 5, 


ΣΞ(ω [9]. 0] όπου ω ΕΕ Α [168] -- 
Ξ ΗΕ 1, 4:35, 48,4 4, 3: 6, 3 Β, 3Ε 13, 3 14, 21, 
3- 24, -Ε 38, -Ε 49, «Ε 56, Ε 84, -- 168], αἲ -- (ω--16] 


. μες 2, μα ω ία] ΕΣ, Ξ 


[,  ᾱ, Ἔ ἃ, Ἡ δρ... Ἔτσι λοπιόν ἔχουμε της 


αΞἒτα μή ώς 
18 


ἠύπεις ὅτά Βέματα της ὅτης Μ.Ο (Απ τα πρα- 


πγούμενα] χρόνια. Δείτε τεύχος ὦ {σκ. χρονιά 
Εό.8Τ]. Απά τον Χ. Αβανασιάδη Ενεσ/νίµη. 


ἃσ Βήμα: (Κίνα): Έστω ὔι α µιαξηκός πο αν- 


Ὥησποικεί στὸ σημείο Αι; αἱ ο μιγαδημός που αντι- | 
στµκεήῖ στὸ Ρι στο μηαμμό επίπεβα, ἰθῤσύ τὸ 
Εκει προκύπτει µε στροφή του Εκ γύρω απ᾿ το 


Άκει ματά -- τν το Βιάνυσµα ΟΜ Ξ- Ανηι Έκμα 
προκύπτει απὀ στροφή του ΟΜ -- Άκτι Ἐκ κατά 
Ἠονία Ξ και αφού στα Μ’, Μ απεικονρυται οἱ 
ωκ η κι αντίστοιχα θα ἔχουμε 


κε] π-' ὄκγι 


ΕΕΣ] 


ολο. 


δι γα π-' κει 


-- Αι Ξξ {1--ΑΊ σν-γι 


Ξί [ως -- κι} [ΛΑ 


Βέταντας συν 


παίρνουμε 


Ξ- ων -- Ξωςι] Α 5 ωµΙ 


κε, 1, ᾶ, ... } 


ή μι --ε [1--ά] πι 
-- Αωιξ {1-Λ] 


ὥνν μεν Ξξ (1-- ΑΛ} σμκο] 


Εύκολα όμως απ᾿ αυπὲς τις σχέσεις υπολογῖ- 
µε πι 
ων τ {1 Α] 


(ΛΑ Τσι ἵ- ΑΣ τει ο .., Ἔ Ἀσν Ἔ αν) Αἴωι [1] 
Το Α ὅμως εἶναι κυβική ρίζα της µονάδας άρα 
Αι, Δξ-- -Α--Ἱ. 

Για ν Ξ 1986 και εφώσου 1 π ως η [1] 


δίνει; 
ως τ- [1] 
(Αάδ., -- ΑΑΣ, - .... Ἔ Αν ο Σιν] -Ἔ 
Ἐ Αέωα [1 -- Αἱ 


(Α1315., -- Ας, -.... Ἔλσιμις - Σο] ξ ϐ 55 
5» Αθθοσσι --- Αὐποι α, -- Αλσος. - 
Ἔλα Γσιξθς» 

«5 Αὖτι ' 888 {- Ασι 6860 - σι" 668 Ξ ὐ 5 
55 Αὖτι { Ασι Επι 
«ο -- ἒι-- Αξι-- Απ σι 
ο αν -- τι [αν -- αι) [--Α) 5 
ο προ 
πράγμα που σηµαίνει ότι το Σι προκύπτει απὀ στρο- 
Φή του 2: γύρω απ᾿ το 2, κατά γωνία -Ὁ- -- 6, 

άρα τα Αι Ἆς Α. εἶναι ισώπλευρα. 


4α θεμα [αραήλ]: Εὐκωνα βλέπαμε ἀπι τα 
ΧΥΒΖ εἶναι εγγράψιµα (Υ Εε ΑΒ,  Ε ΒΓΕ, πώσ 


Ξ- ΟΒΓ, ὁπου Α, Β, Γ διαδοχικές κορυφές ταυ. 


μανονικού πολυγώναυ], αφού 
 -- ΑΗΓ -- ΒόΓ -- ΟΒΓ -Ε -- Οἱ Ἡ -- 0), 
άρα γῆκ --υοκ -- γβΩ, 


δηλ, το Χ κινείται στην προέκταση της ΒΟ, Όα 
βρω τη μέγιστη απόσταση ΧΩ, Είναι 


Ἀπ'  ἸόςΞΕ ΠΕΤΕΣ.Η. 


ΒΙΒΥΥΕΖ) Β 
ΑΒ -α 


όπου ΑΒ -- ᾱ, Επομένως το ΧΒ γίνεται μέγι- 
στο ὁπαν το ΒΥ ΕΒΕ Ἰνεται μέγιστα. 
Αλλά Ύζ--α, ΥΠζ Ξ: 94 -- στα. 


ἁρά ως γυωστόν τὸ ΕΥ - Β Ἰπμεται μεστὸ 
ύταν 


.-ΧΕΒ- (ΕΥ Βή], 


ΒπΞ Βό, ρα ΒΟ ΙΙ Ύαδ, 


ο ο ή 
οπότε ο πμ αμ 


και σεις 


 α Β 
χΒμε,  --- -------ξ- ------Ξ Βλ 5. 
α ημφ ημῷ 


1 
ΟΧο Ξ ΗΒ -- ἡ 
υ ημφ 
π 


-ᾱ τπτ 
φΟββπττ 


"Αρα ο ζητούµενας γτ. εἶναι ἅλια τα [ν σε πλή- 
βας] τµήµατα Οδ, 1ξ 1. ὐ µε ὃμ Ε ΑΙ μαι 


πο] 


(ορ... ον. πι 
Ον Ξ «χι πα. Ἱ Μ η πε 


πο Βέμα (Αγγλία]: Απόᾶ την 
ἠκήν]] ' ν]Ξξ ἡκ τν) 
πα υ τα εν 
Ην) Ξ ἠκηλ]] «5 π, 
άρα κ) ὐ κ 5, 
Ἔστω κα ντδκν τῇ, τότε 
Πκίς -- κ] Πν])Ξ ΗΣΙΞ 0 
όπου -» [Ην] 0] ἠκήρ- κ] -θ» 
οκ (δ-κ) 323 φᾳ-κὶ 3 
ή αν βάλουμε το ὁ --κ όπου κα, 
- στα) πόκ Ε [π, 2]. 


Εστω ο μα 


Πκήν)] ντ ἠκαν)σ ο ἡκην] 0” 
οκ) «2349 - 


Πα κ νι ο δηλ. ο «ὁ όταν καν ς ὔὖ, 


Ἔστω κἩἝντεΞξσ, εὉτῆ, 
... 
τότε κ] - σα 5) 


Εάν όμως κκ) 2 σος, τώτε υπάρχει εἢὉῇ 
όπως εὔκαλια αποδεικνύεται τέτοιο ώστε 


5 ι 
32 παλπασασα μμ. 
μκ] σπα" 2 .. ή 


ΠΠ 


[Ειότι αρμεῖ να εἶναι εἰ ὅ-κ -- ἅτωπα 


ὃ 
σε, 
ως προς τη 0]. 


Αρα ο --- 


ου 
αυ κε [μὴ 


, Ότο 


6ο θέμα (Ἀνατ. Γερμανία]: Θα αποδείξω την 
πρόταση επαγωγικἀ {[άτι δηλαδή Ἰν' Ε μπαρούμε 
να χεπυματίσουµε τα σηµεία του μ' αυτόν του 
τρόπεα]. 

"Όπαν τα σηµεία εἶωπ 1 ἡ ἃ, η πρώταση εἶναι 
ἠανερή. Εστω ὅτι ισκήει γνα πλήβας η. Εβευρσή- 
µε κτἜὶ σημεία µε ακεβαιες σιπεταγµένες Ἠπι 
Βπαμρίνουµε ὦ περιπτάσεις. 


α] Μάποιος άξονας περιέχει περιττά πλήθος ση- 
µείων απ᾿ τα Κ.Ε], ἔστω α κκ᾿. Διαλέγουμε ἕνα 
σηµεία του Αι στην τόχη μαι θεωρούμε τα εριυµα- 
τισμό των υπόλοππωυ κ σύμφωνα µε την υπόθε- 
ση της επαγωγής ώστε σε κάῆε οριζόντιο ἡ κα- 
τακόρυφο άξονα η Βιφορά τωυ ἁσπρων απ᾿ τα 
κόκκινα σηµεία να εἶναι --ᾱ, 8 ἡ 1. Αφού ἅμως α 
κκ'' ἔχει άρτιου πλήθους σηµεία απ’ τα κ, περι- 
ἔχει τόσα άσπρα όσα και κόκκινα σηµεία. Επομέ- 
νως ντ μι αν βάψουμε το Α η διαφορά των ἆσ- 
πρωω απ᾿ τα κόκµινα στον κκ [ας τη συμβολί- 
σσυµε Οκκ΄ εἶναι 1 ἡ --ἲ, Αν μ΄ ο κάθετος ᾱ- 
ξονας στου κκ΄ στο Α, τότε αν θ΄ Ξ 1 ίτα 
άσπρα εἶναι περισσότερα κατά 1] ἡ ἂν’ Ξῦ 
βάφουμε το Αι κόκκινα, ενώ το βάφαυµε ἄσπρο 
αν ὢνψ΄ Ξ- 1 καιη πρόταση αποδείχτηκε και ἵνα 
του κ]. 

Ββ) ΄Ολοι οι άξονες ἔχουν ἀρτιο πλήθας σημείων 
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τότε 


[ευμοί τα αρχικά κ] σηµεία]. 
Εξαιρούµαι τυχαία πάλι σηµείο Α και θεωρούμε τα 
χρωματισμό, σύμφωνα µε την υπόθεση, των υπο" 
Ναίπων κ. Εστω κκ, ν΄ αι δικι ἄξουες πο περ. 
ναύω απ’ το Α. Γκι κάθε ἄξουα ἅι κι, δὲ μην, 
μμ’ εἶναι κι κι 8 ὔ αὐαύ ο κι κι ἔχει ἄρτκι 
πλήθος σηµείων, ενώ 
Ακ ξΞθτι, δν]. 
Αλλά ἂκκ' Ξ5 ἂν, διώτιαν απ εἴωσι αι ᾱ- 
μιζόντιαι, νι αι κάθεται ἄξωνες τώτε 
ᾱ, θκικι' Ξ .Ἀ Όνψψι' 5 ὄκκ" Ξ μμ”, 

Αν λαπτόν Ακκ᾽ Ξ Ανν Ξ --Ι (σε. 1) 
τότε βάφουμε το κα ἁσπρα, ενώ αν 

Ακκ Ξ μμ Ξ1, 


τα βάφμωυμε κόκκινο κα η πρόταση ισχύει και 
χια του κ]. 


"Αρα μαι γμτ κάθε υ, δηλ. γι οποοβήποτε Ε. 


{ η . 
ος 28η ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ | 
θέμα δα: (Χ. Αβανασιάδης - Θεα/νίκη]" 
Για κάθε ν Ε Β μπορούμε να βραύµε στο επίπε- 
δα ν σηµεία µη συνευθειακά ανά ἃ ὥστε οἱ απο- 
στάσεις ανά 2 να εἶναι άρρητες κα τα εμβαξά 
όλων των τριγό ων να εἶναι ρητή. 
Απόδειξη 
Ἔπτω ν ΕΠ" και τὰ σημεία 
Άι [πι, μα] ἰ ΕΕ 1, ν οων ν] 5 ὃ 
στα επίπεδο. Είναι 
κ η Ἱ 
μίι κ. Ελὸ τα ψ Ἱ 
κκ ἃνκ Ἰ 
ἵνα ἡκεβδ κι 
Αν βέσουε κα μξισιτες, 
(ΑΙ Αὴ τι [πο νι ΙΣΤ], 
όπου προφανώς ΠΠ ΕΠΕΗΕΩ 
γιατί Ώα ἔπρεπε ἱ ΕΙΞῆ ἁτασπο μαι 
4- 3ἱΑι Αι Αν») Ξ- {τῇ ᾖ--κὶ κ] ε ο 
[ορήξουσα Ἱαπιώρτοπάε]. 
Ον δύᾳ αυνβήκες κανοποούνται, 


" συνέχεια απ’ τα προηγοάµπνο τεύχος 


σμμιψομεα μα «μωνε σα. 
ἵ. 4η Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα 


Ἔτπνε στις 19 Θεκέμβρη "Ε] στην Αβήνα η Ίη 
Εὐκνιμή Μαβηματική ΟὈλημπιάδα µε συμμετοχή ΜΗ) πε- 
μίπαι; ατάμιων απ ῥλη την Ελλάδα, που εἶκαν διακᾳι- 
βεὶ στου Ππυκηνήννο Μαβηματικό μι γωνιομό της δης 
Μαέμβρη "Επ. χει κιόλας γίνει ο Ίσς μαι δὰς Προπνα- 
µασκευππτικὀς γύρος και Ώα σπάρξει α αὐτίστέκκας (ὃ 
εβρ, ᾿88ἱ κα [1 Μάμτη 88] τελεκός γύρος του 
Απρημη 88 µε ἔγπσημη γνωστοπκήηση της ηµερομε- 
ας προς τους προκριβέντες µαθητές, Ὁ δος προπαρα- 
σπμευαατικός γήρας περαμβάνει δη Β΄ ἠώκεκηὸ, Εᾶι 
ο ἃας τελικός γύρος πηρικαµβάνε ύλη Γ΄ Δωκείου. Σ᾽ 
απτή τα τεύχος Βημικπαύσιηα: 


» Τα ἤεματα της ἴης Ελωπκής Ολαμιπόδας ᾖήαβηματι- 
μι μαι τις ἀήπεις τς βραβευήντιως μαβήτώω, εάν 


» Τα ἠέματα του ὅσα μαι ἄση προπππραυκειµασηκού κύὖ- | 


κλσο και αι Ἀώσεις τους ἴταυ Ίσα καν Βημσπευτεί 
στο σι τες), 

. Τα ομόματα τισ; βραβευβίωτων μαβητ στου 18 
Πανελλήνια Μαθηματική Βιεγιωωαμά κάθε έ Τὰ 
αωήµατα τω βραβευθένπων µαβητών ἅτην η ΕΒνική 
Ολυμπιάδα ΝΑαῤηματιμώσυ, 

5 Την Εβνική αμάδα που πήρε µίρας στην Κὐπρά (δη 
Βαλησωιώθα] µιῃ ὅστῃ ὀμεβνή Οληπιάδα [Βαμπύρκα - 
Σιδμεῦ - Αηστραλία], ἢα δημοσιευτούν στο τεύχος [1] 


της επόµενης σκαλικής χρανιάς, 
ΓΓ' [ πμνασίσυ 
Ε1: οὐ α γίναῦυ αι πράξεις: 
μοι 8 
αΈβ Ἴ1π{ερ ἔ-α σασἾ-β 


ἔπσι πε η παράστασι να πάρει τῃω απλούστερη 
Βὶ Να απλαποήσετε την παρώστασῃ 
οκὶ -- [8α - β]κ -- α) -- αβ 
ονῖ -- {α -- ἃβ]κ -Ε αβ -- β) 


ἠβση: 
ἄαβ ο 
3 ποστ β-α α- β 
[55 βτ κ» μα μμ, 
ᾱ { β ι 


------υ-μ 
Ἴ]αβ -τία-β ἰατβιία- β 


-. αἳ 4 αβ -- δαβ - αβ β' αία”-- β! Βία {- Β) --34β 
. αβ ία {- βία -- β] 


α 1αβτβ αἱ -αβαββ- Έα 
πλ ΕΒΕ : ία -- βεία -- Βὶ 


αμ  α-τβ 
α.β ία βία -- βὶ 


ᾱ, (α-- ΒΥ : [α - βῆ ο ας δ 
αἲβ Ἅἰα-β 

Σκ δα τβικ τα β 

Σκὴ -- ᾗα η ἃβ]α -ἵ- β' - β 
«δα ήσες οκ μαμα... 

Σκ' --ακ -- θε { β' ν πβ 

Ἔκ βακ-ακ βκ γα αβ 
ν΄ --ᾱν -- ἂβς -- Βν - β’ - αβ 
πας ια τα νέομι, 
δείς --βὶ Τ 4ἱβ.-- κ) βίβ- αἱ 


ἴα κ)ἰ ὅκ τα τβ αᾱα-κ 
Εκ - κ ταξβ Β-κ 


Θνὰ: Να φέρετε το μιμρύτερα αριθμό ειἠληηράμµων τµηµά- 
των πα αὐνδέσσω σηµεία του σχήµατως ἔπαι, έπστε το 
νέο αχήνα που θα προκύψει να Έχει αμραβίςς 

αἱ ἔναν ἄξονα συμμετρίας 

Β] ὅσα ἄξονες συμμετρίας 

γ} τέσσερα; άξονες συμμετρίας. 
Να γίνει ξεχωριστό σχήμα για μάθε περίπτωση, 


Λύση: 


κ τα σχήμα φέρύσυμε το εωβήρπµµα τµήµα ΠΕ. Έτσι τα 
σχήμα πκτά ἔπυ ὄξανα σαµµετρέας την πυτῖα ΕΚ. 


Β τα σιήµα-ἠδρνουμε Ευ ευθύγραμμα τµήµπτα, τα [ηξ, 
ΟΗ. Ἔτσι τα σκήµα οπεκιτά ὅνο ἠξάνες σπαµµετρίας, τις εη- 


Βίος ΦΗ και ε, 


ό, 
μή 
ο δα. κ 
η) Ἔτο σκήµα Φέρωσυμε ἡ εθύγραµµα τµήµατα, τα ΏΕ, 


σΗ, ὉΒ, Οδ, Ἔτσι τα σεήµει απκηκτά ἃ ἄξπυεης συμμετρίας 
τες; ευθείες ΕΒΕ, ἄΗ, Βα, ΑΓ. 


85: Εειωαραήμε τα παλ ώυμΗ: 
βπ] Ξξ αἲ - ἂν κ --ᾱ, ἠ(κ ήτο κἲ -- ὃν -- ἂ, 
Βίκ Ξξ - η) ἂκ γα 
αἱ δα ἀρέαετε τὸ α έτσι ὥστε τὸ παλ μαμα Ηἰκ] να 
Βισπρείται απὀ τος --ᾱ Β Μα ἀναλύσετε ξ υύµενα 
παραγόντων τα πολικύμυμα Ρίε], Ο[κ], Βίκ], Ἡ) Να 


Βείξετε ὑτι η παράταση -- τν Ε15 κ. 
νε τλενο τετράγωνη. αἰκ] 


Φ ση: 

α] Αφαῦ τα παλικήνυµο Βὰ] - --κὶ -δκ Έα, δκερεῖ- 
ται απά το κ --3, τότε τα ΕΣ) Βα εἶναι ὑπα µε τα Ἡ, ὅπιος 
ξερσυμε: ἑμηλαβή: 

Ηδη -. -ᾱ --- ὁχαπΞῆ 5 -ᾱ-- ΙΠαηΞξῆ 55 

.. αΞξ]--ά ὁ πΞ] 

᾿Αρα τει Ε[κ] Βιππρείται απὀ τα κ -- ᾱ, ὑππυ α Ξξ 14, 

Βὶ Εκ -ᾱκ Έκ-αξ κκ - ἡ Εἰκ-ᾱι- 

Ξ {κ --Ἡ (κ) -- Η Ξ {κ -- 3 (ν -- 1 ἐκῖ -- - Ἡ] [ή 

Οκ. κὶ -- ὃν -ᾱΞξ (κ - 1 (κ -- 3ἱ μὴ 
Βικ] Ξ- --; -- δε - ή 

Το ποαῶμιµα αυτά βα το συπλύσημαμε σε Ἰπμύμευο παρετρή- 

μπω 


Βίκ] Ξ αἰκ -- ρε {απ -- μι] Ξξ 


-- (κ -- {κ -- ο] Ξ (κ -- ΤΙ {ὁ -- κὶ 
Υ] ο. σα 
Οκ] 
εἰ ο νημ.  κ αμα πα 
ἐκ -- 3) (κε 1) 


Ἑ- κ. κκ --κτ1-1δξ]άς 
8Η: αἱ Αν β) -- {5 ασ βπὲ 4 Υ να υπολογίσετε την 
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παρώσταιτη [κ Η β- 
: υπ τον 
β] Ανα Έτ κια ὔ να βρβή η παράστα 
1 
-- 
σαν ἐπῴραση τοι κ. 
Λύση: 
α) βα γα 4 
Βι Ε Υ Φήἠ 16 δηρ 
βτν Ββ-χ (Βή(β--ν 
ΑΥΓ -/τβ Ην β 
. β' -- ιὖ . 
21 Σἱβ' ΥΤΙΡΙ -ὴ μμ. 
μή "τν ν 


1 
β αν μὴ 
α 


. ι 1 .. λα, ... " μ... 
να. Ἔπα Τὰ ανω] 
κι ὀτκα[µνο]ζεωύ» α- ... 
α α αἱ 


Ἱ 
-αἲ ή Φ4 33: Ξῃὶ -- 
- ο 


.” ο. Ξ κ’ --ὃ-ᾱ (κὰ -- δὴ 


1 1 
., λα οκ πάω κα.... 


Οι Ἀδαενς ἔχουυ δοθεί απ᾿ ταν βραβευθέντα μαθητή Μαρ: 


παρπήάπανλα Εωμᾶ του 4αν γυμνασίου Βάρος, 


Α΄ ΛΥΝΕΜΟΥ 


Β1: Έστω ὁτπ α,β και 


ντα 1 Ἑβ -σὖν 188 η. 


. Να αποδεηθεί ότι (α 4 β) 3 


ση 
ὴ ία «ντ Ξαν ι τη -- 


ώ νῬη τς εντ) -ευπεττ] - 


5» 3- 14Η] -Ε [α-- β] -- ἃ (1987 Ε ή - 


-δψΤΗ Τατ 5. 


1 
. ΕΥ ΜΤΗΣΠΤΗ - 


τν 1987 γα). 


Φα Σ: 1981 3Υ 181 - 
ο Εστἕση. 


ο... 
ασ β ο ν Ὁ- δι - (με Αιπύτητα τωµα Μήσπαν ἡ ἂμι- 
αὐτητα του καν] .. 


-- οαη -- αᾗ τῇ 1981 


ρ Πτα ντῇ -. 


αν σι, 8 µ. ἄν ον | 


αι αι Γι. Ἔ 
-φ .. μμ δωᾶ. μα ἃμ. ψ-μμον 


α- ῃ β.»ἡ 


-- 10 - αὉ ῇ 
1481 


Ἔβτη 
198 ο, : 


ΕΤ α ή 19887 1 β 
ε 

5. 1487 -- ία -{ βὶ 
Γ- 3 


ο ο ατα... 


5 κ ΠΒ -- αἲ (1881 -- βὶ »» 


3 [Τᾷβή  αἲ[Ιβαῃ -- με» 


ατα αβΙ να β- νη 


αἱ -- σα ΡΒΦΥ 

Γ. Μικύ πα ἠώμεια Αηρώῥεωὶ 
5: Ενα κκκπαλἠς τρύρωυα ΑΗ µε ΑΗ -- ΑΓ ἀπαρκμής 
µε σηµείο ἡ στη βάση ΒΓ μαι σηµείο Ἐ στην πλευρά 
ΑΓ τέτοια ώστε ΒΑΟ -- ΓΑΕ. Να αποδεηκβεί ὅτι 
Αι -- ΑΕ. 
Λύση: 
Απάζιιιης ἁνρνω πῃ Βικοτύμο της γωρήας Εἰιό, παν τέμμει 
τὸ ΒΓ στα Ἐ µια σημα ᾶρωπαι οἱ γαίες ΒΑΕΞ ΕΛΑ Ξ κ 


ΝΤ Τα ΕΤΕ 


αλλά και ΕΔΓ --ε, 'Άρα η γιπλα ΑΛ 5. κ ἠ- Β βωτεριή 

τοι πριγώναυ ΑΞΗΙ μα η Ἰωνήα ΑΕΔ -. κο Γ. εξωτερική 

το, τρυρώσσυ ΘΕΓΠ. Όριας Β -« Γ (αὐού ΑΕΓ καλές) μαι. 
Αι 


Β Πα Δ 


Η γωνία ΑΔΕ « ΑΑΓ --ΕΛΓ. ΑΕ. κα Γκ- ᾱ 
(ύπου ΑΑΓ --κ -- ΓΕ κ σαν εξιστερακή στο ΑΔΓ]. "Αρα, 
ΑΛΕ --κΓ -- ΑΕΔ -» ΑΛΕ κουσκολές τρίγωνα - ΑΔ ««ΛΕ. 

Α. Μαπτέκοβεις (Λύκεια ζωγράφουἡ 


84: Δυο κύκλοι (Οἱ), Πὴ, (Ό., Βι) Βρίσκονται ο ἑνας 
εμτός του ἄλλα, [ία βρεβεί ὅτι αἲ το μικρότερο ευ 
Ἰραμμα τµήµα πας συωδθδβει σηµεία των κύκλων, ΒΗ το 
μεγαλύτερο, ευθύγραμμο τµήµα που συνβξει σηµεία 
των κώκλιωω. 


Απόζειώης 1) Παύρρσυμε δυο ποναία σηµεία 
ΜΕΕΙΟΙ, Βή κα ΝΕ, Β:]. 

κ άρωσαμε επίσης: τπυ εωθεία Ον (πυῶωσι τα κντρ τη Έα 
κὐκλυιω] πόν τέμνει τα Ἡι στα Ἀ μαι τα Ἡν στα Β {4 Β. εἶωτ 
επιοτερκά σηµεία τος εαΒ, τμήματος ΩΜΗ, Παρατηρούμε ὅτι 
για οπωαδήποτε Βέση των ή πι Ν, η τεββακημένη εναμμή 
Ομ ΗΜΟ, περβάλλει το τμήμα Ον µε σρεπνές: 
ΟΗ - ΜΗΝ - ΜΕ ο Ον «5 Βι -- ΜΝ - Βι 3 ΑΕ Ε Ηι 

3 ΜΕ ο ΑΒ, 
"Αρα τὸ ελάχιστο µήμας του Εβ, τμήματος ΜΒ που σσυβέτι 
ππηµεία πιουν δυα κὐκλυ ὔνι Ίσα με τα μήκος του ΑΗ, ὅπκν; 
ΑΗ. βρήσκεται ἅτην επβεκι ποπ; οπουβέει τα κπρατ τοπ Ἡι μα 
Ες και ΛΕΗ., ΕΕ, αλλά οι Ὁν εξ ΑΒ, 


3ὴ Με τα πκηναπόπαι Εεξκημένα Βλάπκµηαε ὧπι εντ απκηαή- 
ποτε σηµεία Μ μα Ν (πας τα ορίσαµε προηγουμένως), η τε: 
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βπηένη Ἰραμμή ΠΑΟ ΓΗ περαβάλλει τα πµήμης ΜΛΡ πι 
ρα 

ΜΕ. ἵ- Ομ - ΟΝ ΜΗ 55 Βι Ε Ον Ε Ἡν α ΜΗ {ὶ 
Αν πρσητείναισµε τηυ Ὁι η µέχρι να τµήκπη τα Ει Εεὐτερεῃ 
Δορά στο Τ Μαι τα Ἡᾳ στα ὃν (Γ, ὃν εξωτερικά πηµεία του 

ΟιΟι] δα ἔνουμε ἐπ ΤΑ - Βι Ε Ομὰ, - Βι μη] 
Από την (1) και [ -- ΓΑ ὰ ΜΜ. 

Επένωώς, η μηραλίπεμη τιµή πα; µπαρεί να πάμε τα 
μήπως τον ΜΜΝ εἶναι ἄπῃ µε το μήκος ΓΑ, Μαι ἄρα, τα µεγαλ- 
τερο εν, τµήµα που συυδέτι σηµεία των κύκλισυ Β, Ἡν εἶναι 
αυτό πως περωήπι πώ τα κέντρα του ὅσα πόλις µπ ἔχει 
ἄπρατα ΓΕ Μ. και ὃν ΕΒι τω. Ε, δ Ε Ον ἱτμήμα]. 

Α. Ματίκοβις Λκενς Ζωγράφος) 


Β4: Να αποπεμεβεί ὅπι ἔκευ πάρίμαυ ὁοσικοῖ αριημοί 
και ἃ τέτοιοι ὥστε οι αριθμαί κ εδ, λἱ  ὁκ ωά 
εἶωαι τετρ γω ἠσιμόνυ εεριηµήν. 


Λδση ΄Ἔκαυμε: 
μπλα κ) ο κα κ) νά αλ κα-- 


στ 3 
- | 


1 4Ε οκ -. η) 


ο νο ν» 


μἲ -- κκ” -ᾱ- κκἩ 
4 


Εὔὐμνξγ)ιά- 


νε κῖα ο... 
ο. ἐκ" --κἩ (κ) Εκ" Εκ] τ- δν] 


μΕεὈ - ὃν ΕΙΝ 
Ἶκε να ἔχπαμε ἕνα τετράγανοα πρέται: 


ἱκὴ -- κ” «κ -- κ κ ΕΕ 3» 
μα απᾶ τηυ υπώεπη κε τό Π. 


.. κΞῇ 


"Αρα Βεω ππάρκτισυ κς Ἠσῃ ἡ Φπμπηπή Ἠστικσί αρημσή πέταισα : 


ὥστε οι αρή]μαί κὸ - 8 και Ἆ) -- ὃκ να εἶναι τετράγωνμα 
Γ, Μυκάι (δα Λύκεια Αγάλω] 


Β’' ΑΥΗΕΙΟΥ 

81: ὀήπαι ὅτι κ, µ,α  Β επ 
κηξσδα-ἡ, να -- ἃπ -- ὃ, 

Ποια εἴραι η ελάρστη τιµή του κ; -- νι 
Λύση: ο ο 


Ξ ἡπ' -- 160 ἠ- Ἰ6 -- δαἳ - κι -- 10 Ξ Απῇ -- Ἰὔα - ἂ 


"Όπως εἶναι Ἑφωσπτὸ η Ἱκανή μαι αναγκαία σὐβήμη οι ωα 
εἶναι συαμβιβαστά τα σύστημα 
κΤΥΞΕ, αηΞρ ἍΕεΜαῃ 5 3 4ρ, 
Μρα σπην περήπτιμπη µας Π μπνή κα ανκηγπαῖα πσωθεΊκη Εἴνκα η 
δα -- ἠ]Σ ον ἡἡαὶ -- ἃπ -- 8] ο 

.ο ή -- Ἠέα ή Ἱὲ ον ἀπ -- 131 4 δα ον ης --ἂ ο ας --] 
Εμομένως ζητάμε να βρούμε το πήπ ἠα) α Ε [α, -Ἡ 
ὑπου [ία] - 2) -- "δα -- ἐ, 


Ἄϊδ 


[πα --ᾱ]. ἁἆρνα τοι ππῖπι τ] α ἕ- [--σε, --ῇ εἶναι τα 
Η-Ίη - 17 ΕΙΠΕ δ-. Ι µακτν--- κ 


Χ. Αἰανασιάδης (δα Λάκενα Θεασαλανίης) 


Β: Δίνεται ἑνα τρίγωνα ΛΗΓ εγγεγραμμένο πε κύκλο 


οι, Β]. Αν Μ εἶναι σηµεία του τύξαυ ΒΓ µία αν ὦ Ε, 
ἃ εἶναι ον πόδες τω καθέτων τι ἄγονται απ τει 
ππηµεέο Μ επί πω εαθεκίω ΑΕ, ΑΓ, ΕΓ, αὐτήσταυκα. Ὀύα 
απποεικΏεἰί ὅτι 


ὑπου Έλα εἶναι το ὑφος του τρρώας πο αυτιστητί 


Είναι 
Β ΒΕΠ ΕΡΤ 
Μο μὸ Μὸ Μὸ 
. Πὸ ῥΕ 
ΑΑμὰ ΜΗΓ μαμα μΝε  αεπα κ] 
και ΠΜΓΗ -- ΜΒ -ᾱ ΜΓΟ --- ΜΑή -ἅ-ης 13] 
τα τρίγωνα εἶναι μαι οργάναή. 
Ἔπστε 
Β  ἅ αω ἃξ ΑΝ 
Μο μὸ Μ ΜΕ ΜΑ 
-ᾱἲ-Β Λιν Α 8 Ἐ δν 
πππε απ ΜΕ μα με μα 
ΑΓ ΔΕ . υ 
παπι τη αώὸ ΔΗΔΗ -- [ή 


μετα αμα, Εν Ρημόφ σπε Απόζαιξη Τα τρίρινα ΜΛΑ και ΜΗΒ. εἶναι όμοια ἐκ 


[ΜΑ]: ΠΜΒ] 
Ἠβ. ) 


5 ᾱ 
ΜΕΓ 5. ΜόάΒ 5 το Ἔττς, δι - ας Ἰ μαι Αα Κ) επομένως; ΜΑΞ Προ 


Αεήμησα τς ὀυρός ων μα μαίων ἰμανυσμάπμν τΈτραες 
ώσετα ἆδ, ΔΤ, ΕΤ, Μὸ, ΜΕ Μᾷ να εἶναι Βετικήἡ, Ἐπωμέ- 
Ἅμος η [ΠΠ] γράφει και 
ΒΓ ΑΒ ΑΓ 
μᾶ ἩΜό ΜΕ 
ὑπ μ Τ 
ΑΒ η ΑΒ ΑΓ. 


τος ΜΒ ΜΜΕ 


| 

΄Ωσπε η (1) απαβεήκτηε ἱματά τη βαάρκεκι της αημπειξης . 
! 

ἓ] 

μ! | 


-4:ΑΒ:ΑΓ  4Βῦω ΔΕΗ, 


τη τετρώπλ ευρο ΑΒ ιακύει τὸ ἠρώρηρια του Πτοιεμαίσι 
Δηλαδή, 


(ΕΗΠΠ (ΜΑ) -- ΑΒ) «ΙΜΓΙ  ΙΒΜΙ ΑΠ -- 
α: (ΜΑ) «η: (ΜΓΙ Ε (ΒΜΙ β - 
[σα . (ΜΑΙ -- [ντ (ΜΓΙ «επ -βξ - 
αὖ «(ΜΑ]) -- γ) « (ΜΓΗ  (ΒΜΙΗ - βὲ η 28Υ ΙΒΜΙ (ΓΜΙ -- 
Ἡ ΜΑΙ) -- ἀβν " (ΒΜΙ ΙΓΜ) «- [ή ΜΓΙ --(ΒΜΙ. β - 
αἳ :(ΜΑΙ -- “Εμ μια -- 
αἳ «(ΜΑΙ'  4βγ ΙΒΜ) ΙΓΜ) - 


αὐσὰ {κ μ απ κ η ψΕΒΕ και ως Ἠμωσόν 
ΔΗ ΑΓ Ξ Βν Ξ μα 


σε κάθε τρήγωνα, 


Δπεπηρίνμπη: Έτη Ἀύσπῃ ὅπως ἁκτοηνε ἴεν ἐπαν αναγκκή τῃ 
χρεσηι αλεβρπκ» ποσα, λθνει κύμα να εκτ ὧτι τυχεήα 


σηµεία Μ του τόξαυ Β΄ προβάλλεται σε µια απὀ τς ΑΒ, ΑΓ 
σε ετπυτερπκό σηµεία μαι στην ἄλλη αε εξμπερικό στην προ- 


ΕΙ Ην 
ὑΜΒ] μμ αμα) - ΠΜΗΙ ΙΜΓΙ (ΜΑΙ 
Επειβή ισκύπι βΥ -- ΈΒ]]α 


ἠάρεμη σπκκε η ὐῤήμαα πως ο μαμά ρε εσια σε αἳ ὦ μα. 
ος ΜΗΙ (µΠΙ ΜΑΙ 
Ἔστω Λεππάν Α΄ τα αιπιθηπιετρπεύ τος ματι πια 
8Η 
Α΄ Ε ΒΓ. Τότε αυ Μ Εξ ΒΑ’ τότε τα χνας τος Μ στην ΑΓ μὸ παπφασφε ος ο ον σα - ., 
εἶναι επιατερικἁ της σηµείο, της ΔΕ εξωτερικά, Αωτίβετα αν ΓΜΒΗ ΙΜΓΠΙ ΜΑΙ’ ΜΒΙ (ΜΠΓΙ 
Μ ΕΚΕ κα η πρέτιηπη αποείχτηκε. ἡβ αἱ 4Η ΠΟ 


--. -----τ-ττ Ἡ Β---ττττ-τ -- 
Είναι επίσης φανερή αυ Α’ ΕΕ. ΜΗ ΓΜΤΠΙ (ΜΑΙή (ΜΒΙ (ΜΓΙ 


. Αβπιπαηὂόης ἑῶα Ἀύπενα ΕμεπεώονμηςἩ 


Ση όση; Γκι τήν απώδεξη της Ὀπιουμένης αννααπκής ἄγεση; μι ποτ ας 

Βα εωπημπήσω τη) παρακάτω πρόταση, 3Η 

Η απύσπταση Μδ, ενός σημείου Μ του κπύκλσα (0, Εἱ : 

από µηι τωκαία πορσή ΑΒ που κώλο; 0, Βἰ εαν [ση θέα βρε ὕπρ ρκ 
ο ε ’ Εμ Βι1. 1ΒΓΥ ΒΤ]α 

µε -- Μα ΙΜΔΙΜΕΙ ΜΕ  ΠΙΜΔΙ (ΜΕΙ 
Β Α. Οπκάνομοα {δα Ἀόκεια Αθήνας 

Ειδικά βραβείο Γειαμετρίας 


μμ πα πμ ΒΑΓ και ΓΑΔΑ ασ’ ἕνα 
αρθογώνια παραλληλόγραμμο ΔΕΓΟ τέµνουν τις πλευ, 
μὲς ΒΓ και Γὸ ατα σηµεία Μ κά Ἠ αντήσποικα. [Μα 
αποζηπχτεί ὧτι: 


ἠύπη: Ἀπὸ τα ἴα Βπώρημα των δικατάμινς (και αφού πρκσ- 
πππιμε κατά μελη! ἔκσυμε: 

μη ΝΑ ΛΗ ΛΑ ΛΗΤΑΔ ΛΒ4ΒΓ 
π  Μ ΑΓ ΑΙ ΑΓ ο 


ΑΕ ΕΒΕ ΑΓ 5 ΑΗ -- ΗΓ -- 348 - ΗΓ ΑΓ: ες 


.- ΔΕΗ ΕΓ 5 ΗΠ 


Εμ: Επι Αι Ἡ τέτδια ὡστε- 
ἡ Ανα βΕΑ, τότε κ/αβ Ε Α 
1Έβ κας β, 
Ἡ τ] 
Μα αποδειχτή ὁ- ΣτΕ β 
Λόση ὕ αξΑβ -- αλ. 
Πράγμαι αξΑ ΑΛ 1Ελ- να: Έβ- να ΕΛ 
κ. . 
ἤ αΕΑ - αἲ ΕΑ π νΕΝ" 


ια 
Γιαν Ἰ πρακύπει αἲ ία Ἐ Α αληθής ἱπρώπαση Τ], 


ἃ 
Ἔστιω πιως ναχύει για νΞ κ, δηλ. Σ Ε Α, Τότε απὀ την πρό- 
ταση { 1] πκήρνοσμηµς: 


[Πα 1 
[ντ ελ [ἳ] 


μπα ῃ πρόταση ισκύει μαι παν κ τῖ μα η 1] απωδεῖ- 
Άτηκε, 


1 
8! 15 ΕΑ ἨνΕΒ" (σιύει λόγω της (1) αφού 3 Ε ΑΙ. 
1] 


4 αἳ ΕΑΞΑΠΕΑ ην ΕΙΝ" 


κ. 


Εαςοξξ ΕΑ ο αἲἳ ΕΑ 


Μ. κ 
Έχουμε 17 ΕΕ Α μαι ππὀ την πρόταση ) 35 ΕΛΑ, 


"Άρα μαι 
Μ 1Η. ΗΕ να] 
5 «ο. ελε [σ ελ «ελ εα 


μαι ῃι [4] απεηρείκτημε, 


πι πι ν.Ἡ, 
ει 12 ΕΑΛΞΑΣΕΑ κιν λΕΒ" [ήλΞύ. 
Γωτ ἃ Ξ ἡ πὔει ὅπως μπα ια ξ Ἰ (πρώταση [31], 


κ τα "κ τα" ἥκ)παΞξΣ 


Εὔτιη πως μακύει γνε ντ µε ΕΜ", Ρηλπβή 


η 
5ΞΕΕΑ - ον ελ 


Άν όροι γω κλχωωοως κ. ν Ε ΕΙ σα 15 Ε Α θα δάδω 
ποστα 
ὅτι 1 ΣΤΗ Ε ΑΒ, ᾿ 


Πράγματι αν 5 Ε Α τότε σύμφωνα µε την υπόθεση γης 


απαγιγής 1533 ΕΛ. αύτε σύμφωνα µε την (19 ΕΑ 


Εκ η (π] αποὔείκτηνκε. 
μη 
Έλι Εείξω τρ ὅπι μπα 


α 
Ἐθμήμωμα µε την [3] κοόει 233 Ε Α. Ἑθμφωνα µε την {δὴ 
αλ -- 808, 


οσα) ο ῃ ετ .. ΕΑ 5 


Φ.ΦΙΗ 
- ΞΕΣΕΑ ο Ε 
κει 
ρα αύμφωνα µε την [4] 11 Ε Α μαι το ζητούμενο -σπο- 
Βεϊχττικα. 
.. Βήμενασήσης (εν μίηεικ Εημμελἠκη 


Γ΄ ΑΥΝΕΙΟΥ 


81: ία βρεθούν ὄλες ος σσωαρτήσεις {: Ε --Β οι οποίες 
υκνηπεμοήν τη αὐωβήκη; 
Σεκ τν αν] τα" ἡκ] Ε β : ἠν] - ἡκνὴ, 


κ νεβ ὁπουα βΕΒ µια] -- αν β -- β. 


αλόη: 

Έτη σσυβήκη [κ - νε κμ]ι τα - "κ β - να -- "κν], 
περ { 

Βέτα κ ντ ἤ κε ἔπκι 

204 0- ὕ απ ΒΚ υ-ο 5 


ο ο ο τ. 
-- Πή] -(α - - 1) -- ᾖ -- ῄπι - ὑήατβ-]-υ 


Αν ὅμως, 
α-β-14ὰ0 .β-]- αήπσα- απβ-β 5] 


Ἠνετον, 
αἱ -ανβίβ- 1” αἱ μἰ τσι κιν. 
οὗ -- α τό {1 -- αλ « ἰ-- αἱ ὁ- α΄ --ατὲ αἱ -- 
παπα, υμεπιας ΒΗΙή -- ᾖ. 
ἛἜπτω πάφηι ὧτι υπάρχει κα εξ Η µε καὶ σὲ ἤ, 
Ἐτην (1ἡ Βέτω κ 5- κα και µ Π µιη ἔχιη: 


Σ(κα 0 θα. Πκε) - β Η0)  Η - 
κι) α. Πκ Ἔὐ κο ΠΗΞΟΙ 5 
[ή 3 0ἱ 


ομως σί--., ση παίρνω, 
πι 
ΜΗ0 πι Ἔ Όιξ α" Π0ἱ -- ῇ- κ - Πή 5 
--. ΣΗκο) 5 β" Ηκα -- ΕΞ2. 
Αυτώ ἅμως εἶναι ἅτοπα για 


αξβΞΣ - α-αΞξβ'-- β. 
Ἐπνεπώς ὄεν υπάρχει κι Ε Β µε [κε] σὲ Π και η μόνη 
συωάρπηση Γ: Ε -- Βπαυ ιµαωποιεῖ τις 1], (5) εἶναι η 

ἠκ]Ξτ, πι ΕΠ. 


Γ, Πβρημμηξζής (ασ ἠώπεια Επεσσαλκννίκης) 


εἰ; ὄππται μαυσνικό Ἰβῦήπωνα στα επππεῦς µε µαρυφες 
Αν Ἆπν εωων νο να βρεθεί α΄ γεωμετρικάὰς τόπος τιμη 


πημήω ΜΑ ττµα εππιοθυ τποπωυ εωστε: 
ΜΑ, -- ΜΑ. Ε ... «ΜΑ ες 19ΕΠ. 


2/0Α, -- δλ, ο ὅλο -- αι8, -- δν δω κε. 


οΆ, -- Α.Ε.Ε ολ, Ξ 08, -- 8, 8 

Καὶ πήσης, παπά τον [δια τρόπο προκύπτει 
ο, α- 08, Ε.Ε Εξ ᾱλ/ ολ -.. Ελ 
Απά τις (1) μαι (8) 
- Οι Άι Ε.Ε ολ, ολ Ε ολ εις δι ἱ 
Επειδή το Αδη νο. ον εἶναι μνοφκὀ νφωνο μα ἳ το κενρο 
τας το ι μεί πόνω, ατηω Αι. Αρη 

 Ολ/ΞλΟΑ, µε Άν 1, 
"Αρα απὀ [4] -- 
ΟΑ, -- οι ης... ὄλις 0,  λζλι-ς ω.. ΕλόΑ, - 

(1 -- 11 (0, ος. Ε ολα Ό 

Επεή ὅμως ἡ πὲ Ἰ εμας 

δι σΆι ης. - αλ 


Έπην προνειµένη ππρίπτωση του δα  ρώνου, αν Μ σηµεία 
ται γεωμετρακπᾶ τάπσα, εἶμπει 


ΜΑ, ΜΑΝΕ.. Μις -- 191 -ΜΟ --μλςολ.. ὄἈμήὴ 
-- ΜΑ, -- ΜΑ; ή... 4- ΜΆμηπ Ξ- 1ΡΊΜΩ -- ᾱ - 
ΜΑι 4- ΜΑ, -- ... - ΜΆιασ Ξ- 1 ΜΟ 


Για τα σηµείο Μ ατύει 


ΜΑΙ - ΜΑ: -Ε ... - Μλισπι ες 947 
198 μοι 1 5 
Μο κ ΜΟιςΙ 


Ἐπωμένιως το Μ σνήκει στον Μμκλωή, βίσμο µε κὔντρς Ὁ, τὸ 
μέντρα ποπι Τβ η μμώται, μπῃ αητίνα Ἱ. 
νόρρω Ἱσοήμπαμιύπη, μάθε σηµείο του πυμλιμοή αὐτοῦ Εὐ- 
Επαμέσως, α Ὑπωμετρικάς τόπος, εἶναι αἱ ηωκλικής Εήσκος πὲ- 
μτροπι οἱ και αμτῖνας ᾖ, : 


Β, Παπππύρηνο (Το ενα ΑΑήνας) 
ΕΠ. Ἔππω Α εἶναι η π πίναµας πραγματικών αριβμιν 
που πκανοποιε τη σχέσῃ Α΄ ΓΞ Α, όπου 1 ο µΟμαΒι- 
αἴος η π πίψπκας, ἵα αποβειχθεἰ ὁτι α πίνακας Αἲ', 
ὑπόυ ων Ε ὃ πάρω µόμο λα δυματὲς τιμές κο ὰ 
Βρεβούν οι τους αυτές. 


ση, 

ὙἨπολερήξω του πόµπµα Α΄ 

ΛΑ ΞΑ:-Α απ σού Α ΕΙΞΑ - Α-Α--ἴ 
ῥ ξή-η- ἡ - Αἱ -. ἡἲ --ᾱ 

-.. Α ξΞί-η- ὰἁ 5 Αἁ -ἁ-ἵ-Α κ ἁί---| 


Επεδή(-Εί-Πς [η] ι-υ-ι 
συμπεραίνω ὅτι {Πα 
Αρα ΞΑ ο ξη-Η] ----ἲ 
Επομέμως αυ ν ΕΣ μευ τ ᾖ τότε: 
ἵΙ ν.μ ΕΠ 
-ἲ υΞξὅὔρ-], αΕΝ 
Αν νε μεν τΗππεμτ πω ῇ 
και ΑἴΞ ΑΞΙΑ κ[-η τιν - 
ΒΕΒ ο ως ορ - ωξ-- ἂρ 


ΑΝ μα (Αη Ξ [-- μυ’ . 


ο μξᾶ, 
{-τμςαὔρ 1 ρΕΒ--ν- δα ΕΤ εν -ᾱμ-- | 


Ανω ἢ τότε εξ ορισμού Αἲ-- Α -- [ 


Ι να πε 
51 νξεβιὶ ϱΕξ 


Δηλαδή, ἃ πήνακας Αὖ' μπορεί υα πάρει μόνα Βίσα τιµές, τις Ἰ 
1] 


Ν, Παγπιππύρκη: (πα νὔμειε Ἀθήνα 


ΘΗ: Ἑσπωσι- ὃ πα αι πι ὃ μὰ ν Ἱ, ὃς... 


αινε] .. 


ἴα παω ἱ Π 
αἳ ὕα πηττεί το μι σος 


Βὴ πα υπηιληηστεί το 


Ἱ 1 
[πι [-- -Έ πως Ἕ------π-- 
απ τσι αι" σι " Πο... 
η 
απ Επιαι αι] ξ αὐΞξ αν [ει - δ -ᾱξ 
αἲ-ι--Δαὖ-ιἜ ὂ ανα [σι --ἱ { 3, 
ἡΜοωιά 


αν ἡ -αἲ ι [αι -- ἄἲ Ξ.., Ξξ ει πα. αἲ [εῖ -- 3] 


1 
Τάπε μι. -ᾱ[ - -- «Ε... 3 


[| 
ἡ ει Σ[-- ὃ πιώς 
πι Π: 


Γ΄ Γιμνασίηι 

Πρώτα βµαβείη 
Ι Αβηνά ἠήαρκυπούλαι, ἰο Γομνάσιο Μελισσίων, 2] 
Βωμής Μαρηαριτόπαυλας, ὁᾳ Γυμνάσια Βεραίας 


ο 18 


Δεύτερο ἠβαβείο 
Ε) Ανθμῥας Γουλές, 2ο Γυμνήσιο Αθήνας 3] μις. 
γυρίου, πα Γυμνάσια Αθήνας, 


Τµτὰ βραβείη, 
ἡ Κυριάκος Ἀουρδάκης, Αμερικάνικο Κολλέπα Αβη- 
ών, 11 Χρήστος Αδαμάρας, Κολλέπο Ανατόλια, 1] Λη- 
µήτριος Λημόπουλος, Ία Γυμνάσιο Λειβαδιάς, 4] Θεόδη- 
µας Ειηενίσι, Γιμνάσιο Ν. Μουδανιών, 3} Αικατερίνη 
Βήρσου, 20 Γυμνάσιύ Αθήνας, 6) Δημήτριος Μουρατί- 
ὕης, 04 Κάῑά Τούμπα Βεα/νίκης. 
Ἔπαιναι 

ἠ Γεάρμιος Μήτπος, 4ᾳ Γυμνάσιο Βέροιας, 1] Βασίλειος 
ἠΠελόκουλος, Ίο Γυμνάσια Πάτρας, 1) Αντώνιος Μπιλ- 
λρης, 2α Γαμνάσιο Καλύμνου, 4] Μάρθα Ἐταβάκη, 20 
Γυμνάσια Χανίων, 3] Αγγελίνα Κουραυμπαλή, Κολλέγια 
Αθηνών, Β] Πασχάλης Αναστασόπουλος, ο Γυμν. Βεα|- 

γίκης, Ἡ] Απύστολας Κακκάβας, Γυμνάσιο Ν. Πεντέλης, 
8] Νικόλαος Μόσχας, Γυμνάσιο Ν. Χαλκηδόνας, 3] Λυ- 


'. δία Τσιούκα, Γυμνάσιο Σοφάδων Καρσης, 1] Νικό- 


ἆπας Αλεξόπουλος, ἄα Γυμνάσιο Μαμίας, Τ1] Ειπγελα 
υκώκων. Γυμνάσιο Πολιηήτου Λέσβου, 
ΤΑ ΛΤΡΕΙΟΥ | 
Πμώτυ βµα[εία 
Ι) Αθηνά Ματέκυβας, 20 Λύκεια Ζαγράφου, 21 Γεύργιας 
ΜΙΧάΙ δᾳ Λύκειο Αρα, 
Δεύτερο βραβηίῃ 
Η Δημήτμης Ἐταβόπαυλας, ἴᾳ Λύκεια Σερρήν. 
Τρίτη βµαβεία 
Η Μιαήλ, Δοιῤκης, Όο Λύκειο Περιστερίου, 2] Μαρία 
Καραπαπάκη, 20 Λύκειο Νανίων, 1 Ανδρέας Σταλίδης, 
[α Λύκειο Καλαμαριάς Βεα/ νίκης, 4] Ἐλευβέριας Τιά- 
κας, [ο Λύκειο ΄Ανω Τούμπας Θεα/νίκης, 5) Κων/νος 
Λεριήδης, 20 Λύκειο Ηλιούπολης, ϐὴ Γεάργιας Καρακό- 
στης 10 Λύκειο Εορίνβου Τ Αργυρώ Χρισταφορήκη Εν, 
Πολυκ. ἠύκειο Αιγήλεια, 
Ἔπαινας 
Ιὴ Ἑταμάτιος Κούμτης, [δα Λήκειο Αβήνας, 1) Φοίβος 
Σούκης, Σχαλή Μαραίτη. 
Β΄ Λυκείου 


Πρώτο Βραβείο 
Γὴ Χρήστος Αβανασιάδης, Ίο Λύκεια Κάτω Ταύμπα Θεσ/- 
νίκης, Ειδικό Βραβεία Γεωμετρίας, 
Λύτερα [μαβεία 
ἡ Ευάγγελος Μουρούκυς, Λύκειο Κοντοπεύκαυ Αττικής, 


Τρίτα βραβείο 
1] Αντώνιος Οικονόμαν, 15ο Λύκεια Αθηνών και Ειδικό 
Βραβείο Γεωμετρίας. 
Ἔπαιας 
Ἡ Δημήτρης Μαυροειδής, 56 Λύκειο Ἁανίων, 2) Γεώργι- 
ος Παπουπσής, Γερμανική Σχολή Βεα/ νίκης, 1) Αλάξαν- 


ὄρος Λαμπρινίδης, 20 Α. Κομοτινής, 
Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


Πρώτα βραβεία 
Ιὶ Ιωάννης Ἱβρισιµτζής, 3ο Α, Καριλάσυ Θεσ/νίκης, 7] 
Δημήτριος Καντακήστας, Ία ΛΑ. Τρικάλων. 


Δεύτερη βµαβείυ 
[] Νικόλαος Παπασχύρου, Το Λ. Αβηνών, 2) Σωκράτης 
Βαμβήκος, Γερμ, Σχολή Αβηνών, 3] Ἐτόφανος Παντέλης, 
[ο Α, Σερρών, 4] Νικόλαας Διαμάντης, Πειρ, ΑΛ. Παν μί- 
αυ Πατρήν. 


Τρίτο βραβείο 
ἡ Ηλίας Κακιόπουλας, 20 Λ. Καρδίτσας, 


Έτσινος . 
ΙΙ Αντώνιος Παπαντωνήκης, 20 ΑΛ. Ἁπνίων, 1] Δημήτριος 
Τμαπέρας, 4α Α., Πωαννίνον, 1] Παναγιώτης Μπαζιώτας, 
10 Λ. Γρεβενών. 


Επαωιάζσομε µια νέα στήλη ας Βόμαπι Οωμεπάξων | 


απὀ τους µαβητές της Ελληνικής ομάδας και περιµέναυ, 
µε λύσεις γα δημοσίευση. Σ΄ αυτό το τεύχος πρατείωει ο 
κ. Ταμβάκης” 


1) Ἔνα τετράπλευρο ἔχει την κπώτητή: το ἀβροναμα τιν. | 
αποστάσεων ενός τυχαίου σημείου στο παωτερικό του | 


από τις πλευρές του εἶναι σταβερό. ύα Βείξετε ὑτι τὸ 
τετράπλευρο εἶμαι παραλλπλόγραµµα. 

) Αν κι Έ κιν -- ἴκι Ε κι)” ων Ἔ (πα Ἔ κι] 5 

να Βρείτε τη μέγιστη τιµή της ππρκάστενσης 


αι -- 11 Ἔ .., 


Ἁ] Μα Βρείτε τα 


. Ἔ πηπι 


Ν τή 

4] Μα λώσετε τη ὁμοφαντική εξίσωση: αβ -- αἲ - β, πω 
ν οριομένος Βετικός αµέρανος, 

«5] Δίμετα: ευβεία [εἰ μαι να σηµεία Α, 8 εωτής ατήςς ματι 
πρκας το [δα µέραστης, πα βρείτε σημεία Ε της [ε] µε την 
ιδμώτητα 
α] τα ήβραισμα ΕΑ΄ -ἵ- ΡΗ᾽ εἶναι ελάστα 
Β] η {ε] απανάβει από τον περιγεγραμµένα κύκλο του 
τρεγώνος ΑΒΡ χορδή μήκους ΑΒ, 


Σοιητής στα Α΄ ῥτος του Παωππστημίαι Αβήνας Βαλησυιουή. 


ντε; [ἠβήνσή μαι Ὀδυμππονήκης του 198 ἠΜαὐβα], 


6] 'Έστω µ περπτός αµέρσιας. α ἔήξετη ότι υπάρχουν 


άπειροι σύνθετοι της µορφής υἱ --κν ἕ Ἰν ΕΙΝ. 
τμ 
14Η/ 


7] Ὀρίζαυμε [κκ -- [κ]. Να βρείτε το 
Μπωμρείτε να µάνετε γεύση; 


Β] Εεωραύμε την πεπερασμένη ακολουθία Φυσικάω 
αριθμών αι, ας, ο. αν (ν ας Τα πο εἶναι αὐξαησα αριθµητι- 
κήπρώσδος. Ορίζαυμετην εξής πράξη: ῃ σπολοβία των 
ν αριθμεί αι, αὖ οι. αν αυτυκαθπήπαι απὀ την ακαλο- 
θέα ν-] αριθμών αι {αν αι Ίαν, ..., ἄν αν. 

Εν μυς αυτή τη πράξη υ-] φορες αρκίζουτας µε 
την απαλαυβήα αι, αἩ, -.ιοι αν Ματαλήγοιαµε αε ἔνσν αρι- 
μᾶ. πα α αριημός αυπός εἶμαι ο 1981, να προσθαρίσετε 
πλήρως την αμοαυία αι. ΠἩ, οι, νι 


ϱ] ία απωπείξετε ἀτιαυ Ἐκ μΣήΕΒ:- μπι 
κε - ναί -ἵ- μι μεις ή, 
τόμ κ Γης ιο αμα. 


μή Τὸ περήκρς Ο ευ τετραέβρου ΑΗΓΑ βμίσµεται στο, 
εαωτερικά του ΑΒΓΑ. Ον ευθείες ΑΠ, ΒΕΟ, ΓΟ τέµνουω 
τς ὕπρες ΕΓΑ, ΑΓ, ΑΕΔ στα σηµεία Αι, Βι, ή 


ο απο αὃ, 


ΔΑ, ἜΒ. ΓΓι 
πετράεδρὀ εἶώση ασεδριµή. 


11) Η ακαλοαβίήα [αν] εἶναι αριημητιμή πρόσκκας µε Βµα- 
Φορ ὧν ενώ ῃ απολουθία {ηµαν] εἶναι γεωμετρική πρὀο- 


δα, 
ἵνα Βείξετε τι 


στοκ... Αμ να ξκάμιεόντο 


ωΈμπκεδβδ, 


Ἱ 


Στην ὅβη Δ.Μ.Ο. πήραν μέρας 4δ χώρες και 
κάθε µια απὀἀ αυτες πρότεινε θιάφαρα προβλήµα- 
τα. Ἡ χύψνα µας πριέπειωε ᾱ. 

Μετά το τἔλωας της Ολυμπιάδας αι Εποραιυ- 
τὲς, δεω ἔδωσαν στις αποστολες τα πρωταβέντα 
Βεματα. 

Γνωστά μαθηματικό περισθικά τος Εσαυσδά 
Βηµωσίευσε µητ επιλογή απὀ 53 Βέματα, ανάμεσα 
στα οποία και τα 4 ελληνικά. 

Αμτή την επιλιαηή πορουσώζσυμε Εἰμώ, µε την 
ἴδια αεικά. 
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. ι 
[] 

ΑΥΕΤΡΑΛΙΑ 
Ι. Έστω κι, Ἡπ, ιν ἂν ακέραι κα ϱ Βετι- 
κός ακέριπας µικρέπερος του ν, Εήπουµε:: : 


πιΈπι Γκι Γ... Ἔ Ἡρι Τι Ξκρμ Κρις οι. τν, 
Βη Ἐκ) χι... Ἔχρηῃ, ιτ κρις ἜκριατΕ... Ἔκι, 


Ὃν κι Γκι... Γκρι, ΤωςκρΈἉρει Γι Ἔπν-ι 
(όπου μετά του αν βρίσκεται α κι], 

Ἔστω τώρα πια, β) τα πλήθος των αριθμών { 
για τος οποίους ο ὃν δίψει υπόλοππα αᾱ κα ἃ Τι 
Είωει ππιάφναπτα Β, συ θιπιρεβούν µε τὸ ἃ, 
όπου ὕ τα, β - 3. 

ὕα δείξετε ότι σι αριημοί πη1, 2] και ππῶ, 1] 
εώσι ιοούτιάηπιαι ας πρεις 3. 


ὃ, Αν αι, αι, αν Βι, βᾳ, Βι εἶναι Βετικοί αριβ 
μοί, νὰ Βεῖξετε ὅτι 
[αιβ -- Βι] Τ α-β» Ἔ βμαι Τ αιβι Ἕ βαν] κ. 
5 ἡ [αιὰ; - αγά;  αναι) (βιβι -- βιβι {- βιβι) 


κά ὅτι τὸ σου ασέδει αν κα µόνο συ 
σι Ἠ ο ἂν 


Βι  β βι 


ἃ. Ενα τέλεια ανημάτεμα µιας θεσμίθος καρτ, 
που ἔκουν θπαξη ᾖἸ, ὁ, ἂν ων ὃν Τηὸ Ικώνει 
νυν ο Ἱ, ἓν ν  ᾱ, ὃν ων να π 1, ὃν δηλαδή τα 
χαρτιά ποια αρχικά εἶχαν τς ν πρώτες Εήσεις, 
μετοακιρούωται στης; Εδσεις ἃ, ἃ, ὃν ων ὃν Εν 
τα υπόὐλὀιπα ν παρά στην αῤημή διάταξη, 
πιήρνουν τις Βέσεις 1, ἃ, ον ων ἂν π- 1. 

Να ὀρίσετε τον αριθμό ω, ὥστε μετά απὀ ων τὲ- 
Ἄεια σωήματέµαπα, αρηήζαντας απὀ τη διάταξη 
ᾱ, ὃν ων ὃν να ξαναγυρίσουµε α αὐπήν. 


4, Εστω Κι, Κε, ι τρεις κύκλοι µε κέντρα Ον, 
ὤ,, Ον αντίστοιχα παν τέμνονται στα σηµείο Ε. 
ἛἜστω ότι αἱ κύκλοι Ἡι, Ἡ] τεµνουται στα σηµεία 
Α, σι α, Μ. τέµνσυται στο σηµεία Β. καὶ Μι, Μι 
'στα σηµείο . Ἔσω σηµείο του Ἡι, Συμδου- 
µε το Ἀ µε το Α και η ΧΑ τέμνει του Η; στο Ψ, 
ενὺ η Χς τέμνει τον Μι στο ᾖ, 

ἡ Να Βείξετε ότι τα ᾱ, Β, Ψ εἶναι συνευβειακά. 

[] ἵνα Βείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου δςζ 
είναι µικρώτερα ἡ ἴσα απὀ το τετραπλάαιο του 
εμβαδού του τρυώνου Οο/Όν, 
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4 


ΒΕΛΙΠΙΟ 


Ι. Αν ἰ (0, οἱ -- Π εναι µνι συνάρτηση µε 
την μότητα 


[η] Ξ{ ῳ γνα κπάβεκ αῇῃ, 
να δείξετε ύτι υπάρχει µια συωάρτηση 


μ. [α, ο] --Ε 
{τετοια ἠατε 
κ 
µ σ]πκώ, για μόβε κ -Ἔ ἤ. 


1, Μα βρείτε τη μικρότερη Βυνατή τιµή του Φι- 
σικού αριθµαύ.ν, ώστε α αριθμός υἱ να λήγει σε 
19Η7 μηθενικά, 


ΓΑΛΑ 


1. "Εστω τι, Τὰ, ουν ἓν πραγματική αριθμοί, τε. 
τοῖσι ώστε; 
ἡ «οτι εν τι αν ο. Ἐν τς Ί. 


Ία ἔείξετε πι: 


ο μα κα 
ᾗ τω] [ς ... κ. ᾗ στ Ἕ 


απο, 


απο 


ὦ, Εστω τιν. ΔΕΓ. Για μάθε σηµεία Μ του τµή- 
µατος ΒΙ ορίσυμε Β', Γ τις ορθες προβολέες 
του ΜΜ στις εαθείες ΑΓ. ΔΕ αωτίστοιχα, Να βρε- 
Βούν τα σηµεία δ, να τα οποία το μήκος τη; 
Β΄'Γ΄ γίνεται ελάχιστα, 


3. "Έσπτιωι αι, ας, αι, ι, βι, β,, Ἶπι πι Ἰ Ἡ βε- 
τικοί αριβµαί. 'Ἔστιω: 
--Ἡ .- αιβηη, ο εὸ αιβι, πι -ε αιβήγ; 
Τι αιβήή:, Τι Ξ σ1βι γη, ΤΙΞ σιβίγι 


Ὑποβέταιμε ὅτι τα σώωιδυ 
δι, ὦ, Ὁ, Τε, Τε, Τε] 
ἔχει το πωλιώ ἔπμα στοικεία. 
ἣα Βείξετε ἅτι δι - ὃν Γ ῶνΞξ Τι Τι Τι. 


4. Ἔπω ΑΗΓύμΑ Β΄ Γ) ἔνντ παραλληῤετή- 
πεβο {δχ. 1]. α Βείξετε ὧτι; 

ΑΒ’ -- Αν" ᾱ- ΑΓ ες ΜΒ -- Αθ - ΑΑ’ --ΑΓ”, 
Πότε ισκύει το ἴσου: 


ΜΕΓΑΛΗ ΒΡΕΤΑΙΠΝΙΑ 


1. Μα δείξετε ότι αν η εξίσωση 
η -ακ ΓβκέΓγῆ 
ἔχει όλες τες ρίζες πραγματικές, τότε αβ - 0. 


3, Ὁι αριθμοί ἀν, πι] που ν, πι ακέραιοι και 
πι  πιστν, ορίζονται απὀ τις σχέσεις 


ἀν, 0) τ- ἄν, ντ 1 ἵνα κάθε ν 8 ἢ µαι 


η " ᾱ ἕν, πα] Ξ- πι " ᾱ {ν -- 1, πι) 
Τ [ὃν πι) α (ν -- 1, πι 1] γα ῦσ πι ν, 


Να Βεξετε ότι ὂἱ αριθμοί ἆ {ν, πα εἶναι ακέρανη. 


8. Να προσδιορίσετε του ελάπστα πραγµατικό 
αριθμό ο που ἔχει την ιδιώτητα: Για κάθε ακα- 
λαυθία [ή Βετκών αριθμών, τέτοπον ώστε 
Κι -- Χι -..Χνς Χνη, ΥΑΥνΞΊΙ 28... 
είναι 
ν Κι Ἐν Χς Των ἂν 5 ον Κι ΓΧι Γι. Κυ 
αν, ἃ,.. 
[ο ο εἶναι ανεξάρτητος απὀ τους Χι μαι του ν]. 


4, Να προσδιοριστεί, µε απὀδειξη, σηµεία Β' στα 
εσωτερικό οξγωνίαυ τρ ώνου ΑΒ, για τα 
αποίο το ἁβροισμα (ΒΙ΄ -- (ΜΥ «Ε (ΑΝΙ’ γί 
νετα ελάχιστο, ὁπου {., Μ, Ε τα ἵκνη των καβξ- 
των ἀπό τὸ Ρ στις Ε., ΓΑ, ΑΒ αντίσταικα. 


8. ἵα Βείξετε ὅτι αν γι τους πραγματικούς 
αριθμούς κ, ψ, ᾱ νσχύει; 
κ Εν Εαστδ τε κτνΈσεκησ--ὃ. 


ΕΛΛΛΑΑ 


1. Επεωρούµμε το μαυσνικό 1948 /-γιανο θιμόη. Ἀγαατ 
µε κέντρο Ὁ. ἵα Βείξετε ὅτι το ἀβροισια των 
Βιανυμάτωω που ἀνήμουω σε κάβε µατάδληΝα 
υποσύνολο τὸ 

ΜΞ ΙΟ: 1Ξ 1, ὃ, οι 19811 
εἶναι µη μηδενικό, Δ. Κοντογιώννης 


2, Να λυθεί η εβὔσωση 58" Ξ 16 -- ΗΤ., 
όπου κ, ν,ΣεΕ δ. 
Β.. Μπάλης 


ἃ. ὕα µατασκευαστεί τρίγωνα ΑΒ; αν Βίνοωται 
η πλευρά του α ΒΙΟ, η αµτίνα Η του περγε: 
ὑραμμένου του κύκλου [58 5 αἱ και η διαφορά 
ο] --μ. όπουετ ΑΒ και ὃ-- ΑΟ. 

ΘΑ, Καντομάννπες 


4. α Βείξετε ὧτι αν α, ἃ, 5 εἶναι τα µήμη των 
πλευρών ενός τριγώνου και αν ὅγ-α ΓΒς, 
τότε 


αἳ μα οἳ ελ. 
η. ΓΕ ο, μ-ὶ 
πλάνα ον εν 


η]. Γ. Τζνεζιφας 
ΟΛ ΛΑΒΜΔΙΑ, 

1. Αν δίνονται 5 πραγµατικαί αριθμοί απ, Ἡ, ο1, 
δν, αν να Βείετε ότι μπορούμε πάντοτε να 
βρούμε μ᾿ πραγματιµαύς αριθμούς αν ιν πι αν 
νι που να πιαπνοποιούν τις παρακάτω αυνβήκες; 


(ᾗ αν εἶναι ακέραιος γνα κάθε Ἱ, 
[π] αξ [ας [ας ἃ σι - . 4. 
2. Ἔστω Β σηµεία στο εσωτερικό του τριγώρλου 


ΑΒ. Φερουμε απὀ το Β εωθείες |, πι και η κάθε- 
τες στις ὥΒ, ΒΡ και ΟΡ αντίσταικα. Μα Βείξετε 


΄. ότι αν η | τέμνει την ευθεία Βζ στο , η πι τὲ- 


μνει την ευθεία Αί. στο Η, μαι η π τόμνει την εἰ- 


'. Βεία ΑΒ στο ᾱ, τότε τα σηµεία , Β κι 5 εἴωάι 


σονεοθειαμιᾶ. 


ΟΥΤΓΑΡΙΑ 


1. Ὑπάρχει σύνολο Μ. στο συνήθη Εὐκλείδειο 
χώρα, τἔταια ώστε για κάθε ετήπεδο σ, η τομή 

ς Μα 
να εἶναι σύναλα πεπερασμένο και µη κενό; 


Σ. [ἡ Ας ποβέπουμε ὅτι Μ.Μ. ΑΔ. πι, κἰ Ξ- Ἱ. 
ἵα Βείξετε ὅτι υπάρχουν αμέρσιοι αι, σι οωιι ἔσι 
μαι ι, Ό1 ως δω τέτοιοι ὥστε κάθι γινόμενο αἷν 
ᾖΞ5 1, ὃν οωνπι, ΊΞ 1, 5, οι. κ) να δίνει διαφο- 
ῥετικό υπόλαπτα, διαιρούµενο µε πι, 

(] Ας απαθέεσαυψε ότι Μ.Μ. ΑΔ, (πι, κλ 1. Μα 
Βείδξετε ὅτι Ὑνα αποιουαδήποτε ακέραιους ᾱι, αι, 
μ.μ πι καὶ Ὁϊ, Όὰ, ο, Ὃν πρέπει να υπάρχουν δυα 
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γινόμενα αν και αν [, ἢ σὲ {5, "] που να 
αῴήνουν το ἴδια υπόῥππο ὅταν Βιπιρούνται µε 
τι ]ς. 


ΙΣΛΑΝΔΙΑ 


1. Ἔστω δι και ὃι ὃυα σφαίρες µε θναφωρετικὲς 
ακτνες, που εφάπτουται εξωτερικά. Όι σἠαίρες 
Βρίσκονται στο επωτερικό κώνου {, και κάθε 
αφαήρα εφάπτεται του κώνου κατά Έναν πλήρη 
κύκλα. τα εσωτερικά του κώνοων υπάρχουν Π 
ατερείς σφαίρες τοποθετημένες σ᾿ ἕνα θακτύλιναν 
µε τίτοια τρόπος ώστε κάβε στερεά σφαίρα εφ- 
πτεται του κώνου Ὁ, και στις σφαίρες Ὦι πι Ὦᾳ 
εξωτερικά, ὅπως μαι στις δυο γειτονικές στερεξς 
αφκήρες, Πσιες εἶναι οι δυνατὲς τιμές του ῃ; 


2. Πέντε Βιαῴαρετηκσή αριημαί επιλέγονται ἔμαβο- 
χικά και κατά τυκαία τράπο απὀ το σύνολα 
[1 ὁν κι απ]. 

θμείξτε ὅτι τόσο η πιθανώτητα να ακηματίζαυν οι 
τρεις πρώτοι αριθμοί αριθμητική πρόσδα, όσο μαι 
η πιθανύτητα να σχηµατίζουω και οι πΕνυτε αριθ- 
μοί αρηµητική πρώσδα (και στις δυο περιπτώσεις 
µε κατάλληλη διάταξη των αριθμών], εἴναι µεγα- 


--ηδ 
Ἀάπερη απάὀ πα τηλ 


ΜΑΡΟΚΟ 
1. Εστω Βι, Θὲ, ων, Βπ πραγματικοί αριθμοί τέτοι- 
ος ὥστε,  Πημθι - πμ; -- ... ἵ- πμ  ᾖ. ι 


Διείξτε τι; . 
ημῶι " 2ημθ: {- ο... Ἔ τι" ἡμθπ] ες π] 
ὅπου [α] το αμέραια μέρός του Ἡ, 


2. Ἔστω { σταβερός μύμλος στα εππεβο κα | 


ἱαταβεμή ευβεία πόν τέμνει τὸν -, Ας υποββσου- 


µε ότι τα Ει, Β], -., Εσ εκτ μαβορισμένα σηµεία | 


της [ τέτοια ώστε να υπάρχει κάποιο πολώγιώσο 
Αι, Απ μον απ ευγεγραμµενο στον ϱ για τα 
απαία το Βι Ώα αωήµει ατα τµήµα Αι Αμ γιὰ 


ἵ  ὃπ και το Ῥο βα ανήκει στο ΑοπΑι. ἵα Βεί- | 


ξετε ὁτι αυ νι, 91, ων οπ ενὰι ειγεγράαμμενᾶ 


στου ὁ, πολύγωνο, για τα οποίο τὸ Βι ανήκει 


στα τµήµα ήν για {-ς ὧπ, τότε τὸ Β) βα ανή- 
πει στα τµήµα Ἰαλ]. 


ΠΟΛΩΝΙΑ 


1. Μα βρεθεί ο αριημός των διαμερισμών του | 


συνόλου [ἱ, ἆν ιν π]. σε τρία υποσύνολα Αι, 


1 


Απ. Αν, μερικά απ᾿ τα αποα µπορεί να εἶναι ΜΕ- 
μή, ἔτσι ὥστε να Ιπσπωσποναύώται οι αμάλαυέες 


Ι. συωβήκμες: 


(ἡ αὀσπώ τα στοιχεία καβεωός υποσιρώλισα δ- 
ατακβαύν µατά αὐξουσα τάξη, κάθε δυο Βωπβσχι- 
κά (ποηχεία καβενός υποσπυνυάλσυ να µην Εἶνατι 
ισοὐπτάλαπτα πας, 

[π] αν τα Αι, Α;, ἂν εἶναι µπ κενά, τώτε σε 
ακριβώς ένα απ᾿ αυτά ο ελώωιστος αριθµός εἶμαι 
άρτιος, | 
Ἑημείωση: Ένας διαµερισµός καθαρίεται απὀ 
μιά οκογένενα σιμόῥωυυ Αι, ἂν, ἂν τετοιως ὤμστε: 

Αι ο) ὄᾳ ω Α; 5 ΠΠ, ὃ, ων π] και 
Αι Αα Ξ Αι η Αα Αι Ξξ5 ὢ 
ἀθλπῃ Βιάταξη των συωόῥας, π.κ. ἂς, Αλ, Αι θήνει 


τον ἴδια διαμερισμά µε τῃυ οι, ὄα, Αν. 


ᾷ. Ἔσπτω Ε, Ὁ, Β πολωύνυμα µε πραγματικούς 
συωτελεστἒς, τἔταιτ ώστε ΕΒ' - Ω’' Ξ ΗΒ Μα 
Βείξετε ότι υπάρχουν πραγματικοί αριΏµοί ϱ, ᾳ, τ 
και πολυώνυµαο ὦ, ὧὦστε Όα εἶνσι 

ΕΞρ.ᾶ ὤξα- μαι Εξτ-δ. 


ᾱ. Έστω Ἐ µια αμφιμονασήµαντη απεικόνιση τοι! 
επιπεβσυ στου εαυτό το, ποη απεικονίζει κλει- 
στὰ αρβογάνια σε κλειστά αρῃογώωια. ὀμείετε τι 
η Ε απεικονίζει τετράγωνα σε τετράγωνα. Η συ- 
νεχεια της { δεν πραὔποτίθεται, 


ΡΟΥΜΑΝΙΑ 

1. θιεῖστε ὧτι σι αρημοί 1, ὃς ων 198/ µποαραύυ να 
απριαματιστούυ µε ἃ χρώματα, ἐποι ὤμστε ἆλισι αι 
ὁραι κάθε αριημητικής πραὐδόυ µε 1ῇ ὀραυς να 
µην ἔκουν το ἴδο χρώμα. 

2. Όι δικοτάµοι των γωνιών Β και ς ενός τργώ- 
νου ΑΒ τέµνουν τς απέναντι πλευρές στα Β΄ 
μαι Ο αυτίσταικα, θμείξτε ὅτι η ευθεία Β τὲ- 
μνει του εγγεγραμμένο στο ΑΒ κύκλο. 


8. Για κάθε ακέραια τ Ἡ 1, να προσδωριστεί α 
ελάχιστος ακέραιος Πίτ] 3: 1, τέτοιας ώστε για κή- 
Βε Βιαμερισμό του συνόλαυ {1 δν ουν Πτ] σετ 
τάξεις να υπάρχουν αμέραισι 

-αδῦ, κε νε Ητ] 


ώστε οἱ αριθμοί α Έλα Εψπαι α Ἔκ τν 
να αωήκωσω στην ἴδια τάξη. ι 
ΙΣΠΑΜΙΑ, 


1. δα προαδιορίσετε, µε απόδειξη, τις ακδραες 


ἁύσεις της εξίσωσης; 
Δκὴ Ξ- ογ) -- 3Βακ: {- ὔ5δκ -- 88135. 


ᾱ. Γυωυρήσπας ὧτι αι, πι εκ Πρκηηματιμοή 
αριῃμσή και ὅτι οἱ κι, Χπι πλ, πι ὃς εἶναι μηρᾶαξη- 
καὶ αριῆµαί που ικαναποιούυ τη σχέση 
αιιαη αι 
(ἀπου 5 εἶναι ο μηραδικός συζυγής του α], Βευμνή- 
στε τα σύστημα τω εξισιμπευω: 
κι (αιικι - αινκ1) Ξ Ὁι 
αι {αμκι Ἔ αμκι] Ξξ Β] 
(ή Να βρεῖτε συνβήκη [-ες], ώστε το σύστημα 
να εἶναι συμβιβαστή. 
[π] ἵα βρείτε συωβήκτι {-εσὶ, ὥστε τὸ πρκυτεή- 
σω ὀφησμα τοι αι να υπερβεήνει το πρωτεύον 
ὀρισμα ταυ κ; κατά Οήή. 


Η.Π.Α. 


να. Εστω τ 7» 1 πραγματικός αριθμός κα π ὦ µε. 
γαλύπεροις ακέραιας που εἶναι μικρότερος τοῦ Γ. 
Βκειωρούμε τυκαί; πραγµατικό αριθμό κ µε 

θακα-τ 
ει καλαήµε αμάπτυγµα του κ µε βάση τ, κάθε 
παρώσταση το κ που Έχει τη µορφή: 


όποα ο αι εἶναι αμέραια µε Ὁ ες αι τ. Ὑποβε- 


τῶµε ὧτι κάθε αριθμός α του ἑπαστήµατως 


ἔχει τοιλάχιστου ἕνα ανάπτυγμα µε βάση . 

Δείξτε ὁπι, αν α τ Βευ εἶναι ακέραιος, τότε υπάμ- 
. Π 

Χει αριθμός ρ του διαστήματος 0, τσ], 


ως ἔχει ἄπειρα το πλήθας Επαφαρετικά σωαττή- 
ἵµατα µε βάση τ. 


α απιζή- 


ἃ, Ὀι κλίµακες ενός δεµαδικού αριθμού αι ἆ; 
ᾱπ εἶναι οι οµάδες των ψηφΜυν του µε τα μέγιστο 
αμιθμά Φηήήων, κατά αὐξουσα ή φθίνουσα διάτα- 
ξη (εξμή κάθε α- εἶναι Ένα ἡμηφία μαι επιτρεπεται 
να είναι ἄν Ξ Ό]. Ἔτσι ο αριθμός (δ43π9 Εχει 
τρεη: κλίμακες δή, 48 και ἅΤα. Μα προσδιῶρι- 
πτεί α µέσως αριθμός κλιμάκων για ἕνα δεκαξημά 
αριθμά στο σύνολα 

[άι ᾱ; ... ἂ | ἂν σὲ ἄνμι, κ], Σ, 
γα μάθε ῃ ἃ 0. 


μα ππ 11 


ἃ. ὃ- ἕνα πάρτυ στα οποίο παρευρίσµανται ῃ 
ζευγάρια, κάθε άτομο παίρνει ανά πάσα στηγµή 


μέρος σε κάποια ὀμάδα που συζητά (από δω και 
στο εξής Βα τη λεμε απαρξακἠ. Ένα άτομα μαι α 
[π] σὐδυγός του δεν εἶωσι πατὲ στην ἴδια απαρέη 
αλλά μάθε άλλα ζευγάρι ατόμων τκήρνει µέερως 
την ὅπα παρα ακρηβώς µντ φορά. ἴήα Εείξετε 
ότι; Αν ὁ ολικός αριθμός τι απαρξωων πο] 
σκηµατίστηκαν κατά τη Βιάρµεια του πάρτυ εἶώαι 
Κ κα αν π 4, τότε κ. 55 ὅπ. 


ΒΙΕΤΗΑΜ 


1. Μπόρεί µνα αυλή σκήµαταος αρθαογιανίαυ µε δ- 
αατάσεις τι ὃ π να παλυφῃεί µε πλαμµάμια απα- 
τελοαύμενα απὀ τετράγωνα 1 ᾱ 1 σκήµατας [. αυ 
(αὶ πι ἅ π 1988 κ 19887 
[μὴ πι ἅ πΞξ 1887 κ 1988. 


ὦ, Έστω [ακ] ακολουθία Βετικών πραγµατικό; 
αμιθμώω, τεταιωω ὥστε 
αι Ἱκαπσωι-ακ]1 {κξξ1, Σ,...]. 


. ὑμηξτε ὅτι 


πας 19881, γιακάβρεῃς ]. 


πει η αμ " 


ἃ, Ὑποβέταυμε ότι οἱ [αι και [νι] εἶναι ὃυο 
ἁμαλαυθήες Βετικών αριθμώς τἔταιες ώστε: 
(ἡ αν Ὁκ και 


ε.. 
ή σύραωκ -- σπυμκ οἩ -- τ 
ῄια ἆλοις τους πραγματικοής κ μαι γι κάθε 
Ξ 15... 


ἠνείξτε ὧτι τω 


ΟΜΟΣΠΟΝΟΔΙΑΗΗ ΔΗΜΟΗΡ. ΓΕΡΜΗΑΜΙΑΕ 


1. Πόσεις κλέξειση µε π ἡηήίτ μπορσύ; να σκη- 
ματιστούν απὀ τὸ απαλφάβητο» {[ῦ, 1, ἃ, ἃ, 4], 
αν τα γεπονικά ψηφία πρέπει να ἔναφέρουν 
ακρηβώς κατά Ένα (11; 

ᾗ. Ἔστω ὃ ἔνα σύνολα µε π στοιχεία, Σημβολ- 
ζσμημε µε Εκ[Ε] του αριῃμό ἁλιως των µεταβέσειαν 
του Ὦ που ἔχουσυ αμριβώς Ε. σταβερά σηµεία. ἴήα 
Βείξετε ὧτι; 


κ -- Ἠ) « ΡΗκ) τ- πὶ 


ΠΟΥΓΕΟΣΛΑΒΙΑ. 
ᾗ, Να βρεθεί ὁ ελάχιστας αριθμός κ ώστε γα κά- 


δ]18 


ϐε α [0,1] και για κάθε φυσικό π, η ανισό- 
πητα 


αμ -α«τ τς 


3. Να δείξετε ότι για κάθε κ -- 5, ἃ, 4... 

ένας ἄρρητος αριθμός τ τέτοιας ώστε 
[π] ξ -- Ἰ (πνοά Κ], 

για κάθε φυσικό πι, όπου µε [κ] συμβολίουμε το 

ακέραιο µέρος του κ. 


εἶναι ἔγκυρη. 


υπάρχει 


ΑΝ. ΓΕΡΜΑΜΙΑ 
1. Σε ἑνα τουρνουά σκακιού µε ν 3 8 παίκτες 
ἠδη ἔχουν παιχθεί κε 
ακέραιο µέρος του κ]. 


[α] Μα Βείξετε ὅπι υπάρχουν ὃ πῖμτες α, β, 5, 
ο, ὁ, που ἐκουν παῖξει τὰ παραμάτιω πανκιήξμα: 
Πβ, ας, βς, αἆ, σε, ἆε. 


(β] Ισχύει αυτό αν ἔχαυν παηκΏεί μόνο [, . 
αγώνες; 


{Ε ὁ αγώνες. [κ] τα 


ΦΗΝΛΑΝΔΙΑ. 


1. ἓε ἕνα καρτεσιανόὀ σύστημα συντεταγμένων 
κΏν Βεωρούμε σηµεία Α{1, 0) και του κύκλα ι 
µε κέντρο Ὀμ-- 1, 0) μαι ακτίνα Ἡ. 

ἵνα δείξετε ότι υπάρχει ἔνας σταθερός αριθμός 
6, ὤμππτε γα μόβε σημµεὸ . Εξωτερικό του, να 
νσχύει 

ΟΧ. -- 1 Ξ ο πήπ [ΑΧ, ΑΝ: ]. 
ία υπαλοσετε τον ελάχπστω 5, 


ὰ, Ἔσω Ὦ ς [ῦ, 1] ἕνα σύνολα µε 5 σηµεία, 
με [ῆ, 11  Ἡ. Ἔστω { [, 1] -- [4 1] µια 
συνεχής πρωτγµατική συάρτηση που εἶναι γραµ- 
µική σε κύθε διάστηµα { ο [0 1] µε ἄηρα 
[αλλά ὁμι εσωτεριμά σηµεία] στα 5. Εξλουμε να 
υπολογίσουμε, χωρίς τη βοήθενα Η/Υ, τα απρό- 
τατα της συνάρτησης 
κ Ε ἡ -- κ] 
Πκ)- ἄν -ἡ 
Μα[κπεκ ης [0 1] 

Ποιος εἶναι α αρηθμός των ζευγών κ, {) γνα τα 
σπούα μπορούμε να ὑπαῤσηίσουμε την αἰκ, ἐ]: 


ἃ. Ὑπάρχει δευτεροβάθμιο πολιύνυµα Ρε, ψ] 
ἔτσι ώστε μάθε µη αρνητικάς ακέραιος ν να εἶναι 


αίκ, Ὦ) Ξ 


218. 


ἴσας µε ΡΙΚ, πη] Ίπα ἕνα μοναδικό διατεταγμένο 
ζεύγος (κ, πα] µη αρνητικών ακεραίων; 


Για τα παρακάτω Βέµατα, η χώρα που τα 
πρότεινε δεν εντ γνωστή. 
1. ἑήνεται ότι 
κΞ -- 2518, 10) -- 10ὲς -ἵ- 16 - α 
μαι Σ Ξ 1 και ότι οἱ κ, ν 2 ικανοποιούν την εξ. 
σωση ακ  ψ ΕΓεκςξ1, όπου αι α, Ὁ, ς εἶναι 
Βετικοί αμέρακηµεα- ὃ-ς, Να βρεβεί ο ψ. 


ᾖ, ᾿Ἔστω ΡΟ) ἕνα ευθύγραμμα τµήµα µε σταθερό 
μήκος αλλά μεταβλητή θέση στην πλευρά Ες 
ενός τριρώναυ ΑΒ, µε τη σειρά ΒΕΕΩ, και 
ἔστω ὧτι αι παράλληλες απὀ τα Β, Ο στις πλευ- 
βὲς του τριγώνου τΈµναυν τις ΑΙ, ΑΒ στα Βι, Όι 
και Βὶ, Ὁ,) αντίσταικα. Μα θείξετε ὧτι το άθροι- 
αμα των εμβαθών των τραπεζἠων ΡΟΦΙΕ, και 
ΡΟ 0/Β] είναι ανεξάρτητα απὀ τη βεση του ΡΩ 
σττ ΕΝ... 


Ἆ, Έστω Ἰ και δυο ευθείες στον ἃ-διάστατα 
χύημα και ἔστω Α, Β, { τρία σηµεία της |, τέτοια 
ὤμστε το Β να εἶναι µέσα του ΑΟ. Αν αι, Ἡ, ο εἰ- 
ναι σι αποστάσεις τωυ Α, Β, ο, απὠ την [’ ἀωτί- 
ἄτόικα, να Βείξετε ὧτε; 

αἱ -ἕ- οἱ 

Β | π ’ 
µε την ισότητα να ισχύει αυ οἱ [ μαι [' εἶναι πα- 
ῥάλληλες, 

: δη 

4. Να υπολογιστεί το νψ (-- 1 αι 


όπου οι αι εἶναι οι συυτελεστές του σναπτᾶγμα. 
τας ς 
ασνεκ κτ ὃς αι κ. 
Τις ασκήσει, µετρασσυ, αἱ συωήθελήας ὄ, Μοντοπάννης 


μα ω βραβευμένος µαβηπής, απ’ την Εβωμή Ολυμπιάδα "88 
Β. Μαυρούκος, 


Μόλις κικλυφόρηοςς 


ΜΗ. Ν. ΜΑΚΡΗ «Τ 9 ΕΙΥΤΕ ΑΝΔΡΕΑ. 
ΑΛΙΕΗΡΑ Α ΑΥΝΜΕΤΟΤ 
Συνηπτική θεωρία. ΒρωρήπειςΑπζῄαεις 
ΕΚΔΟΣΗ Ω ΤΕΝΒΕΕΙΙ 


ΘΕΜΑΤΑ 29ης 11.0. (ΟΥΛΙΟΣ 1986). 


. 1 [Βουλγαρία ΤΙ. Μια ακολσθία απερσίωυ, ορίεται 
από Τη ση, 


ερ δε Όσιρι Ὁ απ. α ἴπ ο Ἱ] Ξ πα Όρπαι 5 1. 
[ά Βείξετε ήτι ὃ η, τότε κε μήνει τότε ὁπον μπι. 
3 ἡΒκμγαρία 1]. Ἔστιω 
ἔπ - 1" Ίντι Ἱ, 1... 


ὑπιζη! [κ] εἶνοι τα απέρσς µάρός πος κ. νι Γρ]δντε ὕπι: 
ἡ Ἠπάρκσυυ ἄπειρην. βεππεζή ἄΗΕΡΗΤΜΗ. Γή, εκπτε 
πο] πι 1 
[ή Ἠπερνκουω ἄπειῤιη Βετεήζή αρήήμκή τη, ἅκπτε 
πιεί -- απ ὃ 


. ἃ [Βοῤυφαρία Ἡ]. Έστω τι Βεεικό αηέρμεκης, ἵνα 
βρείτε το; αριβμό πω περτν σιωτελεατώ τα πε 
Ἀπκωυύμου μα. (κ” κ {- 1”. 


. 4 [Ηπυαής 1). Το τρ. ΒΗΙ Εἴι ΕΥΕΥΓΗΠΙμΕΝΣΙ 
σε πήκλα, ΟΙ επωτερπκὲς Εικοτόμοι ταν γωπῶν ἂν Ἐν 
επανατεµωέμ»η τν πὔηλαν στα σηµεία Αι, Β)ν αυτί. 
σποηκα. Ἠω Ερήσετε πι το εμβκνό τενς πρ. ΑΒ ΤΙ 
τον; εμβαθαά που ΑΔΕΙΟ, 


πἡμούβα Ἠἰ, Έπτω κ Βετοιός ατα δῆς τὸ πὐμσῦνι ὁλ 
τιπό εκβραίαρ” μεταξό ται, Ἐκὸ Εκ. πι δὶ Ί- Ἡκ, Έλι 
διατὸ να Εκιμερηαβεῖ τὸ οὐιμαλὸ μμ πε ἔμι υποκσωρν 
Α. Ε τίπαπι στε ὃν ας δν αἲι 

με.  ΝΕΒ 

. ᾱ [αενοσλοβσηία ΤΠ, Τα τεμ ήγωροα κας τι Ἡς τι 
πώ ρεας ἴπι ὃς δ] αρμαύωται µετηυς αρἡμαὺς 1, Ἐν οι, 
π' ὡώστε κάθε αβμοὺς απὀ αὐπαύς σα εμπνίζρται, 
Πείξετε ὅτι μήκος δύσι γενικά τραμ [μὲ κ 
ψή πικυρμάἡ τέτσαα ὥστε σα πμ] τεπες τα Εκήμέρηκαη 
ματά ή ποήκισταν. 


.. Τ (απκισλοβωκία ὁἱ, Έστω η ἕνας ὅμτιος, Ώετι 
μάς πκξριανες; πι ἔσκα οὄνν, οι νο Ἀπιοι θὔνοθωτ µε πι στι- 
χεία το καθένα Μάι τη εμστε μάβ]ε Εάο απά αυτά ἕ- 
καπου απραβώις ἔτμι μονό, στοιχεία μπι κάθε στὐτκείςι τει 
ἑνωσης τα ερήμει, ας δύει τοπημζκττυ από αυτά τὰ 
αὐθα, Γι ποτ πι µπαρνοήµα υπ σωτιττζκημηε ΠΕ 
κάθε ασκεί ης Εμοπης τοας, ἔναν απὀ τους αρβμηής 
ᾖ, Ἱ µε τέτοια τράπω ώστε μα] ενα την τὰ ὐρωσπῤη 


ῃ : 4 
Έχει ακρηβκως,  πτοηία ποα αντιστοισόν στα .. 


. Ε (Τακυαλοαβα μία 1. Επτω, ΔΕΚ ΓΙ Γα πεπράμεηην 
µεῃ , 1. τα µίκπι τω ακµν ΔΒ, ΟΠ αντίκα. ἴψι 
αποξενεβεή ὧτι μάθε αἰποῖο που περιξκει την ευθεία ΜΗ]. 
Βκπρεί το τετρῴαΕρςι τνε ἠύα κπάναµα µέρε], 


φἡΓαλλία Ἠ). ἂν τε Βετικόν; πρσηµεπικές, αρημώς, Βε- 


ωοήμε την πκαλεμάἈα [πι] µε 


ἡ Γκι κάθε πραγειὸ αι στα, η πκαλεοΕήκε 
ἱαα] --' 58 

π] [ατ κάθεὲ Πρ πνοῦ απ αι η ππσλαμκτ 
Ίαπί --- {, 


. Ίπ (Γαλρία 5], Ἔστω α Π μμαλύπερη θετηή ρίζα 
της εξίσωσης κκ ΕΞ, 

Να ατισβεικβεἰ ότι α 17 Εκαρεί τους [τα], [αἱ] 
ἡ κ] τὸ ακέρκαα µίρκας τα κ. 


. Τ [Γαλλία Ἡ]. Ἔπτω ει Ίρις πι πἰπιΒέωι ἐμεημή- 
σµατα µε ὀβρκησμα το μηξευνιό δηάνικημα, που καθένα 
ἔχει µήκας ας Ἱ. Μα αποδεικβΗ ἅτι μτιαραύμε να καπ, 
Έωσμε ται Βυύσμτα εν ἴν ος πι σε πα ύρήνα αμα» 
λθκε ἴσι, σε τον Όπι ὅται ὥστε μάθε μερικό ἄβρουημα 


Όιν 1ι ο πι κ Ἡ- Ὁ Ε- δν εον δν ἝἜ δν ο Ἕ πι 
να έχει μήκος μικρότερα ἡ ἔσα από Ίο). 


15 [Γαλλία 41, Μα αποβεικΏεί ὅτι δεν υπάρκουν πε: 
οηκσώτεγνες πώ 27 ημας πα Εσκιαύν από το [ως 
απηµεία του ἃ --- Ειπτάτοα Κήρηνα, ἔπει ωστε ή γωλε µε- 

. Π 
ταξὴ οπισηναβήπατε εύρους απὀ αὐτῆς να εἶναι τε ὸ 

Ι3 (Γαλλία δ], ΄Έστι Τ τούνµνα µε εντ ῥμμένει κ- 
κλα ὦ, Έντι τετρεωο τζεηρηᾶς α εἶναι περ Εγτμαμμέ- 
μι ετέυ [ξως πύκέλει ἔο. δα αποθετκΏεή ότι τὸ οληκώ µήνες, 
των μερών τι πλκυρηίω τον τετρουρώλωμ” πκη, Βρίσκο- 
νπεα τα εκωτηρωκό τοι τρη)άπρσι , εἶναι τομ άμιστον 
ἀ8ι 

κ. 1 (ὁ, Γερμοία Ἠ]. "Εππωτι, ἓν Βεττησή πήρα μη, τὲ- 
πο σε αν -- {αἱ -ᾱ τν. [δα απαΏεηθεί ὑτι ο 

-. α ΚΕ 
αρηημήόςς μοι εἶμαι τΈλνεη τεπρσγνα. 

5, Γεμμπυκι δἰ. Εστω 1 ας η ας Π, Εγπυραύμε ὀμες 
τις πεπεραµένες επκυβοιήπες στι ών αµερμαων. µε ᾱ- 
Βραιναμα Ἱ. Να υπολγησεή ο αλιμὰς αριθμός Τίπ, κὴ 


τιαν ἁρμω ἁλιπω συ ἀπ μμ» πα» εἰ ἰσέή μα το η. 


6 μι. Γερμτυῖα αἰ. ἂν το τι πππρίει ὀδνοος τος Βς- 
ππσὺς σεροήσπης, τάτε τι τειή τομ 


5 τή ΕΠΟΕΙΙΗΣ Β΄ 


νπογσς] 


Βπαπρήκε: ὕλσις τους βετικούς αµερήσυς, εμτώς από 
τσυς αριβμοώς της µορφής Ἀπὶ -- 3Η. 


1ῇ ἑὰ, Γερμισυία ἠ]. Ανω το μι ἁμαπρέχει ἄλοιςς τας Βτ. 
τιμσηςς σήρροσς, τότε τ] τή τα 


Μι ἁ η .τ] 
Εππτίκει ὀλοιις τας Βετιμούς αμεραίσας, ἑκτός πτὰ 
Γ] 
τοςς αρεμαύς τὴς µυῤιής, | πα .] 


. ΤΑ. Γρρμαής Ἡ Επτα ) -- {1 ᾱ, ..., π]. τι -ὲ Ἡ. 
μα συλλογή ΕΞ ἐλι, Αα ων] ἠπονπινόδων ἐς ἴς, ν, 
πω ἳ Ἀπέσται Εητωρπανσα, αν πα μαλε πεύκη 
[κ ν] - Ν, απάρχει ἕνα αὐμαλα ἂμεΕξ τετοιο ἴμστε 
Αι Π]κ, νὴ περιέχει ακριβώς ἕνα ατοικεῖα. Η Ε λξγεται 
μαλιἠσηίηκηα αν μήθε σπουνείὰ τος Ν ππραάχεται σπ ἕνα 
ποηιήκνατενυ επ τὰ οώμοῖα της Ε, Πτα εἶνμαι ε µπκρό- 
τερη πιή ἠπὶ τα {, ὑμαπε ας υπάρκα µια συλλαχή ΕΞ 
| επι, οι Απ] εμα να Εἴνηπ τα Τένκεµσυτι Βιακιαρσμηα κηπῃ 
Ἠπλήπεσ με, 


18 (Αν. Γερμανίτ Ἡ]. Ἔστιμ ὅμι π τα αὐωσῖνα ἄλωο πωω 
ΑμπρταγμΕκσν Γειράμο { με {ΕΕ ΕΙ, νε, πι]. με 
{εξ Εἳ, ὃν κ, π. Εὔτω αμόμα απα ο αριθμός πωυ ι- 
ποσυμλέον Έτη: ἅπι π κα Εεν περιβνοσν Βκππετπι μένα 
ζεύγη της µυρὼής, 


δι, ἠ]ν [χι σὲ µε [ντ η ΕΞ Ἱ, 


Να αποδερεἰ ὁτι γκι ὀλύμη τοις Βστικοῦς- ακερισηος 
πι, Μ ιακύπι Ον, αὰ ες επι, σι -Ηππι νε]. 


: 388 Αυ. Γκρµας Ἡ]. Ὁ μηκαυμιμάς εψώς Εε]αίπυ- 
βαρυῥακ]ση ἀπωτελείεη επτὰ ἃ τροκαύς, α κπῄσνας ππὀ 
τοις ογενος μπορεί ί βρήσνετὰι αε Β Βιαθορετηκὲς Εή- 
πεν;, Αν δμια ατελές Ἰκμα μπκανιαμεό ῃ πήρτα αμαίγει αν 
απτηρβήποτε ὁ οπιό τοις ἃ τροκοὺς βρεθενάν απ σωστή 
ἠσσηι,, Ποιος οὖν ὁ μιμρώπέρκης αρημήνο ἐπαωσπκοσεαν τι 
ππκή(η πιρίπει οι Εμμ ἵνα μα εἰμίκττε πρσαρση 
ὧπι το Εγηππυρπώνάμα ὅα ανοίξει 


.1 (Ελλάδα Ἡ. Έστω ΑΗ, 0 Εύω μάθετες χορδές 
ευύς; Εὐήλάμας µε κέντρα Ὁ παν ακτίνα τ. ΄Έστι πηάμα 
κ Ἡ ὃς ) τα ᾱ µέρη ατα ὀπισνα χωῤήζεται α κύλκλρης κσ- 
τή μημλική οειρ. δει βΟΡΒΕΙ τὸ ων και τη σπᾶτι τρ; τκτ- 
ῥαπτοκμης 

ΑΙΚ) ΑΙΩ 
ΑΗ ΑΛ 


ὤπεκνα Αι (να τὰ εμθαδώ το . 
[, Τῆντζμας) 
. μὲ Ελλάδα ᾱ]. εξ πρήγωνὸ ΑΕΙ πούρωμαµε επηµεία 
ΕΒΕ ΕΑΟ ΜΗΕΑΕΒ ΝΕΙΜ ΕΕΜΗ μαι 
ΕΕΜΗΙ,, ν΄ Ει Εν Εν, Εν, Ει, Εν καπ Έ τα πμβωδά τών 
τρῤύμμως ΑΜΗ, ΜΗ, ΒΝΕ, ΑΙ Ε, ΗΝΜ, ΟΙ Ν μα ἀΕ; 
αωτπτζκα, απ Βε[Εετε ὁτι 


Ε -» ΒΕ,ΕΙΕιΕΙΕΙΕΙ 3 


.. 23 (Ελλάδι ἃ]. Σ΄ ορθομώνια τρίγωνκν ΔΕΣ φὲρ. 
μετα ύψος; ΛΑ ἅτην απο τεμ κπα Μετς ευθεία τησα 
συμαεπ τα Εγκεπρα τι τρονάπμαν ΑΒΗΠ, ΑΟ επι τα 
τάμρει της τοντοριᾶς, 8, ΛΑ. στα σηµεία . ἱ. ἀντήσοιμα. 
ὢν Ἐ, Ει εἶναι τα εμβαδά τωῃ; τρυγώψιαν ἀΒέ; κι ῥΗΙ. 
πωήστουχα, ο ΕείἜπτε ἐπι Ε/Ἐι ᾖτ Ἡ, 

μὰ, Καντομιάνωιςὴ 

34 Ελλάδα 4], Μα βρεβούν Βετικοί ἀκεραϊσα Κι Κάι οι, 
πι Ένας πορλακηποω απὀ τος ὑπυήσηςς Εἶναι µαητι- 
Ἀύτερεις σπιᾶ του Ἰ988, ἐτσι νσηε 


κ - κἲ τι Ε κὰν πι ἅθαικι,. κ 


[8. Μπάλης 


38 (Ν.. Εδνήν 11. Μα βωείτα ἡλμες τις τιμά της: ἑμηάρτε- 
πεις 


Πκ] - [κ] - [Σχ] - ὃν ορια] Εκ] 


ταν Όσο κτς 


Φέι {Χ, Εκνηρη οἡ Ο) κώκλος κ;  ) -- τὶ τάμωσι τοις 
ἄξαυτς των σαυτετημένονν ὅτα σηµεία Αῄτ, αἱ, Βί-- τ, αὖ, 
μα, τ], Ὠ[α, -- τὴ, Εατιω ΕΞ {ν, ο] μέν  ε. ἔ-- κ, οἱ δύο 
ζημεία της περηφέρειας το Ηύκλκα. Εστω δὲ το σηµεία 
τομής της ΡΕ) µε τον ἄξουα ωυ κα Μ Το Ενός της 
πώβετης; απὀ τα Β πρηςς το ἄξουαι πως α. Αυτο τ' εἶναι 
Περηττός, κ. απ ο ασ , ὅσα ϱι η πρώτῳ αριθμοί 
κε ττι, τι ἠιοπαί, να δεικβεί ὅτι (1 Ξ 1, ΕΜ! -- 8, 
ΗΗΗΙ -- δ, ΙΡΟΙ Ε. 


1Ἡ σης 31. Ὑπιοβάπουμε ἀπ δι ῥήζες της εΕππµαης 
κ' Γ- μκὶ Ἔηκ τῇ 


εψαι ὅλες πρεηηματωκὲς και Βετιός, ἵδα βρεθεί µε σετ 
μετοξό των ῃ, η, ττκη; να Είνει µίαυ αναγµαία ουυθήπη, 
ὡμτΕ ον ρζες να εἴωσπι τα αιωηµίτοα των γωὼω ενός 
τμ. 


384. Ἡπην ἀ]. Γή βρεβεί η πανή ατα αιμσγκαία επ. 
Βήκη Ίτα τον; Φυσικό αριθμό πι, ὥστε ῃ μενα 


κ͵' 1 5 ΗΕ κμ' Φ 1 - ασ Ξξῇ, 
μα Εκει μετ Πρσυρματυκή ἶζ, 


33 ΗΝ. Μήκ. δὴ, ἵνα επήράσετε τὸν αρηιά 19888 σαν 
αν ο αμ τοις, ΕἶωτΗ 


ση Μο δ]. ἕς κάθε τρίγαμωσ, τα µέσι τω πλκυ» 
μάπ, τα ἱκνή τις υμίν; μαι τα µέσα των ἀποπτάσεινο 
κλπ, 


5 31 πρ. 1]. Για τηιὰς τον ῃ υπάρχει η Π Χ π πίνα. 
μας µε οταικεία -- 1, δ ἡ ἰ τέτοιος ὤμπε ὅλα τα ἆπι 
αβραίσμάτα Των γῤαμμιών και στηλν μα εἶναι Ὀησβορε: 
τηκκ]. 

ἃὰ μηςν. δἰ- Έτηυ επεμάυεηε µας Οἡμηήρκνς ἠδναωται η 
σηµεκε. Να δειχθεί ὅτι μπορσύµε να χιρήσυµε την. επι. 
ἡμάνεκε οε τι Ἰσμόραµης, περα ᾶς, Έτσι ἄπστε δε µια 
από ουτές να περκέχει πηριβώς ἕνα απὀ τα βοσμένα ση: 
µεία, 


33 ἡΌνηρη. 11, Σ΄ ἕνα επί πολλαπλων επιλογών απήρ.- 
καν ἡ ερωτήσεις και 3 Βυλτὲς απαντήσεις κη πάβε 
ερώτηση, ια αρἀξητ μαθητών εξρτάσθήμε μα σε κάβα 
3 αππιὸ ππαὺς σπήσες µκι ερώπεμπή σπην οποία Ἡ µπη- 
τίς απάντησαν διαφκρετικά, Ποκα; ελα ω μερα λήτερκας 
αριθμός μαθητών Έπμα ἐξετάσθημαν, 


. 4 Πσλαυ. 1. Ἔστω ΑΒ; ἕνα οξηρόώλνεν πρίως, 
Τρεις επβε]ες [αι [πι ος παυ περωούν από το Α, Εις 
πωπίστουκα, ματιηπκευόξσυται µε τον κσλρήβα τρώπι 
Ἔπτιμ Ἡ τη ὄκνοςς τες ἠῤηη; ειπή το αν µη Ἡμ, ο πύπκλσης 
µς Βάµετρα ΑΗ. ὃν τέμνει τις ΛΒ, Δί; στα Μ, ἩΝ 
πωτάστοικα [ΜΗ εὁ Α,  - Αη], Τότε [.α εἴ µάξίετη εππὰ 
τα Α τπῳω ΜΗ, Ανάλοημα µατπµεάζσται οἱ εὐθείες 
ἠΒ, ως. α Βεῖξετε ὅτι ο εωθεῖες Ἱ αι, Ἰ.8, ο πεβνοόν 
«στὰ τὸ δημο ατριεῖα. 

35 ᾖσλαυ. 5]. ια ἀκολούθ μη αρηῥόυ α., ΠΙΞξ 1, 3, ... 
οπίζεται µε τό) επ μεν πρ πι 
[53 

ος 1 ᾱμ--ἲ 
ει ἔεικβεί ὧτι σας], ᾗα πάδε πἩ Ἱ. 


ασ μα τι κάθε πο, απ 


8 (Ἴνδαν. ἴ]. ἡ Ἔστω ΑΗ; ἕωα τρθφωνὸ µε ΑΗ -- 12, 
Ας - 14, Ἔπτω Μ] το μάπα τη; ΒΑ; ία Ε, Ε ημεκι πω 
Αι, ΑΕ αυτίατάικα, ὤχπτε ν εωεῖες ΕΤ Αλή νι τµη- 
μται στη ᾳ. ἂν ΑΕ ς- 2. ΑΕ, ωτι ΒΡΕΙΣ το όρια ΕΚαῤΙΕ. 

ϐ] "Έστω Ἐ σηµς ἐξωτερικά ενός, μύμλρα μαι ἔστω 
Πύα πορδες ΕΑΕΙ, ΕΡ τἐµοωται κατά γωνία 4”. ἂν 
ΑΒ -- Β.Π νὰ απλο ῄσετε τη γωνία ΛΑ ΤΙ, 


3π (νβου, 3]. ὐ ὁ µπάλνες αμτύας: 1. Εαπιτοσαι. ἃ βρή: 
εποσάπο ατα πάτισμα πάι Π τὀτάατη πώωά επ απιτέτ, 
ἛἜντ τετρώκθρο τηκα πας αηµή τους ἔχει µήμας 5 εἶωαι 
περιγεγραμμένό οπε μπάλες, Ἠπ υπολοηήσετε την ππμῆ 


πεις α. 

ἵῇ Αν ΑΕΗ ΤΠ Μω ΕΕΗΠ εἶναι σπὔνκιυτι ὕδρος εμάς ορβο- 
πιανίου παρα λπλεππέδοις µε ΚΣ 5 ἀπ" και ΕΗΒ -- ΕΥ, 
ντι βρνεβεί το οπσυπίταντι της γής ΕΠΟ. 


38 ἠἔνβομ, 3]. ἡ ἵα Βρεβεί η τιµή ται κ Εξ Β αν εἶναι 
πιμωστή τι πο πολπνμς αἲ επ. 1- Ἰ. ἔπυ Βκαιρεῖ τει πι; 
λωάναμο κὖν - ΤΕ κ η)". 

Β] Αν ο, η, τ εἶμαι οι ρίζες της εὔπωσης, 

πμ κα Ξξή 
να βρεβεί το άβραισμα μα’ Έτ. 

Γη ὄνν ε εἶναι τὸ υπόλωπα της διαίµεσης των αῤιθμών 
ΙΕ 1411 μπι 2315 µε Εωπυ πενβμέ α ᾗν Ἰ, να βρεβεί η 
τή τοι ὁἱ --ε, 

ζωὴ Να βρεβεί ἡ μικρότερη τή ται; Βετοισῦ πα τος 
αριθμού τι για του αποήο το γιωάµενα των αριθμών 201, 
φας ΗΕ βἶμαῃ μιμρύτερα το ΙΕΚ. 


αὰ ἠνδον, 4], Ἡ Ἔστι 
αἰκὴπ κ) κα κ) κκ]. 
Μα βρεθεί τα ιπάλαιπα σης Εμήρεσης του ϱίκ ] µε το 
αίκ], ἳ 
Ἡ] Ἔστω κο Π µίπ { μα αυμάρττηση τΏτεηνα έμστε 


Ηκ) Ενα κκ Εν”, 


Να Ηρεβείη πµήτου 


-- 
ο, μη νη 


ψν 
ΠΠ Η πιωάρπηση ἵ πιπνυπιτηεῖ της επεέττεις, 
ἡπ]  ἡήξ κ η τ κιν ει, 1 51. 


Μα βρεθεί α αριθµός των ακαρσίων ἡ πό Ἱκαναποιαύν 
τη σκι Ηπί 5 πι. 

44 ἑνεκνω, 8], Ἡ Επωριούμε ών ἴὰ µε διάμετρο ΒΒ. 
Αμιῤμα ἔτι κύμελεν Ἡ. πιν ΕἐμΊπτεται αππω ΔΕ και του Ἡ 
μαι Έα πὐηκλον Μῆ πια ἑθήστεται στους μύνλρας ἰωι, Ἰ. 
μπι στην ΔΕ. Μα υπο σετε τὸ Κόηπι των εμβαβυ 
των μήπλμαν Β. μαι [κ]. | 

πι Έτη τμίγι ΑΒΟ, εἶναι ΑΒ Ξ- Αά; και ΟΦΗ Ξ- ΒῆΙ. 
Απ τα , Ἐ, Ἐν εἰ, σημεία τον πλιεωρέμυ Β., Ακ. 8 
αυτίστοικα καὶ εξ Ξ ΟΠ ΒΕ - ΒΩ μα κποκαγίσετε τη 
πι ΕΕ. 


ἠ1 ᾖνδοω. Ε]. ἡ δα υγκηπρετετομ, αν Ἐξ 


(11 ΕδυΣ] 11 -δν ο -- (1-1 -- δν 
ΠΗΡΕ ΤΡΩΝΕ ΤΝΤ 
πα] Για κόβε Βετικό αρηθμό κκ, ἑστιω 
ο ακ  ῤκ -- (κὶ - κ] --ἃ 
ο Ἐκ Εμ 1 κ] 
Μα απαλίαστη το πλμινασὰ τὸυ κ. 
.. ηὐ Πρλπνθμε Τ], Μα Βείζετε ἅτι το πύωαλα Ἀαεισυ 
της ἑρακπήσειης, 
Γ.. ΓΕ . 5 
μμµυ--ἳ- - 
κι 4 
πἶμαι τῃ ἁνπμπῃ Έέυι; Βιὐτημήπων, πας το ἠβρύκημει 
ταση μπι ταις επι ΤΠΒΗ. 


ἠ3 Πρλανδι 2], Μα Βμείτε τα τρΏγωµα πο; επαεβαι 
που οἱ πλπορὲς τους ἔχουν μήκη πκέρανλε; αρμούς 
με ο ακτίµυς τω πηγεγμμαμµέαν τολης κώλλαμυ ὀχθιιρ 
µήμηως Ἱ. 


“4 ἠρ]ιδμα 11, Ἔστω - σος! [δα δείξετε ήτι 


45 ἠρλανζήα ]. Το Ιπ] ορίζρται µε ταν παραώάτκα 
πρό 
α11Ξῆ, αἱδΙΞ] 
ΗΠΙ αέτι {- 53] -- απ “- απ - 1] 1 Ἆἵπι ο Ἱ]. 
ἂν ν 35, πα ν πρώτος αριημᾶς, να Βείδετε ὧτι 


πῤαϊπ] (αἰπ] Ί- Τ]. 


ἠ ἠἱκρμκήλ, 1], Οι ὄμι, Άαρον Ανν εἶναι δψ Επαβορετικές 
ο σνοΒίες Βετικώνμ απρκαίανο. Για Ἰ ας Ἡ ες ᾖ τς 28 η 


Εξ ἡ τς ΕΗΜΕΙΔΗΣ Π 


κάθε ᾠσικᾶς αρημός κ, ἀρσουμε Πηκ) ῦ αρηϊμός 
τιν σπτηκείωτης ακαλμαθίας ὂη πε” ὄεν Εεπεμτηνυ τὸ 
κ Ἆκι Ἠῃκ) - 0 αριῤμός των ἑπεηκμκαν της: τηπής ΑΓ 
Αι πο δεν Εεπερωκυ πο Ν. Ενω Ἠμυστό, ὅτι πε πάβε 
{ες [ες ὃν και κάθε φμσικώ αημώ κ σκύε: 


Μο, ὅπου α 21188. 


Μα δεῖρτε ότι υπάρχει ἕνα τουλάχκπον [ρόγος 
Πα πίτες δή 
ΝΗ (19881 -- 


.ὁτ Παρπτήα, δε. Στο κυρτά ἄ-γωνο ΑΗ ΓΕ εἶναι 
ΕΙ -- ΕΠ 5 ΓΗ ητι μάθ]ς Εεηρόνωκης εἶναι παράλληλη αρ 
μιὰ περνά (Αα ΠΕ ΕΠ ΑΕ κλπι.Ἱ. σι Εείδετε ὅτι 
τα Πάνο επ πενωσωικὸ. 


.. 8 (ἠουξεμβαύρνοι 1). Ελωρσόμη βύᾳ αμόκεντροςς 
μύπκλσας µε ακτύνες Β. µ τς [1 7. τῇ ππι κίώτρα Ὁ. "Ένα 
σπεβρὀ σηµεία ῃ βράπώρσται στο μικρό πώμλο ηπι µµα 
µεταβληπή χαρβή ΡΑ. ανήκει ἅτα μικρό κύμλα. Τα ση- 
µεία Β, {ὐ αωήκσσυ στον μεφάληι πκλα, να Β,, Ε, {ὐ εἶναι 
ὀμσυμυβεησκή πῃ Εν; | ΑΕ. 


Για πει τιµή [ες της: ΩῥΑ το πρμαμα 
Βα - ΟΛΑ’ ΑΒ! 


τεπζηῶ ματε 


ἔχει σκρύτηπα, 
4] Παιες εἶναι ον Βυνατες ἤδσεις τιµή µέσων δ1 της, ἄν 
ηπι της; Αῑ;, ἅτσυ η ΓΕβι μεταβάλλεται, 


. 4 (Μεξικό Ἱ]. Έστω Ε ὔ, --ν µκι συάρτηκπῃ 
Ἱατην οππ]α ιοεει ΠΠπή - Ἠπιηήητ πι ἐπ, πια µύῆτ 
πι ἔ- ὕκι πες ἃν, α βρείτε ὀλρς τις πῄσυξς τιµές τος 
Π1ΘΒΒΙ, ' 

5ῇ ἡμεβιά ο]. μα Εεέετε ὅτι η αρβμᾶί Α. Β,  ἔπηπι 
πποι, ὑπσν 
ΛΑΞ ο αρμής των Ἰοήγηαυ Πεμ” μπορει μοή- 

πυμε ἔνα ὦ δὲ π ὀρβρπας µε ὁ | αρθορώμμε, 


ΕΞ α πρθμύς 
μμ εωκρ) πο τι Ξ ὤπῃ 

ς.--- 
πι - πι - .. αἰφά, 
ωωμ). δαν] 


αυ πῖῶπι- 
Β1 Μοηρνλία ΤΗ. Ὁ Βετικόςς ἀκάμσκς πι ἔχει τη! μή- 
τητη 
Ἐπ μάῖε αὐνολεν ων ἀκεριίκον απὀ τος 1, Ἡ, .., 1988 5. 
πάρε» ὦλ τικ τος πο αματελεηυ αρήηπητιπή 
Μα Εείξετε ὧτι πο 1188, 


δὰ ἠΜοψγγελς 5]. Έστω ΑΗ Π ένπ πετωὀγώευκηα, 
Α΄ ΒΕΠ τὸ αὐμµετρικό τος ως προς τη ΕΙ, ΑΕ ΟΠ’ 
τα συμμετρική του ᾱ Β μὸ προς τη «ΤΠ και 
ΑΒ Ὁ το σαμµετρικά του ὁ Β ΟΏ "πην ΙΑ. 
Απ αι εείες Αα”, ΒΡΕ" εν πκιρλλήλες μα Εεΐξετε 
άτιτα ΑΒ εἶναι Εγγρόµιµα πε μύμλα, 


Ε3 ἡνήομολία 3], Εεωρούμε τι σηµεία Αι. Ἀν. οι. η ὄηχι 
συμρυβμιαμή ανά τρία, Να δείξετε ἐν τὸ πεγιαύ Αλ... 
Αι εἶναι περάθιµα, αν μπι μόνο αν 


Αμάν " Απλα... Δημ Ἔ ἂν Αι " Άνβῃ " 
ο 
ο  ... 
ΑΔ Άλλα ο ἂῃ--μλα, 
5 [Μορρομα]. [δα βραίτο του ελόγιατο ἡασιηό, η 
πινο γκι την (ώπηπη: δνυ τα σὐκβνς ἓ , ὃν ωιε πῇ ἔμαμε: 


μακήλε[ µη οπομωβήποπε τρόπο ος δύο ξένα µεταξύ τους 
εὔναλα, τάτε τα ἕνα απώ τα σάμαλι παρηεκει Ἡ ἔπαδορνε- 


τικοὺς αρήήημοᾶς τέποισυς ώστε, τα γιωάµενα των Εύα ἵνα 
είμαι Ίσο μα παν τρίτο. 


ππ [ήπηγολία 5]. Εσπιι επ ΣΠ, βι 
ηπα ας 1 ες πι (πι 1] 
κι Σα ῶβι 
ο. αι, ϕ 
Μα Βείξετε ὧτι- ο .. ο... 


πό Ἠλαναῖα Τ]. Εειιραύμε ατα επἰπιεᾶο 18388 σππµείς, 
πιμα ανὰ ἡ Εσυ εἶναι σπγγραμμιμά, Τα πηµεία ενός υγ;- 
αιωάλοα µε ΤΠΒΒ σταικεέα τα κρηωματίζαυμη μπλε Μαη τα 
υπύλπιπα 100 κήκµινα. Να Μείξετε ὅτι ππιλρύέει µια εν- 
Ώεμα ταυ επιπέξµι, αξ παθξωα απὀ τα ημητήπαῖα της 
απ ας παπεάρκτασῳ 8Η μπε µασι Τζ] μόκµπυπ πηµεέτι. 

8Τ ιλανα[α 1], Ἔππω Έντα πὐωαλεν ταν ακλσυθμαυ 

Ίαι{ 1 τι { απ απ] Ἰ]. 
Η απὀσταπη Εύα σπαικεων [απ], [Βή ορίζεται σαν 
τ 
Σο -- βἱ. 

ἛἜπστω Τ υπυώωσα τας 5, αγ αποσᾶςν πάς Εν τον. 
Χεία τος Ενουν ἀπόσπαση μεγέβύτερη ἡ Ίση τῶι Ἡ. Ἠα 
Βρξετε ὅπι το Ἐ περιΕχει το λέσσκγσυ 18 απιµχεία. Νά 
Μάκτετε Ένα πάθει Ες πετοισυ εππώλο” µε 18 
ατωκτ]α, ' 

.Β, (Πεμμωκτ ῆ. Εστω Β µαρτώ επίπεξβοι παλπµυο 
μπα ΡΕ’ τὸ ποτό πολύνιυνᾶ µε καρυθῶς τα µέπα πως 


πζευρίν τὰς Β. Ανν ἀκῥίνις -Ἡ 1. να βμεῖτε ακριβή, | 
ἠραημστε ψνα τὸ ῥόρο [εμβαδό Ρ ὸς (εμβαξη» ΕΙ. 


Β0 (Πολισία Ἡ. Έτσυ τριοδιώσπατο χώρο Εφιώρούµε 
πηµείν ϱἳ καὶ πεπερηηηιξνο αὐνς τμηµάτωυ πε ττι 
ὑρηηόαμετ των μηκών πους εἶναι 1388. 

Μα Βείξετε ὧτι κππάρήκει ἕνα ετη γι τσι τύµωεται από 
στοψει τό Αι πε ή απόήτη του Ε] απὀ σατὰ δεν Εε- 
περῳή το ΑΗ. : 

ο! (Παλωυία 8], ἜἘπταν αι, σαι ..ι, νι ακέροπενς αριβ]- 
μή, ὕψα Εείέετε ὧτι υπεῖρνκει µια µη µηβεμκή πητιυβήσι 
κι, αν -ιις Καὶ πδταια ὥστε ἀλκη ον ᾗᾳ μα ανήΝσυν στο 
σύνολα [--ἓ, ϐ, [1 μαι ο αριθµής στα μα διαιρεί. 
ται µε τὸν 10ΠΙ. 


551. ΠΠολπνία 41. 48 απ θαστές επλύσυς ἃ πράβῥή: 
µατα. Η Βαήμιηία ντ μάθε πρόβλημα εἶναι ἑνας οκ. 
αμα; αριῆρός µεταξύ ΕΠ έως Τ. χα Βείξετε ὧτῃ απάρκτωσν 
δυό φοιτητες Α, Ἡ τίτοκα ώστε, ἵνα κάθε πρόβλημα α ἡ, 


ΕΥΚΛΕΙΜΗΕΒ τὰ / 558. 


ἔπαι βαμαϊκηῄτι τον νχηπηύης τέκσοιες βαβμας, ἔππαυς 


Ἠτῃ αι Β. 


κα [Εμα Ἡ. Ἐπῳ κξβι ση, απτιωτξ η µῃ- 


υαδική όση του γραμμικοῦ αυτήµατεας 
καν γ-αἷς πω ασ, ἰτ 1, ὃν Ἡ, 
να εκήγιάπετε τη Ἀύσπῃ τοι παρμσηότς αυστήριατεη: 
κ -σμ--αίς-γομπα, ἵ 1,5, ἃ, ὁ 
κ ήει ταν β, ἡ τν 5. 


. 3 μαι 5]. Ἔσπτιυ ῃ τε γνώμες ΕπΗΣ ὀμαβερηπκώυ 
ακεραίων; μεγαλώπερων που ὃ. ἥα θείξετε ἐπι ἔευ υπάμ- 
χουν ακέρανν ακέραια κι, Χπν ι.. κο ΠΚΗ) να Ιπνοοαόν 


την «ξἰσισπη 
α ἠ ὁ- 1 
.. π-] 1 

μα στ Σ Ἡ 
εἶτε απιβρκσι» µόσα Πύσι τηµὲς τεμ µ, Ἐκε τε οπεήες 
υπηάρσυν αμέρσιση παυ τκααπ μον την [1]. 


ἑ (Εως ᾱἡ, δα Βριεῖτε ὀλσις τος Βετυκούς σος ρακωος 
κ, ΓΗμή εἴνοα τέτοκη ἡστε τα πνάμευς των ἡπωβινν τοις 
κα εἶώσι μἲ -- 1η -- 88, 


εξ ἑμίνα 3]. Η ἀκολουθία Εἰραπαυσί οφράεεται µε του 
ΤΕ ντ 


απ 5ἳ απ Ἔ ἂν -Ἱ [πι ὲ , ἄ9ΞΠ, 


ὕνα βρείτε τα Μι. τος ἸΕάήπηι μαι 1πββσ ἄρσος τηε; 
αισλκμμας, 

δ [Μίνα δᾗ. Εστω  ἔνος πώβας µε αημες πες Ενω 
µήμας ἃ, Ἠατοηρ ει ήουμε Ένα πτερεῦ µε 8 Εὔρες μὐ- 
Βάντος πληκήζ μήῃε μαρυρής τον κύβκι, ὥσπε σι νέες 
ἑδρες υπ εἴνσι πόβετες στις Βισγίες τι κύβος μαι 
ίσες, 

Αν αι 14 ἔδρες ται στερεή εἶναι κποθάναµες, να Όσο" 
Ἀσηήσετε το Εικ τος, 


ο Γκυ δ]. Γμα κῴθε ζεύγος Βετικήμ ακεριεκῶυ κι 
πι, Επτέα ΞκίΠ] τὸ ἀβραγπμᾶ των ηθών τος η ἡρκηαμέωσηι 
στα αὐστημα αρίθμησης µε βόσπῃ κ. ὺπ Πεῖππε ἅτι απιῖρι- 
ἆσάπι το πο λή να πρῦτοα αι ες ο. ΠΜ] γτα τοις οππίσας ο 
η(ρῇ εἶναι σώω θετή, 


38 ἑξυῤησπούρη Ἡ]. ἕε µ-α ομάδα π. ατόρην µαβεωας 
γνωρίζει σμρφώς; 3 ἀλλονς, Τα ὅτομα εἶναι καβισμένα 
σὲ ἕωα στοογολό σε. σι Ἅρμε ὧπι τα παμπ πάβι- 
μτκη ατέλεμπε, ον μαβῄβλκες ἡμαρόξαι τες Πικν Πιπλαός 
πανὺς, Ἠᾳ Βείζετε ότι πτυ υπάρήκσι µια ατέειστα πιπτοβὂτηπη 
Ὦ τω ατὀμιων της οµάᾷως, τότε υπάρχει μαι ἄλλη ατὲ. 
Άπιαν τοποβίτηση 5 των ατόμων της αμµάδας, τκνὸ ὃεν 
πρακύππει ππὀ τη» Ἐ µε στροή ἡ αξινουκή σµεετρήα. 


5 [ζηῤησιούρή 11. Έστω Ὁ τα ἔπμευτρα ται; τρ. 
μαι ΑΕΙ, ἃα βείξετε ὅτι μα άμα ατῃείηι ΡΕ εἴωτι 


αίΡΑΗ 3 ΙΝΡΒΗ Γορο/- 
ασ]! -- ΕΙΩΕΥ -οἰαΥ ία ε)(ΩΡΗ, 
Μη πζο αξβ ΕΞύ(Α, 5ΞξἠΒ 
τη ἠσπανία 1. Αμ τ, Ἡ ϱμ αητίωες του ΕγγΕγεµπιμέωσο 


αι Ξ ΕΞ 1 


μπι πυρηκραμµάναν κὐκάσι ἅτα τογυμνα ΔΕΠ να Βεῖ- 
Έστε ὅτι 


Β Γ 5 Γ 
ημας πμ πμ τα τη 


τ] ἠαπανίὰ 5]. Έσω Αιθλημλι πετράπλπυρς ερηά- 
ῥήσμῦ ος μύλο µε πλ εορός 


ισπ Ας, αντ ρε, δν Ξ Αθω, δν Ξ ἠωδι, 


Ὁ αωπίστοικ! πὐμλσι µε πΕυτρα ἴς κι αυτίνµς ῃ. εφ, 
ππαυται σα μη πλευρά ᾱ- και ἅτις πλεαρδς αμει, ας] 
[πρακκτειωήμωετὴ πο Ξ- αι]. 


να μάοπα ἧτε ᾗ ο τα ἡ [σπεμΑι Ί- στεμΑ.} 


τα ἠπτητιήτι ἅμ. Επυροάμε Ἡ -- 1 αμριέρες, Αρη μοή- 
µε τα τετρ μηρὰ μή] απαµιέεμας απεῖ 1 10η, 3 µε τέτοια 
τῤήιὰ, ματε σος πβήµετς απὀ ἀύο οπιρεηεΊπωτε 
σκμἔριες της συ ῤηγής μίας τοπσήἹετηβαύ»ο µε οποκμωδή- 
ποτε τρύσα ῃ ματ πόλκω αππυ ἀλλπι ὅσα τετρ τ τα 
ἐκονω την ἴδια ἤμπῃ, να µην ἔχοον ταν» ἴδια αριιμώ, Γκηα 
εἶναι τι µΕγηστη τιµή τοι 


ΤΗ ἠΕανηξία Ἡ, Ἔνα πεπυῖδι γι δύτι γκµτες πα[ίεται 
µε Ἡ καυτιά ποππέἹτημένα σε ἔντ ἃ Ἡ ἃ τετρόιωος και 
8 ἁθπαῤας και μαύρες πετρεὺ. Ἐε κάθε μίνηηση α πιαίπττε; 
πο όβετεῖ Ἡ πέτρες, ἅχι ππάραϊτητα τοι πα κρµήατας, 
σε ἃ παητνᾶ ἃε μμ αρζάντηε ἡ εὐπεκάρηδη ηρκηιμή, Κά. 
ἣε πσηπί ευ πεβιέεει πΕτµες ἀνοήκησετικεής χρηιµατας; 
τοι η πορήθεημηα ἑνας ποήμτης τύπο ]ετεί μηαυ ἅπππρη 
πέτοι σε ἕνα μοιηί πο Περάχει µαύµες πίτρες, η 
«πππσπι πέτρα μαι μιά αἅπά τος µαύµες, αὐμαιρεόνται πὀ 
τη μμπ. 

Τα ποηκῳξη τελεµανει ὅπαυ το πευτρωκό, πα τί κι τι 
κγαντὰ σης γη τοποβετηµένα τις παρημιες περημαι 
μι μσήμτι πΕτρια σι τα υπέφιαπτα εὔνσαι ὀηρηε, 

Ἐν µητ φάππι τοι παπική κ παμπ περιηχπυ. µια 
μαύμη πέτρα, εµα τα ππώλιτα εἶναι ἀβεκε. δα πραξ:- 
ἀρήσετε ὀλος της ἐμρατὲς πηιδό το” κ. 


Τὰ (Ἐπηδηδία 11, Έστω ἔαωᾖ µη αμ ολμβία µη μνη- 
παω πρμπκπιών πριβμµίυ, τέτοια ὤππτε 


σι κι αμ πι Σας 
Ύκε μας 
ἴµεε Ειίξστε ὅτι 
αμ μς 1... 


τ8 (Επιμα Ἡ Ἔωτ απειροπύωλι 5 πηερούυ Περι- 
έχει τα και εἶναι τέτοια ὥστε η Βιαέμηνὰ δύα Βαζκνε]- 
μῶν αρηθμιήνν ὕεν Εεπερυά ἕνα ἔπκπιενο αταβρό αρηβμήώ. 
Βεωραύμε την πκρακάτω ζμημεπή: 

Πορμηιά ἁνα άνοδο αμ[μάωυ Χ, και πατασησική- 
μμπμε ἕως μὲ σύνολα πε περάχει ὀλκμας τῶςς αρηξ- 
μού κ Εμ ὑπ κ Ε Ἡ μπαη  Ὦ, 

Αρκ ρωπας επτά τὸ δα 5: 101 πμεε σε Βναξκι- 
μιά τα επ πμ δι, αι ες... Βλ αντας την πβρόηγπή- 
μεση διαδικασία, ζπ βείξετε ὧτι µετά απὀ πεπαράσµο 
αρημὰ βημάτιωυ δει βα παἰπώζε τα νὲς αὐναλα, 
Βηζι, Ἐκ τε Ένων Ἠ9 Ἡ 55 Μαι 


πα 1ο... 


Ἆ 
Εξ {ας -- Εκ ]ας τς, 
κ 


δρα ἡ τν ΕΙΝΠΕΙΔΗΣΠΙ 


18 (ΑΥΛΗΣ Ἡ. Ένας θετός σπκβόκασς βία λέμε ὅτι τἰ- 
νι ἕνας αβλόὸ αριθμός» αν ῃ ἡπθηκή του παράπτα- 
«πι αποτελείτο από να αμπλσκν ψηθίων, πο Όεν αρνί. 
ζει εππό 0 μαι «πα ολιυβείεαι επιό ἔπα Ἠμα μπλα. Ετσι 
πι, ο ἀβΓΔΕ] εἶωσι ἑνας Επλός αβμός, εωώ ὁ 3ΕΦΕ 
ἄπν εἶνπι, ἵνα Εε[ξετε ὧπι υπιήρήμκον, πείρα Επῤισή αριβ- 
μή πισπι εἴωσαι τελνει τετρ άγωμωτι, 


.. οἳ (βλ οἱ, Έστω { ἓ, -- . µνα σαμάμττμτη 
ἅμα την αηµα 


1 1, 8, Παπ] Ππ], 
[Πήπι -- 11 τ δη -τ 1) -- ΜΗ, 
[πι - 31 -- ἄσπι η- Τ -- Ηπ] 


Ἱπα μάδς πε αι, 
Μα ορίσετε µε ππώσειξη, το τουήβος τω Εετηώω σκα- 
μας πκης Είναι ας 1988, µε τινας ατκήσπας Ηπ] 5 πι. 


τ8 (Αηῤῥία ἃ]. Εαπμς -α ΒΜΗΙΕΕΝΙΜΗΙΕ τὸ πύον 
πιαν Βιτιμά αρῄμιν ας Εὖκι Ευ µεταξό τζπνς πηπή- 
μονα αν πι Ἐ πας ωπ Εκπιὸ τες ζηύπτιπες: 

Π1ΕΑ, 

ἴ] ὕμειῳ υπάρχαση δύο επκεία τας πια να ΕΝΠΗΤΗ 
ἁβρόάγκε τής µορφής ἓ" ο Ἑίκ -- Ε, 1, 3, .] η 

Ηἡ εν πόρο Βύ ἀτουκεία τοι; Ἡ πο να ἁχρπις 
ἠβρύμημα αυτής της µορφής, 

να Εείδετε ὧτι ή Επκημεριη αυτή µπεή ο γήνει µε 
Ένα μόνα πρόπκι κατι ο πρώκηπιαρίκπετε το πα ἠμτνα 
απο οπου ανήμαυν οἱ ἀριθμοῦ Ίο, 1188, 1181. 


πα (Αγγλία 41. Ἔστω ΑΒ; οξιυμώυεα τρύφιωρο κπι [. 
Ευβεία στα ἐπίπεβο τηπι. ὃν α. 1, μα τα µήπη των; αγηκττ- 
σευμο που Α, Β, {, πό την ἰ. αυτήσπεσηρα, Όα Ὠείξετε ἁτι 


α΄ τἠῶι ἠ- υ) πμΒ -- ω Ες 3 24 
ἠὔντηα εμβαξά του ΑΒΟΙ, Πότε κποὐε: ο σας 


30 [βήμα 51. ὕλια ακπληπήβα πηθρκτίωμο [πας] οΗξετηι 
με τον τκηµακάτω τράπι αι ὃ, α,Ξ Ἡ μη 


Μπ ἠείξετε ὑπι ο αν ενκα ηρηττὸς Ὑμα κάθε ω ον 1. 


Β1 (ΗΠΑ, 11. Ἠτιάρχουυ τς Ἡ πευὲς ΒΕπεη; σε ἕνα Εει- 
μομόκπει, τη µα αμηβμηνόωται απὰ 1 ἕως π ματ ἡ ρήμα 
τάξη αμαιβής, Ὑπάρκουν Π απήσεςς Ίνα εωῤαµα αριβµη- 
μΕμες επώ 1 ἔτι µπεὰ ῥἨνειυσπα τάξη ικαυώάτητος ἠπρο. 
πώντιωνή, Η πτήση: 1 εἶναι κατά λλη λε Ίπα τη Εοιδεία |, 
πι μεα μόντν ῶ|. 

Ὁν αιτήκγεις Εἠµσον µατή τρσάα τόδη. Μαξωος Εχει 
προκηιηή]ε στην υμηλύτερα βαβμελεμημένη ερημαία, 
πα τηω οπαίσα «πατός ἡι αυτή εἶώαι ιμομσά, ει να την 
απαία Εκει το μηλώπερει επίπεδα από πμ σήποτε ολ 
Ἆπι πρήσήα πα; ἔχι ππλέξει. [Με βήσηη αὐτοὺς τους μα» 
οονωσισύς η ερηαπία Ἡ ἔχει ἠδη μηελυθή εί μαι κει ππει- 
πεῤτιωβεἰ η Επκαζηιοταία τιρἠαληιμηςλ. Να Βεῖξετε ἅτι ο 
Αππ]όξκς, πι ππα πι  Ἡ ἐπ πο να τιήμσυύπητα τιρώπ- 


Βᾷ [ΗΠΑ δ]. Τα τίμιος ΔΕΑ: εἴσπ αρθεηγήμπα στο Κο, 
Τα σηµεία Ὦ βρίσκεττι στο τµήµα ΑΠ ηπι τα τήν 


ΕΒΔ, ΡΒΚ: Ενω ἰσύας εγγΕρμμέντήν εὐκῶσμης, θε 
εμἠπήπετετα µήμας αΞ Ρί αιππαρτήκτη των στ Βί., 
Πξ κ παπι ὦξ ΑΒ, 

Επ ἡΠΠ]ά, 44. Έντι πλήθος μπεις ηωάπαμο Ἑνωηπι 
τοποβετηµενά ἆε ἰάες αποσεάσες μπτά μήκώς µιας σι- 
δηραβράμικής ραμµής μονής µπτεύβανσης μαι εἴωσ 
αριμηκιένα κατά σειρά {, ἂν ων δ [55 ο], Γι όρους 
ασήμελεος, Ένα τρένο συ επιτρέπεται αι περῶσει Ένι 
σήμα συ μάῆε ὀλλαετρέενο Ἠμωείται ματά µήρος της σιζη- 
βατρο κας πα βρήσνεται μπταζ τας πήµατας ππτοῦ και 
τος επκηέναυ. "Ὅμις ὅσν υπάρχει ἄριο ἵτα ταν αρηῃμό 
τι τρια τε; μγκιρση απ σττήμεύσεμν” πε Ενα σήμα, 
τα Ένα τίσια παπά το ἄλλα ἠππαβότόισμε ὅτι τὰ τρέωατ 

Άλκτ σεφαῖ από Ἡ μετοήμαρῥικά τρνὰ πράπει νὰ ὑκηγτ: 
Βοό απὀ τὸ αήμα 1 στα σήμα Η. Μόῆε τρέυο πιαείται µε 
Βμῤμεπιμή, αλλά απαβερή τηκὐτητα, ἀπουν κπρίται Ἠαι 
δµυ εἶναι μπλα ραμέύς γμά λόφος ασμήιας, ἱ 

ἴνα θράετε αωεβάρππα από τη σειρά µε την Οπεήα τα 
τας εἶναι πομιοβετημέυσ, ο πιος ερόκανς μα πβρΗ τει 
μετηξή της (ώς τος πρώτα; πριμ απιὀ το σή- 
μα ἵ μπι της ἠπξης του τελκυπηίσ! τρίνηµᾳ στα σήμα Ν, 


ΒΗ [Ες 1, Θευρσύμε σημείο Μ ἅτην πλθυρά Απ. 
τος ταηρύμροῦ ΑΒ µε τετοιο Ἠρόης ὥστε η ἀμτίωες των; 
ει αμμΕνς πύκλκαν στη πρίμινα ΕΜ, ΕΙΚ ως εἰ- 


μας Ίσες Να Εμίξετε πι ΒΜΙ -- Λο {9 τὰ εμβαδό, 
τππι ΑΠΙ], 


Βὸ (ΕΕΣ, 11. Γόρ απὀ ἕνα ημμοό τρµππόζε, ἄριτην 
πλήβεη, ατάμκον συζητά. Μετά ατιό ἕωα διάλειμμα Εανπκά. 
Βανπαι στὸ κυκλικό, τρµσπέζι µε Εηπώρετική, ἀειρά, πα 
Πᾶετε ὑπι απάρασιν πτοάκηπων Εμσ ἁταμα έπη 
ύνατε ο φμμός των επόµιανς πε βρήπµοωτα μεταξύ 
τεµας Πίραη επι μετὰ τει διάλειμμα εἶναι α λος, 


ΒΕ[ΕΣΣΗ 3]. ΄Ἔστι α, Ἡ, ς ἓΕ 33. Εἶνοι γυιαστὸ τε η 
εξήσμση εικ᾽ Εμ’ -- οσὶ -- ῇ ἔχει σµέρανι λόση νο. 
αετιµή από την κ μτσειῇ, Μα ΒΕΙΕΕΤΕ ἀπι η εξἰσαµαη 
ακ” -ἳ- βψ -- εαὶ -- Ί ἑγει µνα ρητή λύπη. 


ϐτ(ΕΕσῶ 4]. Γράβσυμε στη σειρά κατά επάξαιαα τάξη, 
ὀλους τοα αυάγωγοις ρηποὺς αριθμούς, παυ το γπυύμγυς 
τος ἀῤηημητή, κεπι τα ππρνυηιαστή ταυς εἶναι μοκρύπτ. 
πα απά 1988, ας Εείξττε ὅτι γν μάθε δυο ψεαωιά ιά, 
1 Π 


κ. επ ιοχύει ἡ σβέση βε --αὖ 1. 


Β8/ΕΣΣΜ 5]. Επωραύμε ἃ κύκλος, από τσενς οαισίσας 
Ε κὐρλκῃ Βρήήπαυτοι στα εαιπερικὀ τοι σταθερό Τσι 
κε μα θέφας εὐάττεται στον Το επ στοη; ἀόει ἔππιλκε. 
υιός τσ, ἂν τα σηµεία επισφής των ἤ πύμλιων µε του Ἱω 
αὖνκι μετά ειῤά το Αι ἂν, Απ ας Ας Αν να βαίξετε ἔπι 

Αιάς " Αν Αμ, - ἄμβιν ν δη . Ανάν 

88 (Βρτιήμ 1]. ΜάΒε οπών Μ κπηµείωπι το. επιπὲ- 
ὅσα, θα Ἄξμε ὅτι αμήμει ατα ΜΜ" αὐωολα, συ και μόνα αν 
καν νψ" ες 1, ἀποι (κ, νΈ ΕΕ ΜΑ μαι ἠκ, μὴ ΕΜ, Μα 
Βρείτε τα πρίγταντι Ἡ ππη; εἶναι τῶπέτα πστε, τα ναι ένα 


το ἐπιμετρωηᾶ ται» Ἡ εὰς προς την ειρχή Έων ατετγµΕ- 
πιο. 


ἄματεῃ 


ΕΥΜΛΕΙΔΗΣΒ΄ τὰ / 5 


ο] (Ῥμετιαμ 3]. Ὑπέάρκει ερηθμύκ ΠΠ τας. Τ] τέτοσς 
ἁμπτε ωπ ιπάρχει μπα (σπώλαθία [πα] Εετιωί σμερπων 
αντ την σπήα Ἐπώσει 

-- απ . . - 
1 -- νι 5 μπι πε Εν. 


Γ 
ϐ] (Βιετυήμ ἃἱ. Ἔνπ παυσπσική Ἱβηπυνα µε πλευρά 
εκυ ΕΥγγεγραµέντι σα κὐμλνα µε απτίνα Ἱ. ἕνα Εείξετε ὖπι 
ἅ πα 
θα 
α0 [Επετωμ δἡ, ᾿Εὐτω ᾖ τἳ ὁ θμαιήης, δν Εείξετε ἥτι 
υπιάᾶρησει απΕρεσεΕ; ἕνα Ἐξ ες ΜΊΤΕ 


- 
[. Π 

. ο. συμπ, 
[ 


. 1 
ὃ τῇ. 
π τι ἀ 


απ: (Βιετνάμ α] Εστω κ Ἐ Ἡ. απ βεῖτε ὡλα τα 


πολικύιμα Εικ) βαθμό ες Π, πο ικισυσγισο τη σχεση 


Σ Είῃ (-- 1) | : Ἡ 


ει [Ηιετυάμ 8]. Εσυ ἡ - 1 {η 55 ΤἨ Βετικπ πκΕρκπεη 
ποσο Εμμονές ος πάρε τα γτωισυπι πι τερεώτιν 
αριημών [ένας πρπας μπορεί να ληήλεή περηπαύτερες 
ἑηκιὲς ἡ πώμα υἩ µην Δηθσί ατα ιωάμενα]. ἵνα είδατε 
ὅπι οευάµεσα σταρ Γι --- ἳ σαταὺς ερημαςς μπορούμε ἵνα 
ἤρεμόμε µερμωσνς ριΏµοήνς ανα το ἠιωμένῶ Ἵδμας Επι 
τέλειο τετεμ ωρα. 


Παραηρήκκως Όσες αὐµήκεκς ἀνοου επ άάηµαυ απο 
υπιῤμημά Βύμίπηι, σος ἔκσυυ πἨ βήμα «πην πῃ ὦ, Μ.Π, 
µε Βάώγι τή αηόηλρώμα ήθη, πό νε ονῤρέσα τόσες 
αρκηρούς των απεηπυλμα, Τη πβτήόµση ῥµστωσυ ση ικα) 
ἡμη , Μγιοληις - ᾱ, Εστοηπήννης. 


ΔΣΚΗΣΕΙΣ ΤΟΥ 
ΕΓΠΛΕΞΑΜΕ 


Εεσογλίσας 


ο ο ο 


᾿Απμημπή 1, τεύχος 4, Απρ 1388, εν. 111 
(Εσμλείδπις Βἠ 


ἛἜνα τερώπλευρς Έχει την εὐότητα: το ἀβραναμα 
τος επιμένει εως ποκαίας σημεία; στο εανατε- 
αμό τοι ανά τις πλσερῶς το; ενα σπαΒειμή. δα Πεί- 
Έστε ὅπι το τετράπλευρο αὐτὰ εἴνει παραλληλόγµειµ- 
μη. 


Απιώζειξη, 

Ὀλεμριοήμεα Ἱροωατές τις απο ῤλκμαᾶνε- ποματύσεις; 
ΠΠ Αμ για μάθε σημα ΔΑ της πλευμιώς ΕΤ τρηάροσ” 
ΑΗΓ τα ἀθρσησμὰ τν αποατάαραρ τζα απῄιε η ΜΜ απηὺ 
τας ποιευρίς ΑΒ, ΑΓ εὖμα σταθερή, τότε το τρίψινα ῥΗΙΓ 
Ελητι ιπασκελῶς µε ὡΒ - ΑΓ µιῃ αωτ]στρήκι. 


. 


απ. 


ή Αμ σε ἔνα τπτρπελευρης σι ἠηχεπήμοη θύμε απσυτι 
ώς εἴωετι παρα λληλνες, πάτε ον ἀλλες δύο Ἠμωίες το 
εἶωπι Ίσες, 

Απῤσιη, αυ Αη [Έα Εκτός των άν Αι Γ σωτί- 
σππυκα, τώτε 


Αα ΤΕ μι Πξξν 


ἁ Γὰ Γ 
ἕν. ἆ 
Εστωτήηι ΑΕΓώ τα τετραπλεύρια της ἀσμησπα, πι Μ 


ἕνα τοκαία σηµεία στα εσπωτερημό ἁραπος, ἁπιὸ της υπή- 
ἤρση κσιη: 


πε ΜΑ - ΜΕ ΓΕ ΜΓΙ Ε Μδ, 5 αταβ. 


Ἀπὸ τα σηµΗκι ΔΑ Φέρμι ευθεία [ε τὔµναυσα τις 
πλευρές ὁΒ, θό τος τετρπῦ Εάρος ΔΗΓ ὁ, στα σημεία 
Ε, ὦ ἀντηστορρα ἔτσι ἡμπε ΑΕ Ξ- ΑΣ, τότε αὐμήκονα µε τε 


πι απ. ΕΕΕΙΜΗΣ Β΄ 


ος ---υ----------------ακκκκκεκκκκν------------....... 


ο 4955 ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 


Επιμαπή Δια γώ ισμεῖν 


Ένινε µε συμμετοχή µεφαλύπερπ από κάθε ἀλλπι 
φορά α 4ῦος ΠΜ Α. που διαργανώνει κάθε κρζ- 
ναπΕΜΕ, Η ΕΜΕ ευκαριστεί τους σι  λφους 
μαι τις Διευβύνσεις της Ἰδέσπις Ἐππαίδευσπις για 
τῃ Βαήβειά τους στην πραγμάτωση του ὄναψωνι- 
αμοῦ, 

Τα Βέματα που π επροπή ὄναγωνισμαύ ἐπροτει- 
με ήταν τα Πάραμώτς: 


ΘΕΜΑΤΑ ΠΙΑ ΤΗΝ Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 


ΒΕΜΑΙ {α: δα βρεθεί σπτιν απλαύστερπι μι ρή πι κ: 
παπι; ᾿ 
Αα κο σκκς κ 
αν Ἡ να 
ΘΕΜΑ Ἆα: Αῄνειαι ἕνα ἡμικύηλιο µε διῤμειρα 
ΑΒιε. Β ετῃ. Ἐσπω [ ένα σημεία τοῦ πμημημλήσυ πο 
απέχει απὀ τὸ ὃι ἄθσπι και Ἐ ἡ προβολή του Τ ατπν 
ΑΒ, Πάνω οσον πάθει ευβεία από το Γ στα επήπεὔς, 
του πμηκυἈίσω νὰ πάρετε τµήµα Γή ΓΕ και να µστα" 
σκευήσετε τὸ περύεδρο ἀΓΑΒ. 
αἱ Να υπαλοψιστούν ο αμμές του τετραέδρου. 
ΒΙ [ύσας εἶναι ὁ ὀμκος αὐτοῦ νου τεραέδροαι 
ψ] Μπαρείτενα αι/κρίνετε το ἀβῃόμαμα τών τεπραν- 
νωών των δύο ἀπέναντι απμών µε το ἁβρσισμα τν 
τεπραιµάνταν ἔπμι δύα ἀλλω απένανη μμ ὐμά, 9 
μαι ΔΙ, ΑΓ νι ΑΓ, ΔΕ). 


ΘΕΜΑ ἄσι Αν υποβέσοµε ὅτι ἤ-- -αν μπα 


πτν 


Ἱπι---- ΜΗ Ὦ-- Ύ να αποδεικΏεί 
α--Β 


1 
νι ο αγ 


ΘΕΜΑ 4ο: Οι πόλεις Άλφα και Βήτα ο δέσωται µε 
ψπαμµή Ἀεωφορείαι. Από κάθε πᾶλπι ξεκινούν αυτό’ 
χμονα ἠξώφαρεία μάΒε µία ὥρα, ολόκληρα τα ὦδ ρα 
και τα ταξίδι ανάμεσα σας δύο πᾶλεις ὄναρμεί 8 ώρες 
ακριβώς. Ένα Ἀειφορεία που ξεκισὰ από την πλ 
Άληα, πύσα Ἀεωφωρεία της ἐὔνας γραµµής Όα σναν- 
τῆσει µέχρι να ἠπώσει σπιν πώ δι Βήτα: 


ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
λα ΣΕ ανσκ-νσ]ς 
ν κ ΚΕ [ην - Εή 
κάν ματ κα μα 
ἄκκςδ κ νο] κστν 1] 


ΚΣ] Ηκ1Ι 

αν ο 
δα: αἱ ΓΕΙ:. ΑΕΙ- στ τα - δε -- επι 
Εμ” 5 (ΑΒΙΙΓΕΙ -- 5 [ΑΠΙΤΗΙ ἡ ΞΗΙΓΕΙ-- 
κα 0 


μι -- επι Γι 
ΑΛ ΑΙ ΓΛΕ-. Πδ ας θά σνν ΣΠ 
ΒΔ. ἨΠΤΤΑ: Εν τε 
λος νῇ . 1. Μ0) 
Β) ο) ὦ πι σα (ΑΕΠ Γό)- πι δ 
) ΔΣ .ΒΓΣ ο] τε, - κε Βή]Εν 
ΕιάΣ Ε ΓΑΣ -- 5 «δή .. Βή8, 
πμ κνι 


ο ψ, 


5 
Ὅης λα) 


απ Πα οὔ ᾗ 
ἒ εν ει 8 
αν 


απ--ξ 


(α -- ΒἠΒ ην γή 
πα γίβεν ο 


ε- συ, --- 
αἲ Για ή ψ) ον 


ία -- Β] [8 -- γ] 
ο. ας Ἑν 
”-.-- ΦΥ): 
ο -- Πα εα Ἑ γ) Γ γή ία γὴ 
δαν Β 
----- Ἂ----- -{ 
ία γήία αγ) αΈη : 


Μπι: 
Αι Απ Αν Αι Αν  Ἀς αν 8 Β 


Βι Β, Β. Εν κ Βρ Ἐν ἍΒι 


Τη ἄναβρωμῆ ΑΒ τη ῥυρίζαυμε σε ὃ σα ὑιπστήματα, 
Πα καΒένα ανππρασωπεῦει το διάστηµα πο ἠνανή- 


ΕΥΝΛΕΜΗΣ Ε)τ δ/ 8 


ουντα ἁβωφαρείᾳ σε 1 ώρα, Είναι φανερά ὅτι τα Άειι- 
Φορεία πὸν ξεκινά απὀ τπν Αι Ἆα αυναντά Δεωφαρεία 
στα σπµεία: Α, ες, Άλι. Απ Β, καθώς και αἴα σσπμεία: 
Βι. Βὰ, Βα..Εε ἀπλενδή, κι σναντήσει Ὁ -- Β -- Ἰτ Λρῃ- 
πιιρεία, 


ΒΕΜΑΤΑ ΠΙΑ ΤΗΝ Α΄ ΑΥΗΕΙΟΝΥ 
Θέμα Το ὃν α/διμ ακέραιοι αριβμαί µεα θε ψ-ῃ, 
να δείετε ὅτι ο αριθµός 2ᾳ1 -- 284 -ς 3 εἶνοι τόλειο 
τετράνώνο απέραιου αριῆμαύ, 


Εέμα ὅω: ὀίνηντηι ἅτα επἰπεώς 
1 ὄπμεία 

καὶ ἄλλα Σ ππιμεία 

και ἆλλα 3 σπιµεία απ' ευθείας 

και ἄλλα 3 απμεία ο’ ευδήας 

και ἡλλα ᾱ ὀπμεία απ ευθείας 


και ἁλάα 1 σηµεία απ’ εωβείας 
και ἁλλα 11 απµεία ακόρπια 
Πάπες ευθείες ορίζουν ἆλα τα σηµεές; 


Βέμα ἃσι Τα 24 αράμματατης ΓΑληνής αλ αβήτοι 

ἔπα Βάζουμε ὅτι τόν τε ἡ ιαφορετικἁ καυτά, Ἡμη- 
πεμοποναύμε τα ἡράμματα ενός ποτού μαι ππατιμί- 
ἔσυμε όλες τις διατὲς Ἀέξεις µε τρία ἁπππιαρρτιμά 
ημήμματα (Πικ. ον σε κάποια καυπ[ υπάρχουν τα γράμ- 
µατα Αρπ, Τή5,, ης λέξεις ΩΝΑ, ΧΑΩ, ΤΚ μλπ]. 
3 αποδεικνεί ὁτι υπάρχει τομῤάκισιο ένα κουτί απὀ το 
οπρίο μπορσύμε να αχπµατίσουµε τουλάχιστο 150 Ἀ. 
εις τριάν» ψραμμήτωνω. 


θέμα ἄα: Έσπω ΑΗΓΔΕΖ ένα μυρτά εξάρωνο µε πε- 
μίματρα π. ας ἠπίξετε τι τι. . (Αμῦν - ΕΕ: -Ε [Γ], 


ΑΠΑΜΤΗΣΕΙΕ 


Ία. Ενα; 
αἲ κ) Εν) --αἲ ιδ κβῃ-- ας ΕΕ - 


- ὀμαζμὲ -ε θηψ ες γαῖ -- ΦαΒγία υγ] -- 
[αἳ α- 87 μΣ- αἲ --βῆ-- ψ, 
ρα δ[αἲ ας Β1 ο  γ] τι μαἳ -- δὲ ο μα. 

30. ἂν ἆλα τα 11-2--ἆ1-. Ε 11 πι δὲ απµεία ἡπαν 
. ἳ βα[θα-- Η 
ἀμήμητα, Ἆᾳ παΒήμιζαν λος πως: μα ,κξ Εη κα ὦ ]11Ε, 

Αν τα 3 σανευΒεικά ἧταν αµόρπια ὃα καβήριζαν 


κ... . έ ἰ 
τρ 3. Τώρα καβορίζαυν 1, ὅπλ [5] λιγότερες, 
Ὥμυμα τα ἆ συνευΒειακἁ σπµκεία καδαρίζουν 
{9 
απ - .5[5] Ἀπότερες 
Όμοια τα Ὦ πυμειΏειακᾶ ππιµεία καβορίζαισν 


ο α«[π] ἁνρόπερς 


Όμοια τα 6 συνευβειακᾶ σηµεία παθαρίζουν 
νο 1 Π4 άνω 
Ὠμαια τα Ἱ συνευΏσιακὰ οήμεία μαλορίζσμ 
-- 1 π]δῇ] Αγύτερες 
Ὥμοια τα 8 αυιευΒειικά ἄπιμεία καθαρίζουν 
ο. πι μη ηρόερος 
Ὥμοια τα 3 συνευΒειακά σπµεία καθορίζσιν 
-. -15 85] Ἀιμόπερες 


Ὥμαια τα 10 αυνειβειαπά σημεῖα καδορίζουν 


10η 
αλ μ4! ληρότερες 
Σωνολικά  -- 5 - ὃς 11 21-01 ο. 35η 1 - 196 λ. 
υώπερες ευδείες, 
Ἆρα συνοἠικὰ καΒορίζονπεη ὀ]άΠ-- 158 τι 19881 ϱι. 
Βτίες, 


ὧσ, Ἐε πήποια κοιπί ἃᾳ υπάρχουν ἕ ταυῤάκνπον υράμ- 
µατα, απώτε 6 αριθμός των λέξεων Βα εἶναι 
[5] (ναί-- 0 καυλάχιστον, 

Επειδή ἁμως απὀ 3 γράμματα µπορεί να κατασπειων. 


αΏαύν ἕξι (5ἱ συναλικἁ λέξεις, ο αριβμάς των λέξειαν 
Εὰ σίναι ΕΠ -- 15Η. 


4ο. Προφανώς Αλ: ΑΒ Η-ΒΙΓ 3 ΓΑ ή 
βικςΕ ΕΕΣ - 1 
Ἑβωνσπ, Όμοια ὄἨξωπ, ΈΓᾶκπ Ἀπὴ, 


Ἀπο Ὁ [ΑΔ «ΕΒΕ α-[ ἡ πὸ. : ἡβωῦι Ι-ΒΕ ας Γζ] 


ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗ Β΄ ΛΥΜΕΙΟΥ 


1ο. Έστω ΛΗΓώ κυρτά πετράπλειιρο μα Ἡ Α στιµεία 
μων πλευρών που ῥιὰ, ΒΓ αντίστοιχα, Ἱέτοια σε 
βἩ, ΑΒ. Εή 

πὰ δα 

Ἠα δείξετε ὧπι πι Κι εἶναι παράλΆπλπι σε µνα ῥιχοτόμιο 
τις γωνίας πο σκημείζαυν ο πλευρές ΑΒ και ΓΑ. 
Θέμα δα. Έστω ΑΔ Π επωτερική μαι ΑΕ ἡ εξαπερική 
δικοτάµας ττνς μίας Αν του τρυρώνοι ΑΕΓ. ἂν ΑΙ 3 ΑΒ 


μαι ΑΓ-- ΑΕ Ξ ΒΓ, να δεέξετε ἅτι 
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ΕΣ 1 

περα. 
Ενέμα Ἆσ. Αν ο πραγμαπκός µη µπὐενικάς αμιθμώς, 
μα Ἀήσετε την εσωπη: 
αλ ἕ- σκῖ 4- φαξ κῖ -- θαῑκ - αἲ--Π [α-ὔ. 
Βέμα ἀα, ΑΝ αβιν είναι πραµµατικαί αριβμοί, να δεί: 
ἔετε ὅτι «/αἲ τῆσ- αὔ Ἑν δε νι -δηξ 


α αἲ γα 


ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 


π-----ἕἕ---Ὁ-. ὑἐἀἄἦἐ, πο ---------ᾱ-υν 
Ίσα. Πατοσκευάζοετα παραλὀπὀμαμμο ΔΑ ΓΕ, ἂν 
ΕΞιΒ, π πρόταση εἴνσι προφανής. Ἔσα Ἀριπιῶν ΕΒ, 
αβπνσιμε Πδή Ἠ ΑΓ (πν,1], οπότε 


ΑΜ  ἘΜ Βή «. 
τα τπτ ϱΕ' ἄρα ΜΑ 9 Εὰ. 


Φέρνουμε ΔΝ Ἡ ΛΑ, Τότε τα ΑΜΑΝ εἶναι παρολλπιλὀ- 
ΒΗ ΒΑ ΑΒ ΔΑ , 
πε ΑΓ ΑΓ ΔΕ 
ΑΝ εἶναι δικατόµας της ΕΔΒ.. 


γμαμμΏ πι 


δα. Είναι φωτό ὅτι Βλ-: --- αι 


α 8 3 
Τότε .α-- ! Ἡ 1 ᾱ 1 


.. - Επ ----- ---------ππππι ο ππ- 


απ. Παραπιρούμε τι 
αἲ-- ἠ,πκὸ η. θα κ «Ε ἠπα - αἲ κ. ἠκὶ-- βαν αυ 


"Αρα εἰ εξίσιωσπι έχει εέζες 


- Γπξ 
Σαν σ αγα ξ 


κας” ε 

Παρατήρπύα: Ὑπάρναιν κε ἄλλα τρόποι επίδυσς 
της εξίσωστς οπής. ΠΠ, αν ἄπιρέσουμε ει τὸ δα 
μέλι µ αὖκξ παπι Ἀέσουμε επ -- . --- Άλις 
τρόπος εἶναι να Ὀέσουμε κΞψα χη.Άπ, 

4. Παραππιρούµε ἀπ αἲ «-Β] --αθιϐ, 8ἱιὃ-Βη5.ῇ, 
αἲ αι νά α-αφτεἳ Μαι ιηµάναντας ανα τετρόψωώνα ἔνουμε: 
αἲ ο ΕΣ --αδ - δὲ ο  ᾖῇ --Βτ 


γα ΕΕ -- αἲῃ [8 ει --Βν] Ξαἲ αυ) αν ἡ 
δν [ο δν --αδ[ᾖβτεν -- Εν] ς 


σα8-ὄγ- μα 28ἱ μόμαντας πάλαι απο τετῤπμηωῦ 
μετά τις τιάξαις ὃκι πάροσμτ. 


αἲβὲ -- δρ ο μαξ  βαβέν-- δαν -- ὀαβις 
[σι αΏ --Βὲ 2-0. 


ΘΕΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΗΝ Γ΄ ΑΥΚΕΙΟΥ 


ο -ᾱ----κ---- --Ἱ.ἶ{ἀῑἽἀ 
Εέμα Ίία. Ἐσω Ε και ἁ τα µέπα πο ευρώ ΑΠ μαι 
ΒΓ ενός παραλλπλοηρᾶμμου ΑΗ ΓΔ και ἑστῶ Ότο απ’ 
μείο ταµής πόν εὐθειών Αή και θΕ. πα υπολομαθαύν 
αι αριθµκή κ ναι ἡ που αρίζουπαι ἁπὀ πς σχέσεις ἂίλ.κ 
ΔΕ και ΑΌ--λ Α2. 


Βέμα 20. Ἑσπω - µία διμελής πράξει αριαµένη στα 
σύναλα Ἡ ταν αμεραἰώνν αριμών κα τεποηα ὧσπε ια 
κήξε αεΕξ απήρκαυν ακέραται αριθμοί κ μαι ν ἐται τὰ) 
σεκ «τι.  απαδεητεί ὅτι π πράξη » ὅεν µπορεί 
να ἔχει ταιµύχροα τις ακόλουΒες διήπητες: [ή 
πα. Ώε --ᾖᾷ αἱ και [ή α. (κ γ] τα. (8 κψ) ια κά Ἶε 
απ, Ἡμη, Εξ]. 


Εέμα ὅσα. Σ ένα μαβπμοτικὰ ὀπαρωμναμό λευβοήνον 
µέρος αυνολικά 1988 μαθητές απιά τις τάξεις Γ  Γωμνα” 
πίσα, Α΄ ῥυμείεμα, Εν Δυκεύσ αι Γ' ἁππείαυ μαι απ 
πήθε τά ξτι υπάρκοαν τοπλάκνανον 9) μαΒητές, Πύσες 
εἶναι αι Δυνασές συμβέσεις πατά τάξη Ίου ἐβυμή λιτό 
μαβπτών ποι ἠαθαίωοιν μέρας στα δια φομσμός [π.χ 
µία ὀυνατή αὐνβραπ εἶναι π εξής: 19 από Γ  Γαμνα: 
σίαρ και 490 μαθητές απά κἀῑς τάξτι του ἠηκείσ], 
Εέµα ἄπ. Ἐστω α μαι ὃ πραηµατικαί ἀριβρο. [δα Βρε: 
Βούν ικανές κάὶ αναφµαίες συνΒήκες επί των α μαι Β 
οὕτως ὥστε για μμομοδήποτε προμαπκούς αριῇ: 
μούς κ και ν. εν αν ΕΕ] αν Εν], τότε κ ψ. [8] 
σαμθαλίξει τα ανέραιο μέρας τοι κ). 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

1α. ΓΠρομανώνς (ΒΙΑ! αφαῦ εὖσε ἡ 
ακ κ Ε[κ] ανα δη] Π] 
ἴα ιακήει πα μάδε κ ΕΠ. 
Μμακρίνόουμε τις περιπώ μπεις; 
αἱ αξθ, μεθ, Τότε πι 11 ἂήνει 
ΕΙΚ] ἡ [κ]”- [ν] η] 
Όμως ἀπό τή {51 ὃς συωσπάγεται ὃν αν. 
ὁ αι, ἃ- 0. Τότε πι [11 δίνει εἰκ ταν ἡ [κην] . 
ᾖ αὔ-εθ; Τότε πι [1] νρηφεταα: 
α [κ] α- (κ/} η δ[κΙ --αΠψ]--ν] - ΒΙΨΙ ἡ 
(α 4 ΒΗΙκ] --Ινῆ --α[μ] -- (Μ} (1, ὅπου 
τς κ] 1. 

ξ Β 
Η [31 γρόφεται αντ [κ] [μ]- ὑη --ἰκι μὴ 
Αππκῤίῥόημε τις περιππάµες: 
ψι] αἲ 5.0: Τότε 1 -- 5 35 1. απύπε τα α΄ μέλος τις 


ΜΗ] Βα εὗναι ϱ εἶπε απαλύτως μεμαλύτερα τοι; Ἡ. ἠπιροῦ 
[κ]. [ψ] ακέρσισαή, ενώ τὸ Β΄ µέβας Π ἡ μιηρώτέρα Ίου 
Ἰ αποῤύτεος, Έα πμέτει ἁοιπόν [1] [ο] και ἠκ] -- [ψὴ, 
ἡήὸ, πΞΝ. 
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' μα ας ο Β 
Ψὶ ας; Τότε Ἱ - ο Ἱ. 
ὑμσκρόναυμε τς περιπτώσεις: 
ὔ . 
ψι] Ἡ -ε τς αν Τ: Τότε ὁππής μι σπιν περίπτιωσγι 
ἴᾳ πρέπει -μ. 

Νοκ ς. - 2 
αμ λ... κ τε]; Τότε ὅπως εἶναι εανερώ πι 
1 μπορεί να νπκύσι μαι τα κπὲμ. Ὠνκε (Β.Π σα 

: 8 | 
ἡ {αΒ ή ἡ [αβς ο, --- -ς --ᾱ] 

α 
πι ὂν γπήβῥαπιμιξ ἅπι πι ε ἔχει ται κράνα τις νῶνά- 
πτες ἡ και ἠ, τότε 
[αι κ μα πο -- [ή" αἱ 8) τση ὑρα α] πι 
Π αι . 

ο ΤΗ ΜΕ 
[α 8] εν σ[], 


Αλή αφοῦ α Βοκεῦ τότε μεν Π για κάἒς κε” 
Ηάι η δε: η Έλξ, ἧταπο 


10. Έσω ἡλ- α  ἁΓ-- Ἐ σα]. 
Τότε [Εν ΑΕ: Γι] τω --- {Ἡ 


.. 


-Ὁ α [κά ολ .9 ἒ | σκ-λ- [] 
Μαι αφούτα α, Β δεν εἶναι συμραµµικά ἃα 
Ενσιμς: 


1 : 


ας”, λ-- 1Ξή ἓκ Άι ὦ 
1 κ; μα) 
μι αλα μ- δλ-ὐ 
λε 

ἠριμ, κει κ». ας 
κ.ά ) . 


φσ, Ἐστω κ Σω οι µαθητές ταν τάξεων ΓΤ Γυμνα- 
σίσυ και ΑΕ Γ Λυκείου αντίστοιχα, Τότε 
«Εμ ΕΣ ΓωΩΞ ΗΒ, ὅπου κ, νσω Ξ.ΠΠ, Ο αριβ. 
μώς Ίαν ἠὐσείαν του συσπήµαάτος ἀυτούῦ εἶναι α ᾱ- 
ριημάς των δυνατών συωΒέσεων. Για τι ἠύσηι χρη- 
σιμοποιοήµε τήν εξής µέβοδο: 


Εέταυμε; τεκ-- ΠΩΣ] 

τν 4815. 1 

πα ἠμλ] 

- τμ ἠβΙτΕ 1 
Εα εἶναι ΧΡ. 33, ὅπωι μμ ος 11) 
Ὁ αμιμάς των ἠήσεων τος {11 µπαρεέ να Βρεβεί 
µετον εξής τρόπο: ξε µια εὐβεία τοποθετωύµε ᾷ 
σηµεία σιπ αβιρή. Μπορούμε να πάρουμε µια Δή- 
ση Βάζσωπεις 3 µάΒεπες ηρμαμμές ανάμύσῳ οτε στι- 
μεία, Σε κάθε τέτοια µατασπεπή ανπστοπχεί Ἰ ἀύστι, 
πικ. τα πρώτο τμήμα, 


κ 
5 


πη 
. ο - 


Γ] 
-..ὁ ια 


ο 
ο ο -- 


Ψ τὰ Δεύτερο κλιπ. Οἱ χώροι ανάμεσα στα 33 σημεία 
εἴναι ἃδ, ἅμα ο αριθμός ων ἠύήειαυ Ἆα εἶναι 


λα ος, 


Απιά τος μαθητές που πήραν µέρος στον ΤΙ ΜΑ, 
ἔᾳ επιλεφούν οι µαθητές που εἶχαν τπν καλύτερει 
επίδοση και ἃα δι μωμνοβινόν πάλι σππω πι Εθι 
μή ῥηαθηματιµή Ὀλυμπιάδα, πο ὃα ηίνεα σπήν Αι. 
Βήνα στις 18-19 88, για να επιλεγούν αυταί που 
ἃῃ συμμετάσχουν στην Ἡπ Βαλκανική Μαβπµατι- 
κή Ὀλυμπιάδα καὶ ἅπῃν 3] ὀμεβνή ἸΜΔαΏπματική 
Ολυμπιάδα, 


Ν. 
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Η 903 ΔΙΕΘΝΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 


Μια ελληνική επιτυχία 


Ἐπιτροπή Διαγωνισμών 


ὕτο Λἠπρασυναβάκτης ἄν τπς Γερμανίας Πα 
είναι πι ψεννέτηρα του μεγάλου μαΏπιματικού Μο) 

Γκάσυς έψινε απὀ 11 έως 24 [οὐλη η Άη Δ.Α). 

Ε αὐής πήραν µέρος 5Η) χώρες, ανάμεσα στις ᾱ- 

ποίες μα ἡ Ελλάδα. 

Την Ἑλληνικὴ ομάδα αποτελούσαν αι μαθητές: 
Αδανασιάότις Ἀμ. Εαν Τ Δυκείσ 
Ποποιμαάς  Ἠ. Εεσπνήµτ Γ Ἀυκείσι 
Ῥυμεωνίδης Τμ. Εκανίκπ Γ' Λυκείου 


Ἑταβόπαυλος ὦ, Αθήνα Β΄ 
ΟὈμπονύμου  Α, Αθήνα  Γ Αμείση 
Μουραύκας ΕΒΕ. Αβήνα Τ Αμεσα 


που επελέψησαν μετά απὀ επτά [Τὰ συνολικά ὄνα- 
νώσμούς. Συνοδοί αρίσΏπκαν ο πρόεῶρως της 
ΕΜΕ συνάδελφος 8, Μπόλης και ο αυνάθεάφος 
Δ. Κοατοφιάννπς, Εξάλλου πι ΕΜΕ. µε εξόδα τις 
ἐωτειὰξ παρατηρητή το οὐνάδελ ο ἈΝ. Ἀκσαλιω- 
εδ 

Τα απαπελέαματα της ἀῑπς Μ.Ο, µπορεί να 
παραητπμισθαύν παλή Βετικά για τῃ χώρα µας, σὲ 
πείαµα όσων συνειδπτά ἡ ααυνψείὅητα επιθιώµαν 
τπν υπωάθμισα της µαβπµατιµής µας παιδείας. 
Πµάγµατι π ἙΕλληκή ομάδα συρκέπρωσε 123 
βαθμούς και πήραμε 1 αρριρά µμετάλια (Ν. Αῆα 
υασιάἁης], ἃ χάλκινα και ὃ εὔφμες µνείες και μα: 
τελια δε τήν ὢ] Ἀξαπ, µαζί µετπν Δηγλία. ἂν µάλι- 
στα άβινμε υπ’ ῥμπ ὅτι τι πῤημία ταν Ελλήνιι 
μαθητών ἧταν παλή μικρότερπ απὀ τπυ πλ]κία των 
"Αιῤῤλέου και των περηεκαητέρώων μαθητών πα συµ: 
µετείκαν σιπν οοπ διΜ.Ο τότε τα απέλεσµα αυτό 
ιποδυναμµεί µε ἁθλα, ῥ ιά μαι τα αποτελέσματα 
των ἐἴπ [6 τελευταίων χρόνων παυ π ΕΡΕ έχει 
τήν ευθύντ τπις προξτοµασίας των ομάδων µας 
Δείενουν, πως π τώρα µας εἶναι μα αστείρελπτι πτῃ- 
φή αυΒενπκών μαθηματικών ταλέντων. 

εἶα αὐπφἐρύυμεαµόμµα, μάτι που ἀλλ η αωνά- 
δελιμοι γνωρίζαυν: Μέχρι τώρα τα ΎΠΕΠΕ ὄεν ἑ- 
ὅωσε καμιά ομσιαστικήἡ θοήδεια στους μαθητές 
αυτούς. Αρκετά χρόνια τώρα π ΕΜΕ πρατείψει στὸ 
ΝΠΕΠΕΒ τω ἀνάφμῃ να ειαάψονται κωρίς εξετά- 
σξις μαι να δίνεται υποτροφία στους μαθτπές που 
π ΕΜΕ επιλέψει για τς Ολυμπιακές µας ομάδες, 
Δυστυκὰς αι εμπήγπαπ τής ΕΜΕ δεν ελήφῆη υπ' 
ὄνμν. Ας ὅαύμε ὁμως τα αποτελέσµατα πο; ἐῴε- 


ῥραν οι μαξπτές µας στις Πανελλαδικές εξετάσεις: 
ο Χ. Αδανασιάδπς πέρασε δεύτερας [δος) στα 
Μωβπματικό ππήµα τοι ΑΠ, Θα νίκης, αὐῤά 
προτίμποε νά σπάσει στο περίστιµα ἁμεβικα- 
κά ἵδρυμα ΜΙΤ. τὸ οποία του ἑόμασε πλήρη μη: 
πατρζηρία. 

Οι ὁ Παπομησής, Π. Συμεωνίδης προήµπσαν 
Γερμανικά Παμεπιστήµια. 

Τέλος ἐπ μαβήτὲς Αι. Οικονόμου και Ε. Μουραύ- 
κας, πέτυχαν απήῄστοικα τη δεύτερη [Απ] μαι πρώ. 
τη (1π) Δέσπ στα Μαθτματικά Τµήµα του Γ]ανε- 
πισπμίου της ἈΔήνας, Απά τα παραπάνω φαίμε- 
ται, ὅτι αι µαθητές της Ολημπιακής µας ομάδας 
ὄεν εἶκαν ανάγμη κάπαια ευεργετική διάταξη το 
ΠΕΓΙΒ για να εισαχθούν πο πανεπιστήμια. Αν- 
πδεια π πολιτεία ἐχει χρέος να εξασαῤίζει τπν 
παραμονή των μαθητών αυτών στπν καῖρα μας Μαι 
ψα μπα παρατηρείται, κάδε χρόνα το δια φαινό- 
μενα, ἁπλαδή π διαρροή μαθηιματικών ταλέντων 
πε Αμερικόνικα και Ευριωναϊμήά πανεπιστήμια. 


Τελειώνοντας ευκάμαστε σε λους τους µαθῃ- 
τὲς µας παυ συμμετείχαν στους ὄναψωπσμούς και 
τα µαβήµαπα τπς ΕΜΕ. καλή επιτυχία αι πάντα 
διακρίσεις, πα την πρῃωκωή Τῃ δική τους καιτπς 
χώρας µᾶς. 

Τέλος αναφέρουμε ὅτι απὀ τις ασκήσεις πο 
πρότεινε π Ελλάδα µια (αιπή του εἰ. Μπόβπήη επι: 
Ἀέχθπκε απὀ την επιτροπή σπιν ομάδα των {1 α- 
αμήσεων απότις αἰποίες τελικά επιλέχθηµαν τα Βὲ- 
µατα τῃς Απο ΑΜ. που εἶναι τα Πα μικώτω. 


Πρώτα μέρα 


1. ἵνα ἀξίξετε ότι τα σύνολα [1,198 3ἡ μπα ρεί 
να εμφρασβεί σαν ἔνωσπι ὁιοφορετιμών υπιοανή- 
δν Αβτ Ἡ 11] τέτοιον ὤμπε 
ἡ κἀδε Αἱ να ἑνει 1) στοικείΠ 
Πν το ἀΒρμαινμα ταν σπζηκείων κάθε ΑΙ εἶναι το Ἱ- 
δια, γα [ον ιινν 11. 


3. Εστώ ΑΒ οξιμώννα τρήφωώνο, Ἡ ἠηατάμος της 
φως ἡ πάμνει τον περπηβηραμένο μὐκἈω του ΕΓ 
στα ἡι. Με του ἴδια τράπια αρίζσυµε τα σπµεῖα 
Βι, Γι Έστω το ἁπμεία της τομµέὺς τοι Α Αι µεπις 


ΕΥΝΛΕΙΔΗΣ Ει 3/ ΒΗ 


δικοτόµους των εξωτεριμών ψωνιών των Β και Γ 


πω ηκα, ὃ]ε τον {δλο τρόπο αμίζουμε τα Β, Γ., 
ὕα δείξετε ὡτ' 

ἡ Το εμθαδά τον εξαφώνου ΑΓ, ΗΑι, ΓΗ εἶμαι 
ὁμπιλάσιο απὀ το εμθαδό του τρίο 
ΒΓ. 

Εἰ (ΑΒ. 1 Ξ:ΦΙΛΕΓΙ 


ἃ. Εστω ν και κ αμέραιοι Ἀμπικαί αμιῃμοί, Εστω 
ε' πω οΠημείων του επιπεδο, τέτοια ὡστε: 
ἡ τα σηµεία ται Ὦ ανά ὦ ἄεν εἶναι σιπειἠλεική 
ια κάθε αππµείσ Ε το Ἡ υειὰ βλ πολ ύπννστα 
τα απµεία τα ο παµ πσαπίκουν πώ το Ὦ, Μα 
ἂείξετε ὅτι 
1 


Μας ρ] Ἕ ων 


ἱ'-------υ“υμὙυμυ 


δεύτερα μέρα 


4, Ενα πυρτό τερώπάτηρο ΑΡ Γη έγει ης απώλ]- 

Όες υδιότες: 

αᾱ- Οι πλευρές ΑΒ. και ἕἔ; Ικανοποιαύν τη ακὲ- 
απ ΑΔΗ ΑΙ ΒΑ 


Εθν πὸ Εωθιεπαι ααπισµ-α-σέων 
τν 


τα μαθηματικά σήµερα 


Βτόμναι - ἑμχριαμαι παλυτελεὺς 
ϐ ΗΒ ποπ λήμπτα επ: σπα ήεις 
α Η οκόνες ο πευΣμαηρᾶμμήτε --- ΕΦ πίµσωςς 


Τώρα και στην Ελλάδα 


το ἁσκιμασμένα ἔργα 20 καθηγητών πανεπιατηµίων της Γερμανίας 
ὨδΠ ΕΕΔΕ Βγήκιπ α ΚΓίαπο ο Αθηνα ΟγίμπΕΙ κ Βμγρο λα] 


Β. Ὑπάρχει ένα σηµεία Ε οτο Επιώτερική ται πετµκῃ- 
πλεύραυ µε απόσταση ἃ απὀ εην ευθεία «Π τὲ. 
ταια μπε ΑΡ ΞΗ- ΑΙ ΒΡ-:Η- ΠΟ 

να ος ν 1 | μ 
ἵνα ἠείδετε ὅτι -----ᾱ----- 
η ”ΑΓ; 


τη 

ὦ, ἵνα δείξετε ότι για κάΒε Βετικὸ ακάραια π υπάῃ- 
χι π ἠιαδοχικοί Βετιμοί ακέραια µανένας από 
τους ὁποίους ὄεν εἶναι ακέραια ὀύναμη πρώτου 
αρηΏμοῦ 


6. Μια µετάδεσπ Χα, ολλ Τόν απαιγείων το 
σιμώλαια [1.0 ο που ν εἶνειι γενικάς εμέ 
µαιας ὥα Λέμε ότι έχει τπν ιδιότητα Ἐ αν 

Γκ) -- ΝΕ ι[π, για τουλάχιστου ἑνα ἱ, ὅπου 
ΕΠΗ, 8,. στι 1 Να δείξετε ὅτι ψια κάθε π υπὰρ- 
νι το, ο ο ην 
ππα Ε' απᾶ εκείνες πο; δεν την έχουν. 


Ἐπμ. Οι ανν :ἡ 
ΜΜ. Εα Βπμκνα 


Μεεκττων της ἔπῃς ΕΜ] 0. µε της ἅ]ης 
απο Επομ τὰ ύκος 
ΤΠεημίναυμε Λιρπόν λόσεις σας. 


Αι εφαρίσέας Ἠπομβημείσι παιδείας 234188ξι 


µεγάλη φυσική ἓν χημεία 
Εφεβωμη ας Ἡ παλωτελαές τόμύινε 
30Η! παιρᾶμεπα --- 1 πρβ λἠμάτα 
3.ΒΔΗΙ υικύκες [το ῶν ὁμπγἠσεκὴ 


18 Εὔμέκης 


Ίπα ΒβΛία που πρήβάμμαίξδιν τη μάθηση σὔμήκιᾶ µε τς σωμερανος οεήϊμενς τς άρατηκὴς Ἑωπλανίας., Βιμαύνται εππᾶ 
τὰ πιῤώηματικό προς τη αωηρηµέάνη καὶ μμθάπισέ µη τρύπα µανη δικά τις μπΏτιματικὺς ἔωνοωες, Αιπή η σὐνθεση, ατήσωωὰ. 
Μπ οε ακαπες κ.ε πκήµστα, εἶναι σκρβῶώς η πμ ννση στα Μαδηματικά, τοι Διώτηρα! πς Ἐνήνσεις στη μνήμη Τσι μαθητή καὶ 
του ἀῑνει τη δωνατάτητα κα τις υφαῤμόσαι στη λάσπη πραβἀημᾶτων 


5 ἠημοτκή Ἡ Γἠονῤησεικά 6 Γτα ἠημετικώ - Γιηάσιο - Αα - Λκκκάδίως - Φοππητές και Κωξηνητές, 

τα ωτα γα φικώ αλώό µοες ἁνέκωσαν: Πρ Πε ία Ταεε Εν. Πολωτῶν αιωθριοός στη Βὐπῃ - Γης. Πρασιτηνῖη τύπηα! ἀμβούρησαι - Γπαμ. Ανενγείο Μονάησωα 
η σα εραήος Μα τμΡ{νὰ 9 ρα ετι κ ἑώλας ατεικἲς βκια απημίως εσι κραπκατᾶσνα ππτη μετνο ώς αρήαμε 

Εμ μνημεμώήας αργα στ ελῤηνικἡ ββμτγροµα κατά τη γαῦμη δω μαθητών, ῥεοκάδατ και οοθηνηιῶν 


ἵ ὐ μπραφος του µοβγή 
κ... ΚΠστη Σταυρμήρα 8ξ - Αβήνα Ἰ0ά 34 Τη, Β4.23.423, 5521 183 


παπα, 


ΕΕΝΛΗΙΗΣΕΣΠ1 


Διαγωνισμοί 


Ολυμπιάδες 


Επιμέλεια: ἁημήτρης Κοντογιάννης 


Βέμα Ίσα 
αι 5 ὦ, αμ”- 1, απ ᾱ, αι ἡ, απ... Ἡ, ας. 11, 
ατ»- 18, αρ ο, ση” σ σιο- Τῇ 


Θέμα 2: 
Γμὐνίημε στα περιαθικώ µας ἠπιβασμένο απὀ τολε 
ατυποαμραφικά δαίμανα», 


Τα σωστό εἶναι Ὢθθθ.. -Ἂ- 
[. -ᾱ Όψκκ 
. ο 


Για να εἶνει μέφιστο ΠΩΕΠΕΙ κ. 1 -- µαι 
πα  Ἑὃμ-α ' 
.. -[ῃ' 
. κ 
Λύνοντας τὸ αὐσπημα Βμίσκαυµε: 
ν.5] 


Βέμα ἃ, 
Αρλ Αρλι- --ᾱθλω-- 
Επίμενημα ηνία -- Αωθβη-δ. 


1 
ΕΝΝΕΥΡ. γον. Αμάν, π ἱμεγάλου τόξου 
Αμ Αι Αμ -. (3605 -- 105] -- 175: 


Εξ. σα: Αμλις κ» 1805-15 -.ἳ 
μήν-Ἁ) 13 98 


ΠλήΒως διαφωνίων -- 
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Εύμα πι 4 


Η εξίσωση κ -- . κ δὰ δὲ 5] ια κ ..--ἶ 


κ 
ννειω {-- η σον (1 κδλς 2-0 ἡ 
, ν” 
1. υ εν. .0λδ- ἡ . 9143-08 


ἡ  -Ἰ- 2λὲ --8λ--δὰ--ᾱ--ὂἡ 315 ᾱ-ὢ 
ἡ 3λΣ-δλ- δλ- ή Πλ 1-1] -- 2-11 
ἡ ( - 11 8 --ᾱ---ᾖ, 


Ἆρα λ. --ᾖ, λ..-ἕ- 


Τα Βἐμάία της ἔπις ΕΜ . ἄπιμοσεύδιμαν στο 15 
τεύχος τον «Ευκλείδη Β’Σ της χρονιάς αωτής, [Πα- 
µαμήτω ὄνουμε τς Ἀθαεις τοις, 

156 θέμα (Βουλψαρία). Αφού 1 --ἀν, ἃα πρέπει 
στα ἂν ἄν” ὃ, ὧι Διαιρέτες -ἷνι 4, ἂν ἃα εἶναι 
περπτσ, Αλλά α ἕ -ε αξ α- αξ οΕ αἲ -- 1 περτός-- 
ἄρτιας, πράγμα ἁτοῃς, Αρα ἆρξ- ὦ μαι τότε ο πι 
ὃα εἶναι ἁμπας ως π- ἀτ . αξ σκι αἲ ἁχ-- 
-ᾖταεοῖ- ας ες αξ, ἆρα Όα πµέπει ένας απὀ 
ταῖς η, η να είναι ἁρτιὸς. Διαμρίναιμε δύα πε- 
βιπτάνπεις.: 

αἱ Έστω ὅτι ο ἆ, εἶναι ἄρτιος και ἃ, - ὂκ 
[κΕΕΤΗ 1, Τότε κ.ε ἂς και α η εἶναι ἄμαιρέτης τοι 
π. Ἆρα κ.α] ἡ κ.ά. Αλλά τότε 
κ” ἳ -ᾱ, πρᾶγμα ἀτοπο ἡ ο πράγμα επ: 
σης ἧποπα. 

αἱ) Ἑστω ὧτι ο ᾱμ εἶναι ἄρτιος και ἂν. ἓμ 
[κε]. ρα μ.] ἡ 5 ἡ τής Αν κ. Ἰ τότε 
ἄι-.ὰ ἄτοπα. Αν κΞ 2 πότε ἂ- ᾱ και ᾗι--θ. 
Ἂρα η». 17 3” 3ἳ γα πι Ἡῃ, Αλλά ἂν --πο 30 
πράγμα ἅταπο. Αν κ. ας, τότε ἅκ”-  ὧδι μαι 
πι». 12 4- 25 ο, αξ η ἠ4ἱ --- (άξ-ε 1] 1]. 

Επειδή ἁ/π απὀἁ την [1] έχουμε ἆι--ᾱ. Τότε 
αν 10 και 11425 ϱἳ-ς 13.130. 

Αυτή ὃα εἶναι και π μοναδική Ἀύσπ, 


2ο θέμα (Γνουμκοσλαβία], 
Αν Βικ] -, παρατηρούμε ὁτ [κ], για αν υ- 


ΕΠΕΜΕΙΗΕ τα 


ποβέσουμε ὁτ [κ] 213 τότε: 
[Ρ(κ){.ἰακ"--α.. μκὶ ος, Και] 2 δ]κ [1-8 


Ακ πα Ὁ δικο στ. 
κ] -λ 


ο νι Σκι θα" 3 
κ] 1 
- Σκι 1] 8 ο ωω. 18 κ” -ᾱ 
Γκ] --λ ἱκ-1 

ο 21κ[" (| -θ] 

κ] --ᾖ 
Έστω Ρ/κὶ - ΟΝ] Βἰκ] µε Οκ), Βίκ) πολωώνυµα 
µε αµέραιους αυωμτελεστές. 
Τότε Ρ/10] --ᾱ-α, -τ..αν-- Ω(10] ΒΙΟ) (1). 
Όμως [Ω/10// 21, ΙΗΙΠΠΙ/ 1 ἄρα ο αριθμάς 
Πτα τας ἄεν Ἆα είναι πρώτος, πράγμα ἅταπια. 
ἃο δέµα (Ελλάδα), 
Έστω ΒΙΟ] Ει, ΑΓΙΟΙ) Ε, εκ. 1]. 
Τότε (Α8/ --Ε ΕΕ [ΕΕ 5 --3Ει 

(ΑΒ -Ει 1: Ευ; ΙΓΓΙΒΙ] .. Ε] 


Φ.Π πράγμα ἁταωπα, 


Ἆρα (ΒΒΟΓΗ 2Έα-Ει 
ΓΓΙΟΑΒΙ) -2Ε: --Ει και προσθέτοντας κα- 
τὰ μέλι 
[ΒΕΙΓι .. ΓΕ -Ἐι .. Ε, [1], 
Αμόμα ἐχουμε 


ΙΑΕΓ α- (ΑΒΙΓΙ 4 3 
μι --3ἲ (ζ] κάι η Ἆ μα. 
Τελος έχουμε: 

ΙΑΗΠ ΙΑΒΙΙΑΓ ΑΠ 
τπτ τα κα 
«ΡΩ  ΑΒ 

ΑΒ  ΙΑΒῃ 


Παλλαπλασιάξοντας κατὰ μέλτι τις [1 8] πα 
πάρουμε: : 
η) - ΑΓΙ - ΑΡΒΠ, 
Ἑρ ο ΙΔΕΓΙ ΑΓΙ] τη 
4ΙΑΠ ΕΙ ΙΑΓΗ 
(ΑΓΙ ΜΒ Ἡ ΑΠ 
Παλλαπλασιάζοναξ µατά μέλη τις (31, [8] ἔκοιημε: 


[8] 


[ΑΙΒΙΓ) 8 [ΑΒ] ΕΔΕ πι. 
Ει μὴ Α8ΒΠ Ἡ ΑΒ 
Προσθέτουμε κατά µέλπ τες (Ε], (Τ] και παίρνουμε: 
ιτ] (ΑΠ ν ΙΒ 
ΑΒ Ἡϐ { ΙΑΠ ΑΒ] 


παω 
3 πας [ ΑΒ,Γη 
"πο ΙΑΠΙΑΒΙ ο (ΑΕΠ 
2 | ΕισΕ , ΕΕ 4 
Ἑτ  μβῃ πα ο ἡ 


τε 


Ει ΕΕ ἃ - (ΑΕΠΙ και απὀ ιν {1) 
. 
ΙΒΒΙΟΑΓ ΝΕ ΠΤΙΟΒή ἳ- 9 (ΔΕΠ, 


(Ταν ἄσηπσή αυτή πράτεινς ο σιμήδεβρας ἰ,Γ, 
Μοντοπιάννπς]. 

ἥπ Βέμα (Βαυμανία]. 

Ἔστω Ε µια τυκαΐα αιµοψένεα που περιέχει οὐ: 
νολα που παβΒένα ἔχει τρία ατοιχεία του αννάλο 
[13.1 ὥστε ΙΑ ΓΕ], ἵνα μάθε ζεύνας 
ΑΒΕΕ, 

Μάΐ8ε σύνολα ΑΕΕ περιέχει ἀκριβώς 


φαρετικά διμεΛή υποασύνσάα που πρέπει να εἴναι 


ας αμα . 
ν) Ἀ ὅμα 


διαφορετικά µεταξή τους ἆρα 3Ε| -Ί 2] μα 
ΌὍμως ο ολικός αριθμός τῶν διμελών υποσυν- 


Αν του [18] εἶναι [5] μαι Π Ε είναι τυκαἶα 
σπµοφένεια, ἀρα: ί 

ο. 1 ιν] 1 μή νίν-- 1] 
κ [σ]-ττ μπε 
Ἔπστω τώρα Ε,, τι ἀικοψένειᾶ των Τριμεβών σωή- 
Λραν µε στοιγεία α,ἒιν απὀ τὸ σύνολα [1 μὲν] τὲ- 
τοι ὥστε αμ δνμν ἡ απ βἡρν ὃν. Είναι 
φανερά ύτι αν α-Β-Εγι και ς 8 Ἐ [ον] 
τότε αΒΈγι-αβ-- δηλ, γι παπί ον 
π.χ. α ο τιν κα οθγρον, τότε 
αρ πν ἡ ῥα9ν ἁταπαο. πδστε ια τη οµρξ: 
νεια Ες Ἆα έχουµε [ιν] 2.|Ε]. Για την επιλογή ε- 
νὀς ομνόἁσον ὢξ [α,β ΕΕ, υπάρχουν ν 
Δυνατόπτπες για το α και ν--ᾱ ὀυνατότητες για το 
ντα ὧν -α 


8 .Βπὸ --δᾱ, 
ρ Π ψ Π, 


|. 


Β, αφού β-α, 4 


όπου 1πβτεν ασ σα” ὃν Εἰν, ἂν]. 

Αφαύ πε ἑνὰ τρημελές υποσύνολα τα στοιχεία του 
μπορσών να μετατεβούν κατὰ Ὁ) --ᾱ τρώπος, ο 
ΑΕΕ, ἃα µετρήται ἃ ακμιβώς ψαρές. 


ρα δΙΕ.| Ξνίν --4] ἡ ΠΣΕ] - ει 


ΕΚἠΕΙΔΗΣ Β' τι. 4 88 


Ί]ος ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΠΟΛΕΩΝ 
κα ημήτρης Κονταγιάννης 


Πμιν απὀ 11 χρόνια έγινε για πρώτη φορά ἑ- 
ψας ενδομέρον ἁμεβνής μαθηματικὰς ὄμαμανι- 
ἁμάς, διαγωνισμός πά λεω. Ε αὐτόν ῥημῶή: 
ψονν µέρος µαθητές πόλεων απ διάφορα µράτῃ 
(ΕΣΣΔ, Γερμανία, Βουῤραρία, ΓΠαλσνία, ἁμστρα- 
Αα, [ππανία μ.λιπ.]. 

Ὁ ῥιαφωνσμός προβλέπει συμμετοχή μαζπιτῶώω 
δασιπά κών πλμιῶν. 

Ὑπάρχουν ουψκεκρµένα τρεις Βαβμίδες, Έπην 
πριύτη Παίῥνουν µέρας μαβητὲς μέχρις 13 ετών. 
Έπῃ δείτεµπ μαβητές ηλικίας 13 έως 15 ετώλ! πα 
σππν τρία Βαθμίδα µαθητές απὀ 15 ετών και ἄνω, 
Π διαφωνιαμός ἔχει δύα γύρους. Ὁ δεύτερος γὺ- 
ρὐς ἐψινέετπν Βυριακή 18 Μάρτη. Σ΄ αὐτόν πάρε 
µέρος και π χώρας µας για πρώτη φαρή. Μάλι 
στα, συμμετείχαν π Αβήνα, π Βευῤμίμτι, το Ηρά: 
κάειο και π Πάτρα, ΟΙ µαθητές πο πήραν µέρας 
απιά τή χάρας µας ανήκουν στη Δεύτερπ ηαι τρίτη 
Βαθμίάα, 

Τα Βέματα που ὀόθηκαν και µεταπράσιπκαν α 
πό του πρόεδρο της ΕΜΕ συνάβελαα κ. Ε. Μπᾶ- 
ὃι ἧπσν Εξετῥετικά υμπλαή επιπεδο µαῃ σι µα- 
Βήπές που συμµετείκαν κυριολεμτικά τα Ειῥαρλατή- 
Βπιμν. 

Τα παραθέτουμε για ὁσσας ενδιαφέρονται. 


ῃ ο 
ΙΕ ο λα Εμμ μον 


10) Για κάθε φωσικό υπάρχει πῤμνυμα Ῥν] που 
εἶναι Δᾳιαιρετέα µε τὸ [κ-τ], ὁ βαβμᾶς τὰυ -α 
μπν ξεπερνά τα 27 μαι ὁλαι οι συντελεστές 
του να εἶναι [σόι µε εἰ ἡ -ἰ. μα] 


βα] Έα Ἀέμε µια συλλαψή απεραίών Βαρών Βασι- 
κἠ αν τα ὀδμοιαμα των Βαρών εἶνπι ΠΠ και 
κὠθε ακέραιο Βάρος μικρότερα ἡ ἵσα τας Εμ] 
µπορεί να ζμιζτεί µε μοναδαμό τρύπα πιό τα 
Βάριι τής αιάλιοης. 
αὐ ία Βρείτε ἑνα παράδειμμα δασιμής αλλο 
γής Διπσαρετικής εκείνης σππν ππαία ἅλα τα 
Βάμπι εἶναι σα µε 1, 4] 
Β] Πόσες διαφαρετιµές Βασικές συλλογές Ἡ- 
πάρκουν: [8] 

ἆσ] Ένα κέικ παρασκευάζεται για δήπνο ὅνα Ὁ- 
ποία ἅα παρίστανται ρ ἡ α ἁταμα ὅπαι 
[μ.δ) 1. Ἡα Βμεβεί α ελάχιστος αριβμάς των 
μομματιών [όχι αωσηκαστικά [σωνὴ που ὃα πρέ. 
πει να Ἀιαιρεβεί το, ΝΕΗ, Πρ αματαβολικά, ἷ- 
στε πώ θε ἄτομα να πάρει ἰσα µέρπ απὀ το ΚέΙΗ 
σε κάθε µια απὀ πς περιπτώσεις. [10] 


ἠαἱ Έσω ΑΗΓΑ τραπέζνο στο οποία εἶναι ΑΙ ΗΓ 
πει Π τα µέποντης Βάσης ΒΑ. Έστω | µια ει. 
Βεία παν περνά απὀ το Μ μαι τέμνει τις Αή, 
Βὰ στα στιµεία Ε' και Ἡ ανήστοικα, Να απα- 
δειχθεί ότι οι γωνίες: ΑΓΕ, ΗΓΒ εἶναι ίσες. Π0) 

πα] Ὑπάρχει κυρτό παλήρδρα που να ἔχει µια τρι- 
μωμκή τομή απά επίπεδο πο ἄεν περνή -ᾱ- 
πή παρνυηῇ ενώ μόΒε µαρυφή τας πολωέδροι 
ανήμει σε: 
αἱ 5 και να ἑδμες 1). 
ΒΙ Ακριβώς 5 έδρες (β], 

οοἱ Ὑπάρχαυν μερικά καμμάπα διαφορετικών 
χρκώμώσώς απ’ ἑνα ἄστιρα τετρ παρτί πλειι- 
(ᾶς α. Το εμβαδόν κύθΒε κομμαπαύ εἶναι µι- 
πρότερα ἡ μέρα τος 1 καὶ κάθε ευθεία πεοιρλ 
Απάπ πρας οποιαδήπατε παπά τις πλεεμέστου 
τετραψώναυ, τέμνει τα πολύ 1 κρωμοπιστό µαµ. 
μάτι. ἵνα Δείξεπε ὅτι το αλινά εβδόν τό, κο. 
μοτιών ὅξν ξεπερνό τὸ α 1). 


16ἱ πα ΒρεβΒεί ο µένιστος αριῆμάς των μεπώντου 
επιπέδοι αν Που ορίζονται απὀ 10ΚΊ /ρα- 
φήμστα ὑιαφαρετικών ἀωναρτήσεων της 
µαρηής 5 οκ” γὔν η (β]. 
30] Ἔνα τετράγωνα τέµνεται απὀ ένα ἀλῥο ὑσα τε- 
τράφωνα που είναι στραμμένα κατά 485 ψύρω 
απ΄το κἐντρῦ τὰς ὧχατε καλε πλευρά να ἔιαι, 
μείται σε λάμαις α-ῆια (πράγμα που υπολογί- 
ζεται εὐκολα]. ἃς µάνουμε την καποσµευή αιπή 
πνα να τυχαίο πυρπέ τετράπλσυμα, ἃπὰ., κά- 
ἃε πἠευρά νά διαιρείται σε ἃ µέρτι µε ταις [- 
ὄεους λόφους α,θια. ἵνα δειχθεί ότιτο πλευρα 
από τις ευθείες των σημείων διαιρέσξως έχει 
το ἴδια εμβαδό µε το αωχινέ [ὴ. 


3ο] 15 ελέφαντες στέκονται στη αεεμᾶ, Τα Βάμπ: 
τος ἑμφράζωπαι σε απέρσια ἀριβμὸ πιλεν. 
Το ἁΒροισμα των Βαρών των ελεφάντων εκτάς 
απὀ τον τελειπαία δεξιά και το διπλάσιο θά. 
βος του Δεξιού γεπονικού παθενής εἶναι σκρι: 
Βώς 15 τόννοι. α θρεβΒείτο βάρας του κάθε 
Ελέφαντα [Β]. 


ΕΥΜΛΕΙΔΗΕ ΕΙ τα) 


ἡ ή Έσω ἠΒΓήά μόμβος και Π σημεία της πει- 
μάς ΒΓ, ο κὐκήας πο περνά απ τα Ἀ, Ἡ, ΠΠ 
ξανατέμµνει τη Βή στα σηµείο ὰ και ο κύκλας 
πος περνά απ τε Γ, ΓΙ. Ε, ξεωατέμπξ! στι Ελ 
ατα Ε, δα απαὐαεί ὅπα τα σηµεία Α, Ε, Π 
είναι συνευΒειακά [8] 


Ὀα] [ία Ερεβεί ο αριθμός ταν ζευγών [πιιπή ὤλετι- 
μήν πμεμήώ Γκ” εἶναι μικαότερκη ἡ πιο τοι 
1ΠΓέ] και τέτππσ ὥστε: 


το (10! 


βοἱ θα καλούμε σι ώγή απεραίών Δαρών ἄασι- 
κή αν τὸ ὀβροισμα των Βαρών εὖσι ᾷΠ0 και 


μώδε αρέρὀιο βόρρος μικρότερα ἡ δο το 
μπομεί να ζιστεῖ µε μοναδικά τρόπο απώ τα 
Βήμπ της συλλαφής. 


πα 
μής διαπωμετικής από επείνπ πε) μα ύνα θὰ 


ας εἶναι σα µε 1. 1). 


αι Πρεύτε ἐνα πορδρινμµα Βαπιμής σάλο 


Β) Πόσες διαφορετικές Βασ. συῤῥσψὲς υπάρ- 
χεση; [8ὴ 


Τώρα και στην Ελλάδα 


το ῥοκιμὑαμένὺ ἐρφὸ 20 καβηνητιύν πανεπιστημίων τής Γεβμανίας 
Ώπργπι πο Εν Εώς μμ ήναρι α ΟΠ) ε9αί Βρες δΕηή 


ο σσ στο 
Ὁ 1 ντ 


τα µαβηµατικά σήμερα 


ἠτόμαι - ὄγαρωμσι ποσα είς 
"”.. ΗΒ ποοβλήματα και απκήσως 


α ΓΗ εποβωτς κ σενξισραάμμαρα --ΒΊΔ πίμαες 


αρ. κψερέσεως Ὑπαιρητίαι Παιδείας ἳ-ᾱ ΤΠΕξι 


µεγάλη φυσική δι χημεία 
Εγπαωμη σε Ἡ παλωτελείς τάμσαις 


1. 38Η: πράμα --- ΤΙ προ κήµαππ --- Ἠα πίντοις, 
πλ στο το 


Τα βιβαία πα πρωΠµΙμµατΗρ τη µήβηση ἁἡμφωνα μα τς ώγχβώνκς ἀντικήνεις της ονωσπκής Μμππῤοςς Κηναώται απὀ 

τὸ πρπψµατικά προς τα πΒπσημάνα επι συμδάσων µη τπᾶπια μσυπήιπώ τες μπβηματικέὲς ὄνναοιες, Αωτὴ πι σύνδεση. ἁτησορκιό. 
μέση οεὐνῶς κ.ν ἡμρ στᾶ, εσαι σερβαςπ εμβώβωμαπῃ στα ΜΙαβημεπιμᾶ, σου ὀππεηρ! τς ψώκσμς τη μνήμη του µαβητή, ει 

τοι ἄΐψει τη ἡμοωπτότη τα νὰ Ἐκ ἑφμαρμήσει στη ἁήσπη προ ῥημήπιων 


5 δηματπκή 8 σφσταυκὸ 8 Γμττο ὠπμοτικὴ - Γαμνήσια - ἠήκενα -νακήφαυς - ἠμητητές ει Εαῤηηητός 

το ἡωπσπημσφ κ ου πύ µας ἁθωππα Πραβεα των Εν, ΠΕ λπκαν Ἀμεσεής απη βάητη -Γαυμ. Γρεπορηές τει ἁμβεύρηται - αμ. βηΞιυσμές άσε 
εἴπαμ. ἠετπωρο τή Ἐππσσία - ον ἑπάαφµ ης, μαστμα τς, πα ρε επ ἁδάες πημις [ή ᾖτύμ η τε ες σι ἁρηύαράσες εατημιγα κα; αξράνίαν. 

5 ἕωα μή α δες άργα της ἡλλἠκίἡ β βἐνπηήξκΣ καπή Ἰῃ μη κ νδόα, μπα, θεα ή διεν εἰ αὐεεΓπώς. 


μα μα. 


πα Ες ὁ οῤσασας τδο με βή 
αι... Κτίστι Στουμνήρα ας 5 ῥήήνα τοις πἃ τη. 5 738, 5ὔ 2 13 


ΕΝΝΛΕΗΗΣ ΕΑΝ εὐ 


ΟΛΥΜΠΙΑΔΕΣ - 


ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΙ 


Επιμέλεια: Επιτροπή Διαγωνισμών της ΕΜΕ;΄ 8. Μπόλης, ᾱ. Μοντοπιάννης, 


Η 31 ΔΙΕΘΝΗΣ ΜΑΒΗΜΑΤΙΗΗ 
ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 


Από τ έως 19 Ιουλίου έγινε στο Πεκίνο π λπ 
Διεθνής Μαδηματική Ολυμπιάδα. Έτπν Ολυμπιά- 
δα αυπή που πήραν µέρος 55 χώρες, π Ελλάδα 
παράλα παν συμμετείχε, ἠόγω τπς απεργίας, µε 
μαβετέστης Β' και Α΄ ἠκείου κατώρθωσε να πή- 
Ρει ένα χάλημινς µετάλιο {Α, Αργυρίου, 39ο ἠμ0) 
ένο ὢήνας) και µια εὔφημο μνεία (Χ. Αδ-αμᾶ: 
µας, Λύκειο Αωατόλια Όσο νίκης]. 

Μάλιστα ο Αβαμάρας έχασε το χάλκινο μετᾶ- 
Άειο πα 3 µήφους αφού τα Βέμα ἠλθε στην ἔπι; 
τβαπή µριτών του Διαγωνισμού και αρκέστπκε πε 
μια εὐφτημὸ µμεία. 

Γιὸ τω Ισπαρία οι µαΒητες παν σιμμετείκαν και 
που επελέγησαν απά την ἐπιτροπή ἀναμωνισμών 
της ΕΜΕ Βάσει των αποτελεσμάτων του Πανελλπι- 
νίου μµαδΒηκαύ διαφωισμού, της ὄπις Ε.Μ.Γ). και 
αλλεπάλλπλων εσωτερικών διαγωνισμών ἠταν ο 
Αρφυρίου Ἀνδρέας (ἀδήνα) 
βιδαμάρας Ἀρήστας (Όεα/νίμπ] 

Ευψενείῖου Εκεόδωρος (Μαλκιδική] 
Δημόπουλος Δπμήτριας (ἠειβαδίαὶ 
Τερζούδη Αικατερίνη [λεξανδρούπολπ] 
Βάρσου Αικατερίνπ [Αήνα] 


Έ]ᾳ πρέπει να τονίσουμε εἶκω, ὅτι για πρῶτπι φνο- 
ῥρά, εν θγήµαν αποτελέσµατα πατά χώρα. κάτι που 
πιστεύουμε ότι εἶναι Βετικό. 

Έα πρέπει να αναφέρουμε ακόµα, ὅτιτα Βήμα: 
τα ήταν εξαιρετιµά ὀύσκολα [σύμφωνα µε εκτιµή- 
σεις επδικών, τα δισµολότερα που τέβηκαν ποτε] 
και ότι π ομάδα µας πήψε πολύ καλᾶ στα Ἠέματα 
Γεωμιετμίας, 

Μάλιστα ξεπέρασε και τῃν ἴδια τῃ Σοβιετική Ἐ: 
νωσῃ, ποὺ µόνον ἑνας μαθητής τις έλυσε τη Γε- 
ὠμειτρική ἁσηπισπι, ενώ απὀ πι χώρα µας τπν ἔλι- 
σαν ἁμα Αργυρίου, Αδαμάρας). 

Ακαφέρουμετους µαθητές της Γ΄ Δυκεῖου που 
δια ἠταν την ομάδα αν ὅεν εἶχαν αναθληβεῖ οι 
Γειμές εξετάσεις, 


Ἐταβόπουλας Δπμήτριις του ἔου Λυκείου ζωηρά" 
φου, Τσΐκας Άνγελος του 2ου Λυκείου Πύργου 
Ηλείας, Λουλάμτις Μικόλης του Ώου ἠυμείου Γε- 
μισπερίου. Καρακώππας Γεώρνναςτου 1ου λυκείου 
Μαρίνβοι. 

Τα Βέματα της Ἁ]πς δΜ.Ω. επεξεργάσθτκαν 


|. Τυρλής, Ε. Νζιαχρήστας, Γ. Ωραιόπαυλας 


μαζί µε τις λύσεις του οἱ μαβητὲς Αργυρίου Α., 
και Αδαμάρας Ἆρ. 


ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 
1] Δύο καρδές ΑΒ. ΕΠ ενὰς κύκλου τέµνονται σε 
σηµεία Ε µέσα στον κύμλα. Ἕστω }ή ένα εσωτερι: 
μά απµεία του ευθύγραµµονυ τµήµατος ΕΒ. 
Η εφαπτώµενπ στα Ε του μύκλσυ που περνάει 
απὀτα ὮὉ, Ε. Μ τέµνειτις ευθείες Β6. Ασταξ, 
α αωτίστοιία 


ΕΕ 


1, να Βρείτε το 


ΑΜΑ 
Αν 
ΔΗ. 
συμαρτήσει τα Ἰ. 


3] Ἔστω π2 ᾶ και ας Βεωφήσουμε ένα σύναλα Ἐ 
απὀ ὅη -- Ἰ διακεκριµένα σηµεία ενὰς κύκλου. Ἡ- 
ποβέτουµε ότι ακριθώς κ.απὀ ἁντά τα σηµεία πρό; 
κειται να χρωματιστούν μαύρα. Ένας τέτοιας χρώ- 
ματιαμός εἶναι «καλός» αν υπάρχει τουλάχιστον 
ένα ζευνάρι απὀ μαύρα σημεία τέτοια ὥστε το ε- 
σωτερικό του ενός απὀ τα τόξα που σχηματίζουν 
περιέχει ακριθώς πι σηµεία απὀ το Ε, Μα Βρείτε 
την ἑλάχνστπ πµή του κ έται ὥστε κάθε τέτοιας χρῶ” 
µατισµός κ σπµείων του Ε να εἶναι «καλός». 


3] Μα θρεβούν ἆλαι σι ακέραιοι π» Ἱ, τέτσιαι ὦ, 


[ο] 


«πε ὁ αριθμός π- νάναι ακεραιώς 
πι 
4] Ἔστω Ο” το σύνολα των Βετικώω ρπτών οριθ- 
µών. Να Βρεβεί µια συνάρτηση 1: --Ο τέτοια 
ώστε; 


{ ο. για μάδε ΣΕ 


Β] Δαδέντος ενός αρχικού ακεραίου αριθμού 
πο» 1. δύᾳ παίµτες Α και Ἐ διαλέγουν διαδοχι» 
κά ακεραίσυς πι. Π}.πῃ.... σύμφωνα µε τους από- 
Ἀθυθους πανύνες; 

Ξέρουτας τον π.,, ὁ Α διαλέγει έναν ακέραια 
π...ι ώστε πας ἙΏριι πο, Ξέρονπας τον Πριν 1, 
α Β διαλέψει ἔναν ακέραιο πᾳ.,Σ έται ώστε: 


Για 


--Ξμ11. νάναι Ἀετικὴ δύναμη πρώτου αριθμού. 
Πρινς 

01 παίκτης Αν κερθίζει αν µπαμέσει να διαλέξει τον 

αριθμό 19930, Ο Ε κερδίζει αν μπορέσει να ὅια 

δέξει τον αριθμᾶ 1. 

Για ποιές τιµές το. ῃ 
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3) υπάρχει σεραιηψική νίκπς ταυ Αι, 

Ἠ] υπάμχει ατρατηψική νίκης τοι Β, 

ο) ια κανένα απά τους παίµτες δεν υπάρχει σπρα- 

τπηπµή Ἠέμπις: 

8) Να αποδείξετε ὅτι υπῶρκει κυρτό 19Η νωνα 

µε τις δύα αμόλαυΒες ιὁιότητες: 

αἱ όλες οι γωνίες εἶναι ἰσες, 

ΕΙ τὰ μήκη των πλευρών είμαι οι αριθμοί: 

Τεν Ἡρς,. μα 190µ]3 μὲ πάπαια σειρά. 
ΑΠΟΔΕΙΞΕΙΣ 

1] ἘΕνώνουμε το Ὁ µε τα ΑΒ μαι Μ. Αιρού 

ΟΕΕΞΠΕΟ-- ΕΜΠ και ΕΔΕ --ΜΑΠ, «ΕΕ --ΑΜΏ, 

απὀτε ΓΕ: ΜΠΤ ΑΜ:ΕΕ, 

Εξάλλου αφού Εζω -ΜΒΗ και 

σόξ «ΟΕΕ αὖξ -ΕΜΏ- ΜΒΠ -ΒΟΜ. 

ΟΕ ΒΏΜ, οπότε ΟΕ: ΜΒ «ΟΕ: ΜΗ. 

Αμα, έχουµε ΟΕ" ΜΒ ΑΜ:ΕΕ, οπὀτε: 


ΠΕ . Αν] - ΙΓ: ΑΒ ἡ- ! 
ΕΕ ΜΒ. Πα -η. ΑΒ Ί-ι 
ΣΝΟΛΙΟ: 


Έτπι παµαπάνω απῶδειξπ αρπσιµαπιήσαµε το με- 
ψουύς ὅπ το σηµεία  Βρίσµεται µειαξή του και 
του {-. Αντὸ µπαµεῖ να αποδειχτεί ὡς εξής: 
Ὅπευς φαίνεται στα σχήμα, αφού το Λῆ (που εἰ- 
μαι διαφαμειικά ἀπιά τὸ Εἰ ἀνήμει ἅτο τμήμα ΕΕ. 
ΜΜΕ «ΒἠΕ. ΓΠαραπιρώντας ὅτι ΒΕΕ -- ΜΠΕ µαι 
ΒΑΙΓ -«ΒΙΕ, έχουµε ὀτπΒΕΕ «ΒΑ. Άμα το στι 
µεία αι Βρίαµεται μεταξύ του ὁ μαι του (α. 
5) θα πημεία ὃα λέμε όπ κσκεήζονΊαι» ον υπάρ- 
κοιν ακριβώς π απµεία του Ε σε ένα απὀ τα τόξα 
που οχπµαήζουν, Ἀρειήζεται να ορίσουμε τὸ µε’ 
μρώτερα κ µε τπν ιδπώτητα ὧτι αππαδήπιοτε Κσπι- 
µεία του Ε περιέχουν τουλάχιστον ένα ζευψάρη α- 
πό σπµεία που «σχετίζονται», Εώναντας κάθε ζει- 
μάμι σημείώω που ασκετίζύταιΣ, παρουμε ἔνα 
ψµόφηµα Ὁ µε θαθμά ὁ σε κάθε καρυφή. Το 
αποτελείται απὀ μλειστὲές υραμµέςπου, ὥς συνδε- 
ὕνται. Ὑπάρχαιν δύα περιπώσεις, 
ἡ ἂν Ἡ -- ὅπ -- 1. τότε 
ἠ1π -- 1, πε 1]. (δη -- ἰ, 8] -- 1, και τα (ἃ είναι μια 
μλειστή γραμμή. 
π) ἂν Ἀ/δῃ -- 1, τότε 
[ἔπ- Ίπτ 1] -- (ὁπ-- 1, 31 πἩ, ται μπιάράέσινη στα 
{α ἃ μλειοτές γραµµές, κάθε µία απὀ τις αποῖες 


ο κο ες. 
Π Ρυψες 


περιέχει 


Έτπν περίήπωσῃ (1, πι μικράτερη τιµή του | εἷ- 
ναι Πρζμμαώς: 


5ῃ--Ἱ 


.. 


ἔτπι περίπτωση [4]. π µικρότέῳπ πμ ται Ἱς εἶναι 


δπ-- 1 σαι 
3] . τ1-4--ἒτ --κ1ι--] 


Ἐμνομίζσντας, η μικρότερη Πμή του Κ εἶναι: 


Π. Ἴμοῃ -- 1 
π.Ἰ  Ἀρώτι-- 1 


3] Προφανής Λύση εἶναι π πΞ ὁ αφού 


ή κι ϐὉ 


π ο λα ως 1 


τι 
ενα αποδείξω ὧτι εἶναι καπ μοναδική Λήσπι, ΓΠρ--- 
ἠρανώς Ὁ π εἶναι περιπύνς. 
Ἐσπώ ὅτι ο . ία εἶώσι Λήσπι, µε κ... , {ᾳ) -- Ἰ 
οπότε (3 ον 1, 


κ-ἓ 
Αλλά 2). ΕΤ») ΤΠ αντ ννα 
ἔτι. ῇ! 
Επειδή ἁμως πια κάθε περιτό αριβμά Ἡ είναι 
β- δς ]ωπίΜοά 8] Βάναι και 


α-- | 
3”| Ιβ| [β Ἠα πας. 


πι 


κ-Ε 
ὃπι ΤΠ ο. "ο 2 1) ἄρα 351. 

πις ἢ 
Από (α.3) --Ἰ παΐρνω 8 χ 25-ς 1. Ἔτσι κΞ-ὔ ἡ Ἱ, 
Έα Δείξω τώρα ὅτι α-- Ἱ. 
Ἐστω απ, Οναμάζα ᾗτον µικράπιρα πρώτα πα- 
μάνφομπα του α. Ὁ α εἶναι περηπός και (αη - 1. 
οπότε ϱ5. 5 μαι ϱ] εἰ, ἁπλαδή 

Ότι --Ἱ (Μο ϱἱ «ο σοτεΙ (Μο ϱ) 


Από τα Βεώρημα του Εαππδεείνοι οὐ ὁ κε Ἰ 
ἡΜοά ϱρἱ, ἀπου | -- ᾖόπ, ρ.-- 1]. ὅπ-- ὅ πα, 

{μ-1, ο - 1 -ᾱ μδ κι όλες οι δυνατές τιµές του 
| εἶναι αι 123,8. 

Αλλά /β΄-- 1 ςρα ο ῃ εἶναι ένας παράγοντας ε. 
νάςεκτων 1, 3, ἡ, 3 κιεπειδή 3.3 ῆα ναι ρ- Τ. 
Ὅμως Τ 43” ια κάθε ακέραια πι. πράγμα 
πῶυ έρχεται σε αντίφασπ µετα ρ/2” 1 ὙνεΕσ. 
Αμα π µύμι λύση της µαῤμής ἃπα εἶναι ἁτον 
μα]. α-- 1, ὅπλ, π-- ᾱ, που ναι και π µοναδιµή 
λύση τος προθλήμαεας, 

4] Αν νι] -- Πνοή τότε πι αυναρτπσιαµή εξίσωσπι 
δίνει μι; μ) 


Εξω να Πλ .. Ἑν 
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Π 
μα Ην) 1] Ε[ν] ὃς χη]]-κ 
5 [1 -ἶ 


1 
Εγέτω κ- 1 οπώτε Εμ] κο σε, 
οπότε απὀ εδώ παίρνω αν Βέσω ὅπου ν το 


Ηψ] αι] ια ατα νεα. 


πὴ 
Ἴδλος δύπο [σε] μι έχω Εκ) -- ΕΙκΙΗΝ) για 
ᾖδα τα κ, ΤΕ, 


Εὐκαβα θῤέπω ὧπι ἁπαιαδήπατε ἔπου ικαναποιεί 
ἡ ἐκ) - Η κ 


μι (Ηἱκὴ ----- γα όλατακ, ΕΩ, 
κ 


καναπαιεί και τη δασμένπ εξίσωση 
Μια αυνάρτπαπ {:Ώ. --Ὁ. που να Ικανοπαιει 
την Ἡ µπορεί να κατασκευαστεί αν ορίσω αὐβιαή- 
αετᾶ για τους πρώτους αριθμούς και επεπτείωώ ως; 
ο Πλ 
ὅπου ὁ ϱἱ εἶναι α |-ιαστάς πρώτος αριθµός και 
πιΕΖ. Μια τέτοια συνάρτπσπι Βα ικαναποεί τιν 
Ι αν και µόνο αν Ικαναπαιεί τήν [] για κάθε πρώ- 
το αμιθμᾶ. 
Μια πιθανή κατασκευή είναι ὡς εξής; 
Β..1, αν | περιπὸς 
ΙΡή -- 1 κ 
ο ππνως, ἁρπιας 


ι... 


Επεμτεἰωαυτάς την ὅπως παραπάνω, παίρνουμε µια 
: 1 
συνάρττση ΤΟ. ο. Πραφανής Παρ] -- ει 


ψια μάθε πρώτα ρ͵ ἁρα π ἑικαναπαιεί τι ζπτοῦμε- 
μπι σπξώΓΙ, 

5] Ορίζω µε τα αύναλα ὁλιων τῶν φυσιμών ᾱ- 
μιθμών πι, ἐται ώστε αῤηήζοντας µε πῃ, ο παέμτης 
Α καταφέρνει να κερθἠσει τα παιχνίδι, Ἔχω τα ε- 
ξής; 

1. ἠάμμα: Έστε | 

ἔπι, πι -- Ἱ,... 190) ο Ν. τς 19098] και 


-ἷ ὁ : 
--ι-Έππ, ὅπου ϱ' Ὁ μεμαλύτερος παράφοωτας 
β 


ται 3 έται ώστε α ῃ εἶναι α πρώτας και τη. 
Τότε ὁλσι οι φυσικαί αριβμοί πῃ µε 

«/Ἕπεπρ επι δρίσκονται στο Ἰδ), 
Απόδειξη: 
Αρχίζοντας µε πο ο παίμτης Α µπορεί νὰ πάρει 


πι Ὁ. Τότε α Β πρέπει να διαλέξει ένα φυσικό 
πο ὥστε: 


πι απ «8ς 1990 
[ν 


Επειδή π, ΕΜ, α ᾱ µπαρεί να κερδίσει τα πα; 

χνίδι µετά και τὸ λήμμα αποδείχτηκε. 

Επειδή ἄθτ-. ο005- 1990, προφανώς ἆλαι αἱ πο 

µε 4ξ επι 13901 βρίσκονται στο ΝΝ. 

βιφού πι--45 και Ἑ τή 2 --22κ3κηκ] ιµανο- 

ποιον των υπό Ἀεσπι του ἡήμματας και αφού 
Ν 4σῃ «2148, 

συνεπάγεται ὅτι [81 οὃ, Ν 

Ἀρτιοιμοαποιώντας τὸ λήμμα ια 

πι 21 και ὃ «168 -- ὢ καν, Βλέπω τι 

13, 14... 01 ο ΑΝ. 

Για πι- 13 και Ὦ-- 1018- Ἀκοκτ, απὀ τὸ λήμμα 
έχω 111. 1516 Ν. 

Ελέτοντας πι --11 και 5-60 --2κᾶκῃ δείχνεται 
τν 189 104 ςΝ 

ἠπεθειξα ὧπι [881011 ο 

Για πῃΣ. 1990, ᾳ παίκτης Α µπορεί να διαλέζει ἑ- 

να φυσικό αριθμό τ ώστε 

5.3 Σεπ ἳ καλες ηᾷ και µετά να πάρει 

νὰ κ 
Τώρα. όπαια μαι νάναι Π εκλογή του παίκτπ Β, ἃα 
Είωαι Β πρ ἠῃ 
Μειά απὀ πεπερασμένα Βήματα Όα ναι 
Βκεην 190 και ο Α Ἆα κερδίσει 
ρα για πᾳΞ 8 ο Αι µπαρεί να κερῶέσει. 

Τώρα ας εξετάσουμε την περίππωσπ πι; 5. Ε- 
πειδή τα µικρότεµο γινόμενο τριών διαφορεπκών 
πρώπων αριθμών εἶνει: 

οκ τ.μ] 8 ο Α π μέπει να πάρει του 

πι“ ρ'κα 
όπου ῥ πρώτος. α πρώτος ἡ 1, ϱ' 2 α” καὶ {η 1 
Τέτε ο Β, μπὐρεί νο ὑμαλεξει τῶν 


πι 


παπα π--- ση 
Μετά απὀ πεπερασμένα Βήματα ο Β Βα πάρει τα 
πο, --Ἰ και δᾳ κερδίσει. 

Για πα 6 ἡ πῃ- 7 ο Α πρέπε να διαλέξει 
πιΞ Ἀ0-- 2κάκξ ἡ πι-- ἠδ--Ἀκακτ και τότε ο Β 
να διαλέξει πᾳ-- 6. Επειτα α Αι και ο Β πρέπει να 
διαλέξουν τους: 

30, 6, 38, 6, 38, 6. 
εναλλάξ, ὥστε να αποφύγουν τπν ἧττα. 
Μι ἐταιτα πώνρήδῃ συνεχίζεται επ΄ ἀπειραν, χωρίς 
μα υπάρχει για µάποιον τακτιµή νµης. 
δὴ Ας υπαΒέσουμε ὅτι τα 199" ρωνο 
Αμμος. Αι έχει τις νδιάτητες [ἡ και [ῇ. Εκ. 
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φράξζουµε το διάνυσμα ΔΑ, | σαν μιμαδικά αρι: 
ἡμά, 


ὅπεῃ ὦ 
ὁπομ αἲ---ἷτ- τε]θ; 1. 1969] 


μαι το μι σπιμαῖνει Ας. 
Τότε Π Πμ, Π]. ων Ἴνπια Βὰ ἔπρετε να εἶναι µια µε- 
τάδειστι των αμιθμών 13, 53. 19903, 
Το πρῤθλήμα µπαρεῖ να αναδιατυπωβεί ως εξής' 
Βρείτε µια μετάθεση (πο, Π., μη] των αριθμών 
13, 23. 19903, τέτοια ὥστε 

Η51 

Π. ο '-ὐ 

.ς 

Για εωµωλία, σσωµάζουμε τα π, αθάρῃ», Ὑποβε- 
τοῦµε ὅτι ένας µαναδιαίος θίακᾶς παυ μίσκεται 
σε ομιζόντνα ἃνοπ στπρίζεται απὀ µια αιχμή στα 
κέντρο . 

Τὸ πρώΒληµα εἶναι; πως μπαραύμµε να τοποΏε- 
τήσουµε τα Βάρπι 13. ο... 190811 ανην περιφέρεια 
τον ἄῑσμου στα σηµεία που τῃ χωρίζουν σε ἵσα τὸ- 
ξα. ὦστε να πάρουμε ἕνα σύστημα που να Ίσα: 
ῥμπεί; 

Ἐτπν αρχή, χωρήζουμε τα 1939301 βάρη ας 995 ζει. 
άρια 

19, 8]. (83. η... 198 19903, 
και τοποβετούµε κάΒε ζευγάρι σε δύο αντιδιαμε- 
Ίωνα ἀπµέία, Το πρᾶθάπμα αωάψεται τώρα - ἑ- 
να απλαύσερα: πώς μιαμαύμε να τοποΏετήσαι- 
µε 05 Βάμῃ 

23. 1ἳ-ᾱ, ἀἳ - ιτ, 6ἳ --οἳ «ΤΙ, 

μα 19ο 0 -- 19801 1919 
στα σπµείᾳ πο χωρίζαων τπ μαναδιαΐα περιφέ- 
ῥέια σι; Ὠμα ίσα τάξα ώστε να πάρουμε ἕνα σιὴ- 
σπα που νπ εσοβροπεί, Παραπρώντας ὅτι 
θκ]δο, Ἐκ 1], 
χωρίζσυµε τα Ώ85 θάρπ σε 1939 ομάδες 
(1111519). 8. 51, 31, 35, 39] 
εν [4ς8α, ἄθοῦ, οτι, 8. 81 


Ειστῃ κο μπιτ Οναμάζουμε Ει το 
πευτάγωνα µε κορυφές 1. εἩ, εὖτ, εὖν εὖ, και 
Ε..1το πεντάγωνο ο Ει. Τοποβειώντας τα πέν. 
τε βάρη τῆς [ν-- 1) ής αμᾶδα του |] στις µαρυ- 
φὲς τος πεντορώνου Ε, νι, παίρνσυµε την (νε Ἱ]- 
ἡ ομάδα μιγαδικών αριθμών: 
(ῶκ - απο, (οκ με ή ὃν 11ο δή 

(ὅκ-ε 15ο 0, (δκος 19 τήν, 

που µξ 18, 188. Παρατρώντας ὧτι 
1 -ε-ε ανα ε-ὂ 

μπαραύμε να γπάμαυμε τα ἀΒροιαμα τῶν µη: 


κών αριθμών ττις (κ α- Ἱ]-ής ομάδας σαν πα, 


ὅπου π πι ἃ ας τας 1165) 18631 -ς 19σ 
Το συυολικά ἁΒβρωισμα ὀλων ταν 19 αμάδιαν µι- 
ψαζηκών αριβμιῶν εἶναι: 
πι] ο, ο η κεῇ 

ἘΕυμπεραίΐνουμε ὅτι υπάρχει οπωσδήποτε ένα 
0Η] "μωνὸ µε τς ἁποπούμενες εβάτητες 

Τέλος, δείξαµε ὅτι π ἠάσπ µπορεί να απἈωποι: 
πθεί, µε ὀμορφο τρώπο, ὡς εξής; 


αι 
ο- ὃν οὐκ νά θ σι 


..Λ. ἑμῇῃ 
ιά ω 

-” [10 211: 211-- 10. δέος 1111: 
6 ἕκ[ εδ 2ῄ 
[να 4 μ 

“Σο ὃν οκ δη τον κνπή 
μα ἐμα πι. 


ὭΏπαν τα Κ παίρνει τις τιµές 0, 1... 198 το τες τι- 
μές 0, 1, ᾧ. 3, ἃ και τα πι τιµές 1 ὁ, π ἐνπφραση 
10ης 1. ὠέ-Επι παίρνει τις τιμές 1.8... 1990, Ίτνν κα: 
Βεμία απὀ αυτές ακριβώς µια φαρά. και ῃ ἐπ. 
μασπ 


Γι -- ΠΠ η λσνει 


απο πν µα ριὶ ῇ τη 


παίρνει τις τιµές 1. απ. ασ τπν κάθε µία α- 
πὸ µια ᾠαρά, 
ΣΝΟΛΙΩ: 

Στο τέλος ὀείχνουμε ὅπ τα παραπάνω κατα- 
ακευααμένὰ Ἰπο-ψωνα εἶναι κυρτά. ἁυτά πο 
πρώκεπαι να µΜύνομµε εἰνόι να δείξουμε ότι για σ- 
πυιαδήπατε πλευρά του πολυφώνου ὄλες οι ἁλ- 
ᾗες κορυφές Βρίσκονται στα ἴδια µέρος της ει- 
Βείας παω περνάει απὠ τπν πἠειρᾶ. 

Αν µας ἄσθεί µια τυχαία πλευρά του 
1 νου, αναμάζαυμε αυτή Αρ... λος Ἐ- 
πειρη: 

Μι 
: ϊν πῃι ἴπι[ε' τα πια 


Ππ-Π 


Ίπη (Ας) 5 


π 
1990) 
σπεμτ κ] 


.- 5η 
- πι. τιήο η] ΠΠ ιμμιμ τι ᾗ 
Σ μα ΠΗ 1σ9ῷ 


ο  θθθτείςς 1980 
Ὅλα τα Ας {κ - ἆ Ἡ,... 19880 Βρίσκώνται στο ἕἔ- 
να µέρας τπς ὢμλη. 
ΜΙΑ ΞΕΚΩΡΙΕΤΗ ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΔΙΑΗΡΙΕΗ 


ο περυσινός Β΄ Ολυμπιονίκης της Ασε ή. 
Ἀμήστας ὠΒανοσιάδπς που φαιτά µε υποτραφία 
στα δή]. Τ. πήρε µέρος στον περίφημο δισ ωσμά 


ΕΠΝΙΕΜΗΕ Ε κμ 4η 


Εμίπαπι ια φοιτητές των ΗΠΙΑ. 

Ένα διαψωνιαμό αωτό α Ἀρήστος πήρε την μὲ» 
Ίπστπ θαδῥσλογμία μαι τπυ πρώτη Ἐέσπι, αυ μαι 
ἧπαν μόλις πρωτοετής ὡαπτής 

Είναι κοραμπηριστικὸ. ὅτι ο Ἀρήστος ΑΒανασιά- 
ὄπις εἶχε μαλύτερῃ επίδασπ απὀ ὀλους τους Α΄ ]- 
λυμπιανίκες των Η.Π.Α. που ήραν µέρας στό ὅια- 
μωωνσμά, αποδεικνύοντας ἐτσι, ὅτι ἑνας Ελληνας 
Β΄ Ολυμπιονίμπς αξίζει ίσως περισσότερο απὀ Α΄ 
Ολυμπιονίμες ἁλλων χωρών 

Η ΕΜΕ. στους διαφωνισμούς πης οποίας ὀμέπρε: 
µε α Ἀμήστας, αισθάνεται περήφανη για το ψεψῶ; 
νὰς αυτό και εὐχκεται στο νεαρό ΑΒανασιάδη κά: 
Βε πρόοδο στις σπουδές του, γιὰ τὸ καλᾶ τὸ δικό 
τόμ και της πατρίδας µας, 

Ἐωγκαίρει ακόµα τους ψονείς του ---πονι εἶναι και 
εκλεμτοί συνάδελφαι-- Ίνα τις διεθνεῖς εππυκίες 
του πισῦ τοις, 


Η ΧΧΙΝ ΠΑΝΕΝΩΣΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ 


ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 
ΑΛ. Γ, Νανσαγιάννης 


Όπως εἶναι γνωστώ, στπ ξαθιετιμή Ἐνωστ γἰ- 
νόοωπαι πολλές Μαβπιμοπικές Ολυμπιάδες. Η σποι; 
ὑαιότερτι όμως απὀ αυτὲς είναι π Πανενωσιακή. 
Σ΄ αυτήν παίρνσυν µέρας ομάδες απὀ ὀλέςτις ὁμ]- 
μακρατίες τις ΕΣΣΔ, ο νικητές της Ολυμπιάδας 
αυτής σωνήθως αποτελούν µαιτπν ομάδα που ὂν- 
ππρασωπεύει τπν ΕΣΣΑ στις διεΏνείς ΠΜ. Ὀ. 

Τα Βέματα των Πανενωσιακών (λυμτηάδων ἆὦ- 
πως Ἆᾳ ὑιαπισπώσει ο αναγνώστης εἶναι υµπλαή 
επιπἑἐῶου, Ὁ διαφωνεσμάς γίνεται οε δύο φάσεις 
ἱπμέρες]. Μόάδε µέρα αἱ μαθητὲς εἶναι υποκρεώ- 
µένσι να ἠύσουν ἡ Βέματα σὲ χρονικό ἁμάσιπμα 
ἡ ωρών. Κάθε χρόνο ο Δισιμισμᾶς αυτός γίνε: 
ται μαι σε διαφαρετική ἁπμακρατία, Ὁ Ἐκ ἔψι- 
νε από 18 ως ὃν Απριλίσυ 19590 σπιν πρωτεύυ- 
σα Ασκαμπάντ του Σοβιετικού Τουρκμενιστάν. 

Ουπογράόφων εἴκετπυ τύχπι να ἠάθει ἐνέργό μὲ- 
ρος σππν ΧΙ Πανενωσιακή Μ.Ο. πρασπεκλπ- 
µένως για το σµοπώ αυτά, απὀ τπν Ακαδημία πα]: 
δαγωφιπών επιστιμών τις ΕΣΣΔ, Προσκεμλημέ- 
ναι ἦταν ακόμα ο Βούλναρος καθ. ΙΒάν Τόνωφ, 
α Ἰαπανός κα. Αντώνια Ἰήανκλαὺς Εατέψια και α 
παθππτής του πανεπιστπµίσα του Μάνάας ἔπλε; 
μτὰς αυνάδεληνως Αλκης Ακρίτας. 

Το Αισεαμπάντ εἶναι µια µικρή πώλη 20 περή- 
που χιπόµετρα ἀπὀ τπν Περσία. νι κάτοιμαί του 
εἶναι στπν αωντριητική τους Πλειοηηφία μουσοκὴ- 
μήνοι, αλλά πισπεύαιαι ἆτι εἶναι απώφανοι του Με: 
γάλα; Αλεξάνᾶρσ, του Ισπεντέρ ἁπως ταν σνα- 
μάζουν, 

ἔτο διαγψωωνσμὀ ἅππας αυσφρέραµε παίρνσιν µΕ- 


µος µαθητές των τριών τελευταίων τόξεων της µέ- 
στις ἐππαΐδευσης, 

Τα Βέματα που Δόθπκαν στην πι τάξπι ττι Δεύτε- 
μπι μέρα ἠταν τα παραµάτς: 

1/ Διπὰ (σπµεία στο εσωπερικὀ εωύής τρυύ μοι, 
φέρνουμε ευβείες παράλλπλες στις πλευρές του 
που χωρίζουν την περίμετρό του σε τμήματα ὅπως 
δείχνει το Ἐκ. Ἱ. 

να δείδτε ὅτι αιΘ με, αι θρν αι 


5] Δύα φίλοι παίζουν το παρακάτω παιχνίδια. 
Γράφουν στον πίναµα την εξίσωση κα κ." -Ὁ. 
Αυτὰς που παίζει πρώτος, πρέπει να αντικαταστή- 
σει τους ασερίσκους µε τρεις µπ μηδενιμοὺς 
πραηματικαύς αριθμούς, Το [δια κάνει μαι α δεύ- 
τερας. Έα µερδίσει αυτούς, που π εξίσωση που 
ὃα αχπματίσει Ἆα έχει δύο ρίζες πραγματικές μαι 
όνισες, Να δείξετε ότι υπάρχει ένας απλός τρᾶ: 
πας επιλογής των συντελεστών, ώστε ο παίκτης να 
περδίζει πάντα. 

3] α υπσλκπάσετε τη µθπαπι τιµή τς παρώεπασης 
| (κ, κε] κεί ημοί, ὅπου Χνι Χο 
Χιφκι ὑιαφβαρεπκοί φιρπικοί αριθμοί μεταξύ του 1 
μαι του 1991. 

ή Ἱσόπλευρα τρίφώνα µε πλευρά ν χωρίζεται σε 
ν αόπλευρα τρίψωνα µε πλευρά Ἱ. Από τς 
πλευμές τον ἠαμβανομένων τρηρύνωών δπμιμηοῦ- 
µε ανοικτή παλυμωκή γραµµή, που περνά απὀ 
ἁλες τις κορυφές των τρυμώνον της ὄναίρεσπις μό- 
νο απὀ µία φορά. 

Μα δεξειε, ὁτι υπάρχουν τουλόππστο ω ζεύγπι 
ὁιαδοχιμών πλευρών τπς παλιμωνικής γραμμής 
που αχηµαήζουν οξεία γωνία. 

Απαντήσεις - Ὑποδείξεις 

Για να διευκολύναυμε τους φίλους σωσ/νώστες 
σιπ Δήστι των Βεμάώτων ὄίνουμε τις παρακάτώ, - 
ποζείζεις 

Ώ) Τα νραμμασσιασµένα τρύρώνα εἶναι ἆμαια. 
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Από τν αμσιότπτα προκύπιραυ οἱ ἑμτοήμενες κε- 


ασις, 

2ἱ Αν αμαρια. οἱ σιππελευπές ἰα, του ὥειπερο- 
βάβμιου καὶ ας του απαΒερού ὁρου] και τους ε- 
πιλέξουμε έτσι ώστε αι Γαρταιο (π.χ, 
1 -- οἩ, πάτε μι εξισώσπέπχει μίζες πρπηατιὲς και 
άνισες. Μία ρίζα είναι κ 1 

3] Επειδή αν αἲ:0ὃ Ξ-ᾖ εἶναι [α --Β|πιακ |α.ϐ/, 
µετά τις πράξεις θρίσκουµε ὅτι τα ῥππούμενα μέ: 
ἠσο είναι 1985. 


δ] Το πλήθας των παορυφών τῶν τριμώνων διαῖ: 


Τρία βιβλία του ΑΓΓΕΛΟΥ ΚΟΥΡΚΟΥΛΟΥ 
ΑΝΑΛΥΤΙΚΗ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

ἵνα τιν Α Δέσμπ 
”  ΠΗΙΤΑΣΕΣ -ΒΛΗἠΙΑ ῥσηκουν ο ἅλα να ΗΕμΠο λα νά πια | 
5 ΕΔΡΑ ΜΕ ΕΡΙΤΗΤΕΕμς ΗΠΛΗΤΗΕΕΙΕ μοῦσνηνα ἔατκρ]ος πλάκα 


Ρα ποφένπα 
5 Τα ή ΜΕΜΗ ΒΕΗΜΤΗ, µε ΤΕΓΗ ΕΚ) ΕΡΕΦΗΓ ῥληρωνέν κο Ερύμα πες ταῖς | 


πες 

5 ΟΙ ΜΗΡΕΕ ΠΑΠΗΕΕ ΠαΓύΕΣ ΤΗς ἠΜΜΠΗΤΕΗΓ αμαααδήτκα) ας απμί. 
δα) αὖα πλ ἀεδαρήαια 

. ΑΠΟΜΡΑΗΓΠΕΙ Τὸ ΗΙΤΤΙΚΑ ΤΗΣ ΑΡΥΤΙΡΗΣ 

5 Εκπ πομήμῴανς ὀμβίσπαι ΠΑΡΑΛΛΗΛΑ µε αι ββίκή καὶ ΓΤΑΜΙΜΟΗ 


ΑΛΓΕΗΡΑ (ΜΙΓΑΔΙΝΟΙ) 
ὧπὰ τπν Α Δέσμπι 


5 Η ΠΕΠΡΙΑ µ απάάιπτα --- 


παντα. 
. νε ώλὰμ. α ΜΕΡΕΙ Τα πιά ρυσηκή ρα τι )ώσῃ τις ἄσκε. 


. ΑΙΕΒΡΝΑ, ΗΡΙΙΤΗΗΑΙ ΓΗ τος μα Εικ Βόρεσμα καν θπών, 
. ΕΠΗ ΕΕΗΑΤΗ µε ιρύσο σκήστε κοι μόθο ο ἱρροσς 
” ΑΓΜΗΞΤΕΣ [σε Εύπ ομόδες ἡ καὶ Βἰ 


Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΟΥ ΜΑΒΘΗΤΗ 
Β΄ ΛΙΝΕΙ(Υ 

β τα ΜΥΤΗΠΙΠ . ΜΕΡΗΝΙΓΗ, Τη Βεβέίς μπε; Ενεργο πα μέ ας τοσνόσος κ; μοι 
εὶ 

. Έη Βόμτα Πακοπύσντε πετανοπτά τα Εκκήδαρα Τη σιήµπη κρήτα 
ο] ε 

5. ὑπ ΓΗΡΗΣΤΡΙΜΕΙ ΠΡΩΤΑΣΣΙ : ΤΕΑΕΜΑΤΗ αὔπῃον ας ππὸς ἔροας ὧν | 
ΔΕΣ ΤΗ ΑΤΜΗΞΕΚΗΣ τ ΠΑΡΡΠΠΑΤΗ ες ὴῆς ἄππση και ΤΗ” | 
ΣΦΕΨΗΕ δις ον αδκάσεις ἵκει Ένε Πργοαμσέ] σα; ΑΠΛΕΙ ΕΦΑΡΜΟΓΕΕ 
ος Γεικρηρκώς 

. ΔΛΕΚΤΗ ΒΕΜΗΤΑ κα απκλλὌλα να επίκος 


Πα πει στα Βιβἠιοπωλεία. Γαι αωτωσιαδαλό πώ Πἱ3 ἡἡ 105, 


τω. και οἱ πλευρές της 


ῥεσπς είναι 


ἵν -- τν οκ ἆἱ νυν εν 


γραμμής σσ -]κα 2 Ενώ τα 
αμαύρα τρίψωνα» .. 
νὴ 4 ἂν τν πα) ΗΛ.Π, 


Παμαπήηρούμε ας τὰ 


ΓΙΑ τουΥξ ΜΑΘΗΤΕΣ Πο ΑΓΑΠΩ ΤΑ 
ΜΑ ΒΗΜΑΤΙΕΑ 

"Όπως κάθε χρώμα ἔτσι και ἠετής η Ε.Ε. ἔμομ- 

παικίνει ΔΩΡΕΑΝ µαβήµατα γα Τους µαβητὲς 

ΔΗΜΩΤΙΜΝΟΥ ΓΥΜΜΑΣΙΟΗ/, ΛΥΚΕΙΟΥ που εν- 

Βιαφέρουται α Ειευρίνουυ τς µαβηματικές τους 

γνώσεις, πῖρα και πάνω απὀ τη σκολική ύλη, 

Τα µαθήµατα γἰνόνται κάθε Σάββατα π.μ. - ᾱμ.μ. 

στην αὔβουσα Βιαλέξεων της ΕΜΕ, Πανεπιστηµίου 

34 Α, Ίννς ὀροφας, 

[Ππροφαρήες καθ, ατα τη, 3611184 Φορ 35 


Γιώργου βουληµενξεα 


Βιβλίο [: Πίνακες - Ορίζουσες : 
Γραμμιμά συστήµατα. 

Βιβλία ΙΙ: Ομάδες - Δαντύλιοι 
Σώματα - Διπυυσματικοί 
Χώροι, 

Βιβλίο ΠΠ: Μιαδικοί αριθμοί, 

Βιβλία ΙΝ: Παράγωγος 
Σννάρτησης, 

Βιβλίο Ἡ. Το ολοκλήρωμα και οἱ 

εὐαρμογὲς του. 


Διάθεση: Αμαλίας 25 - Νίκαια 
Τηλ: 4951067 -49111ΤΤ 
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Ο ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΟΣ ΜΑΘΗΤΙΚΟΣ 
ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΕΜΕ 


Επιμέλεια; Επιτροπή Διαγωνιοτών ΕΜΕ 


8. Μπόλης, ΑΛ. Κοντογιάννης, Ι. Τωρβής, Ε. Ντζπαχρήστος, Γ. Πραιόπουλος 


Ο φετεινός διαφωαμός ἦταν πι ήπ ὄνοργάνια: 
απ και σέεφΏπκε µε απὀλιτη επιτυμία, απά τήν ᾱ- 
ποµπ της ουμμειοκής μαβητών, 

Είναι χορακιηρισικό ότι αι µαθητές που συµ: 
μετείχαν, αὐµιρύνα µε τα ατοηκεία των νομαρκια- 
κὠν επιτροπών, ξεπερνούν ης 5 000 κατά τους 
µετριώτερους υποῤαψισμούς, 

Δυστυχώς π καταµάριφπ ἀνοδος του αριθμαύ 
των μαθηπών δπιμιαύργησε προθλήµατα στην εξεύ- 
ῥεσή ικαναύ αριθμού επαπρπτών - διαρθωτών. 
που ὅμως στα περισσότερα εξειασπικά κέντρα ξε- 
περάσπικαν χάρη στην εΒελοντική πῃασφορά των 
σωφαθέλρων της ΜΕ. 

Όπως μάθε χρόνο εδώ και αρµετό καιρώ ὁ Πα” 
ψελλήνιος διαµανισμόςτπς ΕΜΕ εκφράζει «την ἆλ- 
Ἆπ ἁπομτ. σχετικά µε το ποιά ὃα πρέπει να εἶναι 
π Ἡεματολοφία τών δισφωνναμών, ὥστε οἱ υκησές 
να εἶναι ἀνΒρωώπή µε σωπή µρίση κε χι ἅπιι- 
μυπμανειπές κειμένων, όπως δυστυχώς συμβαίνει 
με τος υικητὲς ἀλλων Διαμονισμώνν, 

Αν ανατρέξουµε στα αρχεία του ὀιαγωνισμού, 
δα δσήμε ἀμάμεία σος μππες, ἁταμα παµ πι 
μερα παἰζαυν μαΒαριστικό ῥόλώὸ ὑπη ζωή του τὸ- 
ΠΟ”, 

Πιστεύσυµε Ἀοιπάν, ὅτι π Πολιτεία ἃα πρέπει 
να ΒωπΏήσει οµσιαστιμά τον ισορικὀ αωτὸ ὅτα 
ῥωλπσμό, που πρααφέρει τόσα παλ πω Ελάτη- 
ψική πσηντανία 

Ἡ ΕΜΕ. απὀ τπ Πέσπ αυτή Βέλει να εκφράσει 
τις Βερμές τπς ευχαριστίες σε ὦλους τους συνα- 
δέλρομό που Βοήθπσαν στπν επιτυκία του δψοῖ- 
μνσμο. 


Θέματα Γ' Γυμνασίου 


1. ὔα γραφεί κύμάσεπου περωὰ απὀ τα µέσα των 
τών πλευρών ορΒομωνίση τρρώναυ. Να απαδει- 
χθεί ότι, τὸ τόξα του κύκλου το εξωπερικά ττις 
πατεναύναας, τσούται µε τπ ὁμαφορά των εξκπε: 
μικύν τόξων τος κύκλου σης δύα κάθετες Πες 
μές του εβυμώαμ 

5. Να αναλυθεί σε νόμενα τι παράσταστι α΄ --ᾱ- 
Αν ο α εἶναι φυσικός αμιβμός, ἡ παρήάσασῃ αυ. 
τή εἶναι πάντοτε διαιρετή µε το 5. 

3. Ὑπόάρχουν ἀνβρωπιοι πιάνω στπ Γπ που ἐκουν 
ψενυπΒεί τω δια κρονολοψία. πμεραμηωία, ὥρμα 


και λεπτά; Ἡ απάντηση να δικαιλογηθεί και να ε- 
ξετασπεί εξεταστεί αν ισχύει για τους Ματοίκους τπις 
Ελλάδας (10 000 ΠΟ, 

4. Να παραψαντοπαιπθούν τα πολυώνυµα; 
Α-.κὶ-- κἕ- 18 και Β--κἲ --Τκἳ-ς 18 


1. Ο κώκλος που περνά απὀ τα µέοα Α΄ΒΓ 8α 
περνά και απὀ την µορυφή Α. Το κέντρα Ἡ. εἶναι 
µέσο τπς ΑΑ΄ παιτῃς ΒΓ ΕΤ. 


Γιὰ να δείξουμε ΑἨ- ΑΒ - ΑΙ αρκεί να δεί- 
ἔσυμε ὧπ ον απίστοικες επίµεντρες ψωίες ΑΕΗ- 
ΞΑΚΒ᾽ --ΑΜΓ.. 

Το ΑΗ Ισασκελέςπ ΗΓ ΑΗ. ΒΓάραµΓ δι- 
χοτόµος ΔΠΗ ἡ ΑΗΓ ΞΓΚΗ ἡ ΑΜΒΙ- ΑἨΓ΄ κα- 
τὰ κορυφή ΑΕΗ -ΑΒΓ’-- ΓΕΗ --ΑΒΒ --ΑΕΓ' 
3 αἵ --ᾱ--αία"-- Ὦ) -αία"-- τα” -- 1] «- 

ία Τα" --α-- 11 [αξ ἢ (αἲ-- α - 1]. 

τα φινάµενςα τον ἃ ὑαδοκικών φυσιμών 
ία -- να [ία η. 1 εἶναι διαιρετά µε το ὅ μαι μέ τα 
3 ἄρα και µετο ὅ, Για να εἶναι πα --ᾱ διαιρετή 
με τὸ ἃα πρέπει να εἶναι δισιρετή Ἠσα µετο ἡᾖ. Μή- 
ἣε φυσικός αριθµός μπορεί να πάρει τῃ µαρµή 
Τὰ ΤΑ], τα, ΤλΣ 53 ἀπου ΛΕΕΙ, 

Αν αΞξτὰ ἁμαιρεόὸ µε ἡ, ἂν ἁςπ τὰ -ἰ και 
α-1-τἍδ μετ ον τλ-- 1 α51 τε ὃ µε τ 
Ανα -- Ἰλ 1 2 α παράγων αὖἲ --αα-1Ξ[Πλ-- 5] -ε 
3- τὰ - ὃ - Ἰ κ  θθἡ" -- 28Λ -- ἲ -- ΤΑ ΑΕ ὁ -Ε 1”. 
πλ Πλ Τπκδ. μετ. Ὁμοιαασνα- Ἰλ- ᾱα 
παράγων αἷ--αΕ 1 ὅ- µε Τ. Με του ἴδια τρόπα 
αν α- ΤΑ 3 οι παράγοντες ἰαἳ-ακξ 1], 
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[αἆ τα α- 1). εἶναι αντίεποικα ὄαιρετοί µε τ, 
3. Όι κάἀτοικδ της Γης εἶναι περίπου Ὦ ὁισεκα- 
τομ. Η ζωή του ανβρώπου εἶναι τὸ παλύ 1] - 130 
χρόνια. Έτα 100 χρόνια υπάρκουν 1003882460 
Ἀεπτά -- 50 ΞΚΗΛΩΙΜ1 λ. «8 ὅπνα. Άρα υπἀάῤκοιν) 
παλλιοί ἀνβρωποι που φεννήθηκαν στο ἴδιο Ἀεπτό 
της ἴδιας πμερομηνίας και χρονολογίας. Γινατους 
κατοίκους της Ελλάδας π απάντπσῃ ὅεν είναι σί- 
ψαυμῃ επειδή 50 56 ΚΙ 10.01 ΝΟ. 
4. Ακ" --κἲις 1 κ" ΒκΣς 16 - ΌκΣ- 
«(κ 41 -- (Ακ) τ-- (κἳ ος Ἀκ)(κῖ-- ᾱ -- Ἀκ] 
Βικ” -- ᾖηξ-ε Ἱά- (κ1--ᾱ) (κ1--δ]- 


-(κ νο (κ λἰκτε νο) ἐκ -- 9) 


Ί. Ἔσιω α, 8, ψ τρείς Βετικαί αριΏμοί, 
ο α είναι κἩ του ϐ Γγ. 
Ο 8 είναι Ἀ Ἔν του γ--α, ὅπου κ. ἡ πραγµατιµοί ᾱ- 
ριβμο. 
Πόσο τοις του α 8 εἶναι αι; 
3. Αν κ».Ὀ, τότε να δείξετε ὅτι 

κξ εκ 4 ἃ 1 
θε Ἔ -- ο, 

κ --]1] κ 

3. Σε µια τᾶξπ υπάρχαυν 10 µαθητές που έχουν 
διαφορετικό ύμος. Ένας απὀ αυταύς, που ὃα τον 
ανομάσουμε Α έχει ύμος σα µεταν µέσό ὀρα του 
ύμους τῶν ἐξι (8 πιό ποντών, ενώ ένας ἄλλος που 
Βα τον οναµάσσυμε Β έχει ύμος ἴσα µε τον µέσα 
όρο του ύμους και των 10 μαθητών, Ποιός εἶναι 
ὦ πιά κοντός, ο Α ἡ α Β. 
[Μέσα ὁρα ν αριθμών σνοµάζαυμε το ππληκό του 
αΒραίσµατας των αριθμών δια του ν). 


4. Στο διπλανό σχήµα Β, υπάρχαυν ἁτμήμαιϊα που 
καδένα τέμνει 3 ακριδώς τμήματα. Μπορούμε να 
ποπαΒετήσουµε στα επἰπεῶα Ὁ τμήματα, ώστε κα; 
Βενα αππὀ αυτά να τέμνει ακριβώς αἱ Πμήματα από 


τα ὀσπαμένα; 


α κ ϐ 
Βίκ ως κ, ωμή, 
Ἰ Εἶναι τος μι {1 πα Το τἰ5] 


ἒκνψ 
ο σαι μα ανν τόνε απ 1 ' 
ανα 100 α μι 
6 Ἱ 
1 ------- [3] 
3 µι 


Απότις 1], 5] έχουμε; 


β.Ε 
Ἡ Β  Ἐ δ. {4] 
Ώ ῳ α Ῥ 


8 
Θέτουμε -----κ, -Ἱ---ψ, οπότε ---«-ὐ- και 
. πι ϐ κ 


οι [4], (5) γράφονται 


1 
κἒμ---- Νδμ----- ΙΕ - 
Ἡ κ. μι 
ἡ Π] 
ο ο ο μμ ο] 
ια π ἃι : ἃι . Δι 
λ 
οπώίεκ--Ὁ-- ΜΕΣ η δὴ ἄν 


Π μι 1} 


Μι ες ον . να] μπι, 
10 [η] (Δι κ 1] ὄἛ Δῃ μι Ἑ 1] 
Παρατήρπασπ: 

Αρχικά π επιτραπή Βεμάτων του διαγωπαμού 
είχε π ρατείνει τπω ἄσκπσπ µετο ερώτημα: Πόσα 
ταις , του α--8 εἶναι ο γ, Ἐτπν περίπτωσπ αυτή 
π Ἀύσει έχει ὡς εξής: 

Αμφαύ ο α εἶναι κἩι τοῦ 84 και α Β εἶναι ἡἜ 
ο αδρωμ ὀ 
δν 100 γα 1089 
καὶ μετά τις πράξεις βρίσκουμε: 
ν . 1000 , 
α.8ϐ οΌκλ-- 100 {κ--λ] 


του γή-α δα έκουµε: 


ο 
αΈνως ας 


αλ 


κ. Ἀκ-  Ἱ 
οι μα, κο 
κ.λ κ 


1 
ο ο”. 
κ 


κε] Ξεἡ, 
κ 
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ἃ, Ἐσω κιτ χγτκος...Ἕχτα ύμπ των μαΏπ- 
τών. εϊᾳ δείξουμε ὅτι; 


αν αι Γκετ. Ἔκε ΧνΈΑΡΈ. Έλι ῃ. 
Β 18 

ἡ [αγ με λς Κι) τς 

Ες η η ΤΠ η ΤΠ τη 

ἄν κα η κι) 

τα σημ” 

ὃ {κι Ένα κι η Ἔε Ἐ Χρ), 

ἡ, αἱ 0 

ϐ] Όψι, αφού αν μπορούσαμε, ο αιρΒμός των σπι- 

μείων τομής λα ἦσαν 3 : Ἂς ΑΑΛά αυτός ὅεν 


είναι αµέραιας. 


1. Ευθεία ε τέμνει τις πλευρές ὢΒ,ΑΓ τριγώνου 
ΑΒΓ στα σηµεία ᾱ, αντίστοιχα και την πραέκτασπ 
της ΒΓ στα ᾖ, 


αν, Αι ΓΕ 


μα σολ 
ο ο Ἔλ 


2Γ 
ολσηίσετε νο --------- 
να υπαλαψί το ὃν 2Β 


3, Έσιω ἓ µία συνάρτπσπ µε τύπα 


Πιν κιν κζά- 10 κ-τΤ 

Μα Βρείς το µέῃστα πεδίο ορισμού τπς {και τα 
ὥιαστήματα στα οποία ῃ { εἶναι σταΒερή. 

3, ἵνα Δύσετε την εξίσωσπ κ’ -- ἄκ'-- Έκ-α, µε 
αξΒΗ. 


ᾱ, Ἔστω ένα ευβύνραμμο τµήµα που τα αμισερὀ 
ἕ τοι ἁκρα τα ἔχουμε συμβωλίσει µε μαι τα δεξιό 
το µε 1 τἒν, 1]. 

Κωρίζσυμε µε σπµεία τὸ τµήµα απὀ αε µικρύτε- 
μα τμήματα και συμβολίζουμε µε τυχαία τρύπα µε 
τους αριθμούς Π, 1 καΒένα απὀ τα μικρά τμήµα- 
τα που τα ἀκρα του έχουν αριθμούς 0, 1 τα ονα- 
µάζσυμε «καλά», ενώ όσα ἔχουν αριθμούς Ὁ, Ώ εἶπε 
1, 1 «κακά». 

Μα Δείξετε ότι όπως καὶ να τοποβετήσουµε τους 
αριβμαύς ϐ, 1 στα ἄμρα των μικρών τμηµότων, το 
πλήθος τῶν καλών πμπµάτων εἶναι περιττό. [Έτη 
µνήμπιτου μεγάλου γψερμανοαμεριµανού μαθημα; 
Ἠκοῦ Ε, Ὄρστωςι (199 - 1980 πα τη συμπλή- 
μώσπ 11 χρόνων απὀ τὸ Βνατό του]. 


1. Φέρουμε ΑΗ ᾗ ΔΕ και απὀ το Β. Θαλή Βρίσκου- 


2Γ 
ὁ-.-- | μὰ, 
με 


3 Πρέπει κ. Αν Βέσουμεν-α κ. 1230, 
τήεκ- ντ 1 π [[κὶ γράφεται 


Εν η. 
ον --ὃ αν 8 
8 αν Όση 


Αρα π [[μ] εἶναι σταΒερή στα ὁιάστημα [Ὀ, 5]. Τότε 
ῃ-ο κ 155 ἡ ἔ[κ] εἴναι σταΒερῃ στα [ῶ, ὦΒ], 
3. Γιροσβαφαιμαύμε στα α΄ µέλος τὸ ἀκὃ, οπότε 
π εξίσωστ γράφεται (κὲ-α- θκ)ὁ -- ἂ(κξ ο, 2κ] -ᾱ 
(11. Βέτουμε κ; «ὖκ-ψ. απὀτε π [1] γράφεται 
ντ --4ν--ᾱα-«Ὁ (]. Για να έχει Λύση π (5ἱ ὃα 
πρέπει ἡ γα5-Ώ κάτ. 

ἡ, διακρίνουμε δύο περιπτώσεις; 

αἱ Όλα τα απµεία που διαιραύντο αρχικό τµήµα 
ϐ 1 σε μικρότερα τα ἔχουμε συμΒαβίσει µε ὢ 
(Σχ. αἱ. Τότε προφανώς υπάρχει ἕνα µόνο «καλό» 
τµήµα. 


υ υ ι Ἱατ ιτ 5ος Ὁ Ἱ 
 ..  .-------...ο-- 
5" Γ΄ ἂ Ε 


8] Ὑπάρχουν σηµεία διαιρέσεως παν τα έχουµε 
αυμβολίσει µε 1 (κ. 8Ι. ὃς Βεωρήσαυμε τὸ σηι- 
µείο πο έχουμε συμβαβίσει µε Ἰ μαι Βρίσκεται 
πιό κοντά στην αρχή Ὁ (στο ἅκ, 8 αυτά εὔναιτο ση. 
µεία Α]. Επειδή πριω απὀ το σηµείο συπό μπάμ- 
χει ὁποσδήπόιε σηµεία 0 π.χ. τὰ Ε ἡ τῷ ἀῤιοτε: 
ῥύ ἀκρο, ορίζεται ένα εκαλό. τμήμα, Αρχίζουμε 
(απᾶ τα αριστερά προς τα θεξιδ) να μειρούμε μα 
ακαλά» τμήματα. Παρατπραύµε ὅτι αν ο αμιβμός 
Περ εμαλών. τμπιµάτων που µετρήσαµε εἶναι ἁῃ- 
τιας, τότε τὸ τελευπταίᾳ «καλόν τμήμα έχει στο δε: 
ξί του άκρα τὸ Γ (στα ἔκ. Β, π.χ. τα απµεία ᾱ ἡ 
ΕΙ ενώ αν α αριθμός εἶναι περιτεάς τὸ τελευπαίο 
«παλώ» τµήµα Όα ἔχει στα ὑεξίτου ἀπρω το 1. Αλ- 
Δά αφού τα αρηικά τµήµα Ὀ1 έχει στο δεξίτου ᾱ- 
κρο το ἡπμείο 1, ὁ αριθμᾶς τω ακολώνν τμπμά- 
τῶν εἶναι περιπός. (Η ἀσκπση αυτή εἶναι µερική 
περίππώαπ µιας πρὀτασπς τπς Συμδυαστκής Τα- 


πολύμίας, που εἶναι ονωστή ἄὰν «λήμμα Ββρετήςτ»] 
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1. Ἑστω ΛΒΓ τρίψωνα Μα] σημείο σος εὔώτερι- 
κά του. Απόά τυχαίς σηµείο Μ θεωρούμε τα ὄνα- 
νύσµατα ΜΑ, ΜΒ, ΜΓ, Αν κ.ΜΑ ΑΛ’ ΜΒ. 


μι ΜΓ.- ΜΩ, πουν Έμξ 1, να δείξεις ὅτι 


κ. θ, μ.ῇ, 
2. Ἐσιω η αμολουθία αν µε 
τς 1 
αι αι, ἶ 
Να υπολομίσετε τα Ηπι ας 
. Ἑστω ἃ ένας νκν πἶνακας µε στοιχεία πραγµα- 
πκούς αριθμούς, ιπανοποιεί τπ οκέση 
ΑΣ ΞΑΓΙ--0, ἀπου [ μαι Ὁ εἶνηι ο µοναδιαίος 
και α μπδενικώς ννν πίνακας αωτίστοκα. 
Μ' αποδεικΒεή τι για μάθε ΛΕΒ ο πίναπας 
Β,-Α-ΑΤ εἶναι ατιστρέμιµός και να υπολοη- 
σθεῖ ο ανήστροφῶς τόῦ, 
ή. Ἔσιω α, ακολουβία φυσικών αριθμών, µε 
αι -ὁ αι,» τν λα, 1, μεν 1, 2.., Ἔτο επί- 
πεδο διδοπαι α. - Ἰ διαφαρεηκά σηµεία, που 
αντί 3 δεν εἶναι συνευΒειαµά, Τα υµήµατα που συν- 
Δέαυν τα σηµεία αυτά τα χρωματίζσυµε µε ν ὅνα: 
ᾠφαρετιμά χρηματα. 
ία δείξετε ὧπι για κάθε ν ΕΤ” υπάρχει τρίγωνα 
με μορφές τα σηµεία αυτᾶ, που σι πἀευρές τὰυ 
έχουν το ἴδια χρώμα, 


αι-ὖ, αν 51, 


.. 


τι με ν3ξ 


ο μα... 


-- κ.ΜΑΦΛ: ΜΑ μ' ΜΑ --ΜΑ Π) 
Αιμώμα εἴμαι 
-»κ.ΜΑΦΛΜΒµ.ΜΓΞΜΟ (51 


Απόὸ ης 1), (5 παίρνουμε 

Δ ΙΜΒ- ΜΑΙ νμ ΜΓ- ΜΑ) -ΜΟ-- --ΜΑ ἡ 

λ (ΑΒ 1. μ: ΑΓ --ΑΟ 3] 
Όμως το Ὁ Βρίσκετόι στα επωπεμικά του ΑΗΓ 
εκ. 1]. ἁρα ἃα πρέπει Απ, α. Ὥμαια Βρί- 
σκουμε αι, ἀπ. 


.. 


ο μξ. ενώ] 


υ 


μα Ἰ --- ----ε ει ἕτ--- 


μπε η η ο. ] ᾳ 


και συεπιὸς 
Ι 1 1 τν 3 1 
.. 


ν 
µ -. [πι ---- ο []. 
πια, - [πι ρ 


3] σκύει: 
0ϱΑἲ- ΑΕ ΙΑ: ΛΗΜΑ (ΑΙ [Αὔ-- 


Άρα Α-λη Ἱπττ- τ(ΑΑ- ΜΗ, 
: 11 κ] 
επειδή ἀΞ--λ{ 10, ια μόδελΕΒ. 


4. Γιαν- 1 έχουμε ἃ τμήματα µε το ἴδια χρώμα, 
ἁ ρα ην πρόταση πσεήει. Ἔστω ὅτι πσεύει ν.μ 1, 
ὃπὰ. ἑστω ότι έχουμε αι, Ἔ ἰ οπµεία και υπάρχει 
ένα τρίφωνο μονοχρωματικά, θα δεήξουµετην πρὀ- 
τασῃ για ντκς 1. ἁπλαδή ἔστω ὁτ υπάρχουν 
δει Ἑ ἰ απµεία μαι ἔσω Π ένα απὀ αυτά, Μαδό. 
να απὀ τα απµεία αυτά συνῶέεται µε καθένα απὀ 
τα υπὀλοιπα αι! σημαία. Ἀπλαδή τα 0 συνδέε- 
ται µε ανν. Ί]α, {- 1 σπµεία, Αυτά τα τµήµα 
τα είναι κρωματπαµένα µε τὸ πολύ κ” 1 κρώµατα. 
Αρα απὀ αυτὰ ἅα υπάρχουν τουλάχιστο αι -- { 
τμήματα µε το ἰῶνα χρώμα π.κ. μαύρο. Για αν αυτό 
δε αυμήβαινε, ὄπλ. υπήῤχαν τὰ πολύ ᾱ, τμήματα 
µε τὸ ἴδια χρώμα, τότε το πλήθος τών τμημάτων 
ἃᾳ ἠπαν το ποιό [κ ]]α,, ἅταπο αφού εἶναι 
ἱκα 1]α. 1. Αν Ἀαιπόν κάποια απὀ τὰ Ἰµήµατα 
που αυνδέουν τα υπόλοιπα σηµεία Αιμλρο. 
Αα, Ἔ Ἱ εἶναι μαύρα π πρόταστι δεῖκΏπκε. Αν αὖ- 
τὸ ἃε συμβσήνέι, δα ἔχσυμε αι, 1 σηµεία και τα 
τμήματα πο αρίζουν Παπ είμαι κρμυματισµένα µε 
κ χρώματα το πολύ, Αλλά απὀ ην μπώθεση ἴπς 
επαγωγής τότε κ.λΠ. 


τε 1). 


ΕΠΜΛΕΙΔΗΕ Β κε. ὁ τ6 


Η 2η Βαλκανική 
Μαθηματική 


Ολυμπιάδα 


--- 


΄Ἔγινε στη Λευκωσία από 2 έως 8 Μάη η 5η Βαλκανι- 
κή Μαθηματική Ολυμπιάδα. Σ᾽ αυτήν πήραν µέρος η 
Βουλγαρία, η Γιουγκοσλαβία, η Ελλάδα, η Κύπρος και 
η Ρουμανία. 

Ἡ χώρα µας πήρε µέρος µε τους μαθητές: Ιβρισιμτζή 
Γιάννη (Θεσσαλονίκη), Αθανασιάδη Χρήστο (Θεσσα- 
λονίκη), Μουρούκο Βαγγέλη (Αθήνα), Σταθόπουλο ἂη- 
µήτρη (Αθήνα), Κοντοκώστα Δημήτρη (Τρίκαλα), ΠΠπα- 
ντέλη Στέφανο (Σέρρες). 

Συνοδοί της ελληνικής ομάδας ήταν οι συνάδελφοι: 
8. Μπόλης, Δ. Κοντογιάννης, Β. Ζώτος, Χ. Αχτσαλωτί- 
δης, Γ. Ωραιόπουλος,. 

Ἡ αποστολή αναχώρησε από την Αθήνα την 1η ΜάηΠ 
και µετά απὀ λίγες ώρες ταξίδι έφθασε στη Λάρνακα, 
όπου επιβιβάστηκε σε λεωφορείο και ἔφθασε στη Λευ- 
κὠσία. Εκεί η αποστολή κατέλυσε σε ξενοδοχείο της 
Σχολής Τουριστικών Επαγγελμάτων της Κυπριακής 
Δημοκρατίας. 

Την επομένη το πρωί οι οµάδες επισκέφθηκαν το κξ- 
ντρο της Λευκωσίας (Λαϊκή γειτονιά, παλιά πόλη, αρ: 
χαιολογικό μουσείο, δημοτικό πάρκο). Τόσο οι ξεναγή- 
σεις, όσο και οι περιηγήσεις ήταν πολύ φροντισμένες 
και η Φιλοξενία των συναδέλφων Κυπρίων μαθηματικών 
άριστη. 

Ειδικά αναφέρουμε τους συναδέλφους: Σάββα Ἰώαν- 
νίδη, Σούλα Μαυρίδη, Νίκη Παπαδοπούλου, Ι. Πέ- 
τρου, Δ. Σκοτεινό, που µε κάθε τρόπο µας ἕκαναν να 
νιώθουμε σαν το σπίτι µας, Μι αυτό όχι µόνο σε µας 
τους ΄Ἓλληνες, αλλά το ἴδιο συνέβη και στις άλλες 
αποστολές. 

Εντύπωση µας ἔκανε η ύπαρξη ειδικών μεταφραστών 
για κάθε αποστολή, 

Την Τρίτη (3/5/88) το πρωί δυο αντιπρόσωποι από κά- 
θε χώρα συνεδρίασαν για την επιλογή των θεμάτων του 
διαγωνισμού. Οι µαθητές µε τους υπόλοιπους συνοδούς 
επισκέφθηκαν το Γυμνάσιο Πλατύ της Δευμωσίας. Το 
απόγευμα έγινε στο αμφιθέατρο των Εθνών του ξενοδο- 
χείου «Φιλοξένεια» η τελετή ἔναρξης απὀ τον πρόεδρο 
της Κυπριακής Μ.Ε. κ. Π. Μικαήλ και από το δήμαρχο 
Αγλατζιάς. 

Τα λόγια του κ. Μιχαήλ ήταν πολύ συγκινητικά ιδιαί- 
τερα όταν μίλησε για το πνεύμα των Βαλκανικών Ολυ- 
µπιάδων, για τη συναδέλφωση των νέων των βαλκανι- 
κών χωρών. 

Μετά το πέρας του διαγωνισμού, ακολούθησε στο 
ίδιο ξενοδοχείο πλούσιο καλλιτεχνικό πρόγραµµα, από 


το σύλλογο των Φοιτητών της Παιδαγωγικής Ακαδηµί- 
ας Κύπρου. 

Την Τετάρτη (4/5/88) οι μαθητές µε τους συνοδούς 
του επισκέφθηκαν περιοχές γύρω από τη Λευκωσία (Νι- 
κητάρι, Βουνό Τρόοδος, Κακοπετριά). Θα ήταν παρά- 
λειψη να µην αναφέρουμε το μαγευτικό των τοποθεσιών 
αυτών και την πλούσια ιστορική και αρχαιολογική ελ- 
ληνική παράδοση που παρουσίαζαν. 

Το ίδιο βράδυ µας εδεξιώθη ο δήμαρχος Αγλατζιάς 
στο δημαρχείο της πόλης. Εντύπωση προκάλεσαν τοι 
χορευτικό συγκρότηµα του Δήμου καθώς και η περιποί- 
ηση που µας ἔγινε απὀ τα µέλη του δημοτικού συµβου- 
λίου. 

Την Πέμπτη (5/5/88) Εγινε εκδροµή στη Λεμεσό και 
επικσεφθήκαµε την Τεχνική Σχολή, το αρχαίο Κούριο 
όπου µας έγινε λεπτομερής ξενάγηση από τον γυµνασι- 
άρχη κ. Λουλουμπή, ενώ αργότερα επισκεφθήκαμµε την 
Πάφο, όπου οι συνάδελφοι Γ. Παρτσαλίδης και ο διευ- 
θυντής Κ. Μιχαηλίδης µας δεξιώθηκαν στη ξενοδοχεια- 
κή σχολή της πόλης. 

Εντύπωση προκάλεσε σε όλες τις αποστολές ο «μπο- 
Φές» που ἕκαναν οι µαθητές της σχολής καθώς και η 
άψογη εξυπηρέτηση των μαθητών, ΄Ωσοι μετείχαν και 
σε παλιότερους διαγωνισμούς ομολογούν ότι κάτι τὲ- 
τοιο δεν ἔχει γίνει ποτέ, ούτε και πρόκειται να 
ξαναγίνει, 

Στη συνεχεια επισκεφθήκαµε τα περίφημα μωσαϊκά 
στο σπίτι του Διόνυσου και µετά την παραλιακή λεωφό- 
ρο που οδηγούσε στην ακτή, που σύµφωνα µετην παρά- 
δοση αναδύθηκε η θεά Αφροδίτη. Αργότερα δειπνήσαµε 
σε παραθαλάσσιο κέντρο. 

Την Παρασκευή (6/5/88) επισκεφθήκαµε το Μουσείο 
του αγώνα της Κυπριακής Δημοκρατίας ενάντια στους 
΄Αγγλους κατακτητές όπου µε µεγάλη συγκίνηση νιώ- 
σαµε την αγωνία αυτού του λαού για ελευθερία, ειρήνη 
και πρόοδο. Ἡ συγκίνησή µας μεγάλωσε όταν επισκε- 
Φθήκαμε το Παγκύπριο Γυμνάσιο, όπου οι Α/ντές (µα- 
θηματικοί) Γ. Χατζηνικολάου και Χ. Χατζηθεοδοσίου 
μας ξενάγησαν στις τἔλειες εγκαταστάσεις του. Αργό- 
τερα επισκεφθήκαµε το Ὑπουργείο Παιδείας, όπου µας 
δέχθηκε ο Ὑπουργός Παιδείας της Κύπρου εκλεκτός 
συνάδελφος κ. Ανδρέας Φιλίππου καθηγητής του ΠΠα- 
νεπιστηµίου Πάτρας και από τους πλέον σημαντικούς 
αρωγούς της ΕΜΕ. και της µαθηµατικής παιδείας της 
χώρας µας, 

Στην προσφώνηση του κ. Υπουργού απάντησε εκ μἒ- 
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ροὺς και των άλλων αποστολών ο συνάδελφος Θ. Μπό- 
λης. 

Στη συνΕχεια µε τη συνοδεία του κ. Ὑπουργού επι- 
σκεφθήκαμµε το προεδρικό μέγαρο, ὀπου µας υποδέχθη- 
κε ο πρόεδρος της Κυπριακής Δημοκρατίας κ. Βασιλεί- 
ου και µας ευχήθηκε «το καλωσόρισες) στο νησι. 

Αργότερα επισκεφθήκαµε το Λύκειο Παλουριώτισας 
που βρίσκεται στην ουδέτερη ζώνη του ΟΗΕ κάτω από 
τα τουρκικά πολυβολεία. Ο διευθυντής του σχολείου κ. 
Αρτεμίου µας υποδέχτηκε εκ µέρους του σχολείου και 
ακολούθησε καλλιτεχνικό πρόγραµµα. 


Το απόγευμα έγινε τελετή βράβευσης των διαγωνισθέ- 
ντων, ενώ το βράδυ δόθηκε επίσηµη δεξίωση στη µεγά- 
λη αίθουσα του ξενοδοχείου «Φιλοξενίας απ᾿ τον 
Υπουργού Παιδείας κ. Α. Φιλίππου. Συγκινητική µεταξύ 
των άλλων ήταν η στιγµή των προσφωνήσεων, όπου 
μεταξύ των άλλων ο συνάδελφος κ. Γ. Ωραιόπουλος 
μετέφερε τους εγκάρδιους χαιρετισμούς της ΕΜΕ. και 
όλων των συναδέλφων προσφέροντας ενα ειδικό τόμο 
µε άρθρα που κατά καιρούς ο κ. Α. Φιλίππου είχε δηµο- 
σιεύσει στα περιοδικά της ΕΜΕ. 

Η ελληνική αποστολή αναχώρησε απ᾿ το νησί το 
πρωί του Σαββάτου (6/5/88) για τη Λάρνακα µε συνο- 
δούς τους συναδέλφους κ. Μιχαήλ. και Ι. Ιατρίδη και 
την Σ. Μαυρίδου. Λίγο αργότερα η αποστολή θα ανα- 
χωρούσε για την Αθήνα. Οι συγκινήσεις, οι ευχάριστες 
στιγμές, οι εκπλήξεις, η συναδέλφωση των μαθητών 
των βαλκανικών χωρών και το πνεύμα αλληλεγγύης 
ήταν από τα πιο σηµαντικά στοιχεία που ενισχύθηκαν 
σ᾿ αυτή τη διοργάνωση. 


ΘΕΜΑΤΑ 


Πρόβλημα 1] 

Έστω ΟΗ, ΟΙ. και ΟΜ το ύψος, η διχοτόµος και η 
διάµεσος αντίστοιχα ενός τριγώνου ΑΒΟ (τα σηµεία Η, 
ΙΓ. και Μ κείνται επί της ευθείας ΑΒ). Οι λόγοι των εµβα- 
δών των τριγώνων ΗΜΟ και [ ΜΟ προς το εμβαδό του 


ΝΕΙ 


1 ς 
τριγώνου ΑΒ{. είναι σα και Ἱ- σσ αντίστοιχα. Να 


βρεθούν τα µέτρα των γωνιών του τριγώνου ΑΕΟ. 
(Βουλγαρία) 


Πρόβλημα 2 
Να βρεθούν όλα τα πολυώνυµα (ΣΧ, ν) δυο µετα- 
Βλητών που ικανοποιούν τη σχέση 


Ρ(α, ϐ) :Ρ(ς, ) -- Ρίας -- δά, αά --- ὑς), 
για όλους τους πραγματικούς αριθμούς α, ὃ,ς, ἆᾱ. 
(Γιουγκοσλαβία) 
Πρόβλημα 3 
Να αποδειχθεί ότι κάθε τετράεδρο ΑιΑ,.Α:Α. µπο- 
ρεί να περιέχεται μεταξύ δύο παραλλήλων επιπέδων µε 


νρ 
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απόσταση ἃςξ όπου 
ρΞ (ΑΙΑ:/)΄ -- (ΑΙΑ:)΄ .” (ΑΙΑΙ/) Ε{Α.Α9)΄ -- 
ᾷ (Α.Α:)΄ -- (Α.Α). 
(Σηµείωση: Το τετράεδρο µπορεί να ἔχει κοινά σηµεία 
µε τα παράλληλα επίπεδα). 
(Ελλάδα) 


Πρόβλημα 4 
Να βρεθούν όλα τα ζεύγη διαδοχικών όρων απ, 
απει της ακολουθίας αι,α;,αι,... που ορίζεται από 
απ2” 4 ηπ--1,Σ2,8,..., τέτοια ώστε να ισχύουν 
οι σχέσεις: αξρ'ᾳα, αιΞτ'ς, όπου ϱῬ,α,τ,β 
είναι πρώτοι αριθµοί, και 
ρσας τςσε α τεσπα 
(Ρουμανία) 


ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΒΑΛΗΑΝΙΑΔΑΣ 


Η χώρα µας πήρε 1 χρυσό (Χ. Αθανασιάδης), 1 αργυ- 
ρό (Γ, Ἱβρισιμτζής) και 3 χάλκινα (Β. Μουρούκος, Δ. 
Κοντοκώστας, ἂ. Σταθόπουλος). Στη συνολική βαθµο- 
λογία κατέλαβε την 4η θέση µε 115 µονάδες. (Ρουμανία 
207, Βουλγαρία 181, Γιουγκοσλαβία 145, Κύπρος 88). 


Θα πρέπει να τονίσουμε εδώ ότι για πρώτη φορά η χώ- 
ρα µας πρώτευσε σε µάθηµα. Συγκεκριµένα στην πρώτη 
άσκηση η χώρα µας πήρε τη μέγιστη βαθμολογία (55 μ.) 
µε δεύτερη τη Ρουμανία 59. 

Από την ανάλυση των αποτελεσμάτων προκύπτει ότι 
η ελληνική οµάδα που είχε την καλύτερη επίδοση στην 
επιπεδοµετρία (πρώτη στην 1η άσκηση που προτάθηκε 
από τη Βουλγαρία) υστερούσε στη στερεοµετρία (8η 
άσκηση που προτάθηκε από την Ελλάδα), στη θεωρία 
αριθμών (4η άσκηση, Ρουμανία) που εἶναι ύλη που δεν 
διδάσκεται στη χώρα µας. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣΒ΄ τ1/91 


Ακόμα είναι χαρακτηριστικό στην ελληνική άσκηση η 
χώρα µας πήρε τη μικρότερη βαθμολογία 17 µονάδες. 
Αυτό και µόνο δείχνει τη νοοτροπία της ελληνικής πα- 
ρουσίας σ᾿ αυτούς τους διαγωνισμούς και δεν είναι τυ- 
χαΐο πως όλοι οἱ ξένοι γνωρίζουν άριστα αυτές µας τις 
ευαισθησίες περί ολυμπισμού. ΄Αλλωστε η ΕΜΕ. ἔχει 
παράδοση στη δημοκρατική συµµετοχή και παρέμβαση 
στο κοινωνικό και εκπαιδευτικό χώρο. Ἔνα μελανό ση- 
µείο σ᾿ αυτή τη Βαλκανιάδα ήταν το γεγονός ότι δυο 
µαθητές µιας αποστολής (όχι ελληνικής ή κυπριακής) 
ἔγραψαν κατά παράβαση κάθε δεοντολογίας µε μολύβι 
και οι διορθωτἒς Κύπριοι συνάδελφοι επεσήµαναν το 
γεγονός ότι µετά την επιστροφή των γραπτών υπήρχαν 
γραφίµατα και σβησίµατα µε αποτέλεσµα τα γραπτά να 
εμφανίζουν άριστη απόδοση στις ασκήσεις. 


Ἐενοδοχείο «Φιλοξένια» της Κύπρου όπου διέμεναν οι 
αποστολές, 


Ίος Προπαρασκευαστικού διαγωνισμού 


της ΕΜΕ (ΦΛΕΒ. 'δ8) -- ΛΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 


1ο θέµα: Έστω αι, α.,..., αν οἱ µαθητές και Μαι, 
Μα:, ..., Μαν τα σύνολα των γνωστών τους. ΄Ἔνας 
απὀ τους µαθητές, π.κ. ο α; ἔστω ότι Εχει το μεγαλύτερο 
αριθµό γνωστών, π.χ. κ, δηλ. 


Μαι Ξ- κ με Μα:Ξ {ο0α:, Οα:, ωω Όαις ]. 


Επειδή οι απι, απ,,..., απ ἐχουν κοινό γνωστό τον αι, 
τότε: 
|Μαι,| «Μαι, 5-...5έ )Μαι]. ΄Έστω { Μα.) -- κ) 


΄Αρα ένας από τους |Μαι//, |Μαι,, ..., Μαμ..ι) θα 


είναι ίσος µε τον 1. 


2ο θέµα: Εύκολα βρίσκουμε ότι αν - ἸΞ πολ. αν-ς. 


3ο θέµα: ΄Οχι, αφού οι δυνατοί αριθμοί που μπορούν 

να γίνουν απὀ τα στοιχεία --ἶ1,.0,1 είναι 13 
ο ο ας ο 

ενώ οι θέσεις (6 γραµµές, 6 στήλες, 2 διαγώνιες) είναι 14. 


4ο θέµα: Φέρουμε τη διχοτόµο της ΜΑΓ (δες σχήμα) 


που τέμνει το ΒΜ σε σηµείο Ζ. Προφανώς 2 -- ΖΜ. 
Θα δείξουμε ότι αν ΖΕ | ΒΓ, τότεη ΖΕ είναι µεσο- 
κάθετος του ΒΓ. Αρκεί να δείξουµε ότι ΒΖΞ ΖΓ. Είναι 


ΑΕΞΑΡ, ΑΜΞΑΓ - ΕΓΞΡΜ. 
“Αρα 2Γ-ΖΜ- Β2. 
Σχόλια: Οι εκφωνήσεις στο περυσινό τ., σχολ. χρονιά 87-88, 
Ευκλείδη β΄. 


2ος Προπαρασκευαστικός διαγωνισμός 
της ΕΜΕ (Μαρτ. 88) 


Θέμα 1ο: Να βρεθούν όλοι οι πραγματικοί αριθμοί α, 
ν,Ζ που ικανοποιούν τις σχέσεις: 
χ.ν-ζςδ, κ Εν --Ζ)-- 3χνζςο. 


24/τ.1 ΕΥΜΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


Λύση: Επειδή κ΄ - ν΄ -- Ζ) -- 3χνΣ 


1 
σκην τθ[κ-ν ενα κ] 


θα έχουμε νυν αξ] 


Θεμα 2ο: α) Έστω α.ξαι- 1 και 


αν-2 8ανει ἐζ2αν ν-0, (νεΕΙΝ). 


Ν᾽ αποδειχθεί ότι για κάθε ν ΕΙΝ, ούτεο αριθµός 2, 
ούτε ο αριθµός 3 δεν διαιρεί τον αριθµό αν. 

Β) Δίνεται µια άπειρη λευκή σκακιέρα (υπάρχουν οι 
γραμμές που χωρίζουν το επίπεδο σε άπειρα ίσα τετρά- 
γὠνα). Είναι δυνατόν να χρωµατίσουµε μαύρα 13 τετρά- 
γώὠνα ἔτσι ώστε κάθε ενα από τα μαύρα τετράγωνα να 
ἔχει περιττό αριθµό γειτονικών μαύρων τετραγώνων; 
(Δυο τετράγωνα είναι γειτονικά αν ἔχουν κοινή πλευ- 
ρά). 

Λύση: α) ΄Έστω ότι αυτό δεν συμβαίνει και ότι π.χ. ο 
αν εἶναι ο πρώτος όρος της ακολουθίας αν που διαι- 
ρείται µε τον 2 (ή τον 3). Από τη σχέση 

αν--2 Ξ- Ἀαν--ι  2αν 
όµως θα ἔχουµε ότι 2/ανει, άτοπο αφούο ανιο εἰ- 
ναι ο μικρότερος όρος της ακολουθίας. 

β) ΄Οχι. Πράγματι, ἔστω νι, ν., νι, νι τα πλήθη 
των χρωματισμένων τετραγώνων που ἔχουν 1, 2, 8, 4 
γειτονικά χρωματισµένα τετράγωνα αντίστοιχα. Τότετο 
πλήθος των κοινών τους πλευρών θα είναι: 


1 
Ντι (νι Ἔ νι Ἔ ὃν, Ί- 4νι) -- 


1 
πο νι Τνη νι τν ἂν 


Επειδή όµως ν ΕΝ", θαπρέπειο νι νι να είναι 
άρτιος. Αλλά εδώ νι νι 13. 

Θέμα 8ο: Δίνεται κύκλος « και σηµείο Μ εκτός αυτού 
(στο επίπεδο του κύκλου). Φέρουμε µια εφαπτομένη ΜΑ 
στον κύκλο και µια τἔµνουσα ΜΒΓ. Αν Δ είναι το µέσο 
του τµήµατος ΜΑ, Ε το σηµείο τοµής του κύκλου ϐ« µε 
την ΓΑ και Ζτο-σηµείο τοµής του ϱ µετην ΜΕ, ν᾿ απο- 
δειχτεί ότι ΑΜ || Β7. 


Λύση: Είναι ΔΑ - ΔΜ΄ - ΔΕ: ΔΓ ή 


ΔδΜ ὀ4ὁΓ Ἶ 
το το άρα τα τρίγωνα ΔΜΕ, ΔΓΜ 


είναι όμοια, οπότε ΔΜΕ 5 ΔΓΜ. 


Αλλά ΔΙΓΜΞΒΖΕ, άρα ΔΜΕΞ ΒΖΕ, 
δηλαδή ΑΜ | Β7. 


Σχόλια: Τα θέµατα και λύσεις του 3ου Προπαρασκευαστικού 
διαγωνισμού της Ε.Μ.Ε. της σχολ. χρονιάς ᾿87-88, θα δοθούν 
στο επόµενο τεύχος. 


Θέμα 4ο: Δίνεταιτο σύνολο ΜΞ(0,1,2,...,9]. Εί- 
ψαὶ γνωστό ότι το πλήθος των υποσυνόλων του Μ είναι 
μλαά 

α) ἣΝα βρεθεί το πλήθος όλων των διατεταγµένων 
ζευγών υποσυνόλων του Μ ξένων μεταξύ των. 

β) Να βρεθεί το πλήθος όλων των διατεταγµένων 
τριάδων ξξνων ανά δύο μεταξύ των υποσυνόλων του Μ. 


Λύση: α) ΄Έστω Α το πρώτο στοιχείο ενός διατεταγμέ- 
νου ζεύγους (Α, Β). 

Αν ΙΑΙΞΙ, τότε ]ΒΙΞ10--Κ. Τοπλήθος των 
υποσυνόλων του Β θα είναι Ρ(Β) -- 20195, ενώ το 
πλήθος των διατεταγµένων ζευγών θα είναι: 

10 


ὸ 


κο 


10 
. 910-Κ . (2 .. η, α-- 810 
β) Με όμοιο τρόπο βρίσκουμε ότι το πλήθος των δια- 
τεταγµένων τριάδων θα εἶναι: 
(1 σα 
Η ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΤΩΝ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ ΤΗΣ Ε.Μ.Ε. 


ΕΚΔΟΣΕΙΣ Ε.Μ.Ε. 


ὄμχ. ἵτο « ὁ κε ΟΡ ΤΙ -- ΑΟ --- ποχυὔροημκᾶ -- ατομικές πο γελίες 
δρν. Τατ 700 ραρα γε λα 
πεωλανβόνειοι το 3ν τοῦ ΦΠΑ. 


5 Εικλίδηκ αἱ. 


δρχ. 200 «4-00 100) 3Ο -αγιθρομκά --απομεκάς πρ γελίες 
δρ Ἅκὶ « ἃ - 807 οµαδικὲς ποραννελ κ: 


δρχ. 400 ον 4 πε ΙΔ γα Ἰο µάη 1500 δρ 
γα θε νόρομη ετήκι 
ὄρι 09 ο τεύχος για 6 Εικ” 
5 Μαβηρατική ὁ κ 1) γα πε µάλῃ «χὶ 
ΕπΜΕώΡη ην 1. ετήσια συνδρομή, 
ὁ 16 αεύχος να τὸ Βιῤλκοωλύα 


5 Δλήο, δρ. 59 α το µέλη 


5 Τα ὕεματα εετόσεων στα ΛΕΙ δρς ο 


Τα πα) αύτερα τεύχη ὅλων των εκδόσεων πωλούνναι µε τρέχουσες αωὸς τόν ΄β8. 89 


περιοθυνες Εωκλήδης υ τ Α τεύχη --ἴ60ῦ ] Ἐ 
εκδόσεις «Μοβ. Επιθεώρησης 3 τεύχη -- 1ο0ῦ | 


περιοδικές { Ευκλεδης Υ: 4 τεύχη -- 1900 ] .ὴ 
εκδόσεις “ΜαΒ, Επιθεώρικατ 2 πέχη - Ἱουτ - 
«Φελήςς Τ τεύχος -- 0 ] 12501 


Γρ ΄Αλγεβρα, Μαθ Ανάλυση, Διφορεκὲς εξισώσεις 
 Μωπειν  Βπά ΒΙαρμησΟ 


Ἱστορία Μαθηματικών (όλοι ο τόμοι) ον 


. Ξ κ. 
Ἱ ἰ ολ. 


Αγαπητοί µαθητές, 

Η επιτροπή διαγωνισμών της ΕΜΕ. διοργανώνει 
καθ᾽ όλη τη διάρκεια του σχολικού ἔτους, δωρεάν 
µαθήµατα, για µαθητές που αγαπούν τα µαθηµατι- 
κά. 

Τα µαθήµατα γίνονται κάθε Σάββατο στα γρα- 
φεία της ΕΜΕ, Πανεπιστηµίου 34 και Ιπποκράτους 
γωνία (Αθήνα). 

Για πληροφορίες" ΤΗΛ.: 96.17.784 --- 36.16.532 

Η Επιτροπή διαγωνισμών της ΕΜΙΕ. 


ΧΟι µαθητές της υπόλοιπης Ἑλλάδας θα απευθύνονται 
στα κατά τόπους παραρτήματα της Ε.Μ.Ε. για ἔντυπο 
υλικό, ασκήσεις, πληροφορίες, µαθήµατα και ότι άλλο 
σχετικό. Σύντομη αναφορά για µια πρώτη πληροφόρη- 
ση θα ΄ναι οι μαθηματικοί του κάθε Λυκείου. 


ΕΝΥΚΛΕΙΔΗΣΒ΄ τ 1/23 


Θ ... 


Ἡ 29η Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα (Δ.Μ.Ο:) 
ἔγινε Φέτος στην Καμπέρα της Αυστραλίας από 9 - 2] 
Ιουλίου 1988. Από τη χώρα µας λόγω της αναβολής των 
πανελλαδικών εξετάσεων δεν ήταν δυνατόν να λάβουν 
µέρος στην αποστολή μαθητές της Γ΄ τάξεως του Λυ- 
κείου. Αποτέλεσμα ήταν να ἔχει η ελληνική μαθητική 
οµάδα ρεκόρ νεότητος" είχε τον μικρότερο µέσο όρο 
ηλικίας (16,25 ἔτη). Παρά το προφανές μειονέκτημα, 
υπάρχει το πλεονέκτημα ότι οι µαθητές αυτοί, µε την 
εμπειρία που ἔχουν αποκτήσει, θα μπορούν να έχουν 
αξιόλογη επίδοση σε επόμενους διεθνείς διαγωνισμούς 
στα μαθηματικά. 

Στην Αυστραλία έλαβαν μέρος 268 μαθητές από 49 
χώρες, ενώ 8 άλλες χώρες ἔστειλαν παρατηρητές --- 
αντιπροσώπους. Σύμφωνα µε τους κανονισμούς της 
29ης Δ.Μ.Ο. και σύµφωνα µε την εγκαθιδρυµένη παρά- 
ὃοση των Δ.Μ.Ο., οἱ διάφορες χώρες που ἔλαβαν µέρος 
στην διοργάνωση Εἔστειλαν στον προκαθορισμένο χρό- 
νο 94 προβλήµατα στην Οργανωτική Επιτροπή της 
Ολυμπιάδας, η οποία επέλεξε 3] απ᾿ αυτά για την θεώ- 
ρηση από το Διεθνές Συμβούλιο Μριτών που απαρτίζε- 
ται από τους αρχηγούς των αποστολών µε πρόεδρο από 
την διοργανώτρια χώρα (Ρτοί. Βεπ Ρο, [πίνοικίίν οί 
Αἀοὶαίάο). Αν και πάρα πολλές χώρες δεν υπέβαλαν 
προβλήµατα, η Ελλάδα υπέβαλε ά προβλήµατα, δύο εκ 
των οποίων είχαν επιλεγεί μεταξύ των 31 (6ΒΕ 2 που 
προτάθηκε από τον κ. Τζίζιφα και ΟΒΕ 8 που προτά- 
θηκε από τον κ. Δ. Κοντογιάννη. Τελικά, το Διεθνές 
Συμβούλιο Μριτών επέλεξε ἔξι προβλήματα ένα εκ των 
οποίων ήταν το ΟΕΕ. 3 που πήρε αριθµό 5 για τον δια- 
γωνισμό. 

Ο Διαγωνισμός Εγινε σε δύο στάδια την Ίδη και 
την 16η Ιουλίου 1988. Παρά το νεαρό της ηλικίας των 
μαθητών η ελληνική ομάδα κατετάγη 27η και απέσπασε 
ἕνα τρίτο βραβείο (Ἀρήστος Αθανασιάδης, Β΄ τάξη, 1ο 
Λύκειο Τούμπας Θεσ/νίκης) και τρείς εύφημες µνείες 
(Μουρούκος, Οικονόμου, Σταθόπουλος), Σημειωτέον 
ότι ο μέγιστος µέσος όρος ηλικίας (18,9 ἔτη) ανήκε στην 
ομάδα της Νορβηγίας, η οποία κατετάγη 42η. 

Δεδομένων των συνθηκών (νεαρό της ηλικίας, Ελ- 
λειψη εµπειρείας, αντικατάσταση τριών ἔμπειρων µελών 
της ομάδας από την Γ΄ τάξη του Λυκείου την τελευταία 
στιγµή) η ελληνική παρουσία στην 29η Μ.Ο. κρίνεται 
αρκετά ικανοποιητική. 


ΑΝΤΑΠΟΚΡΙΣΗ 


Η Ελληνική Μαθηματική Ἑταιρεία συμμετέχει ὡς 
γνωστόν στις Διεθνείς Μαθηματικές Ολυμπιάδες από το 
1979, Επίσης, µε πρωτοβουλία της ἴδιας και τὼν αντί- 


στοιχὠν Φορέων της Βουλγαρίας και της Ρουμανίας δι- 
οργανώνεται κάθε χρόνο Βαλκανική Μαθηματική Όλυ- 
µπιάδα. (Η πρώτη έγινε στην Αθήνα πριν 5 χρόνια). 

Οι µαθητές που επιλέγονται απὀ την Ε.Μ.Ε. για να 
συμμετέχουν στις διεθνείς αυτές διοργάνωσες παίρνουν 
µέρος σε σειρά 5 διαγωνισμών. Στο τελικο στάδιο εκ- 
παιδεύονται δωρεάν από την Ε.Μ.Ε. για να μπορούν να 
συμμετέχουν µε αξιώσεις σ᾿ αυτούς τους διαγωνισμούς 
(διότι το επίπεδο γνώσεων που απαιτείται είναι κατά 
πολύ υψηλότερο απ᾿ αυτό που παρέχεται στην δευτε- 
ροβάθµια εκπαίδευση.) 

Κατόπιν της σχετικής σας απόφασης, η Ομάδα που 
συγκροτήθηκε απὀ την Ε.Μ.Ε. ξεκίνησε στις δ Ιούλη για 
να συμμετάσχει στην 29η Δ.Μ.Ο. στην Αυστραλία. Με- 
τά την άφιξη µας στο Σίδνεῦ µείναµε στο Νθω Φου{ῇῃ 
'λ]αἱες Ὀπινειείιν όπου βρίσκονταν και οι άλλες αντι- 
προσωπείες, Η διοργανώτρια χώρα µας προσέφερε αἰ- 
θουσα στην οποία η Ομάδα συνέχισε την προετοιμασία 
της µε τον κ. Κοντογιάννη. Επίσης πραγματοποιήθηκε 
ημερήσια εκδροµή στα αξιοθέατα του Σ{δνεῦ. 

Στις 14 Ιούλη αναχωρήσαµε για την πρωτεύουσα 
Καμπέρα και εγκατασταθήκαµε στο «απιρθιτα (οἱθαε 
οί Αἀάναπερὰ Εἀάμςαήοῃπ. Το απόγευµα ἔγινε η επίσηµη 
τελετή έναρξης. 


291η 
ΙΝΤΕΡΝΑΤΙΟΝΑΙ. 


ΜΑΤΗΕΜΙΑΤΙΦΟΑΙ. 
ΟΙΥΜΡΙΑΟ 
"ὔιΥ 9-24 


ζαπΏθια ν 


Στις 15 και 16 Ιούλη πραγµατοποιήθηκαν οι δύο δι- 
αγωνισμοί σε αίθουσες του κολεγίου. Η Ελληνική οµά- 
δα κατετάγει 27η σε 49 χώρες και ἔλαβε ένα (1) χάλκινο 
μετάλλιο και τρεις (3) επαίνους. Αξίζει να σημειωθεί ότι 
είχε τον μικρότερο μέσο όρο ηλικίας (16,25 ἔτη, εξ αιτί- 
αςτης µη συµµετοχής µαθητών απότην Γ΄ Δυκείου λό- 
γω των γενικών εξετάσεων.). Σαν επιτυχία της Ἑλληνι- 
κής Όμάδας πρέπει επίσης να θεωρηθεί ότι για πρώτη 
Φορά στα χρονικά των διεθνών Μαθηματικών Ολυμπιά- 
δων εκλέχθηκε άσκηση που πρότεινε η Ελλάδα για τον 
διαγωνισμό (του κ. Κοντογιάννη). 

Απόγις 17 ἕως 19 Ιούλη, ῃ διοργανώτρια χώρα ορ- 
γάνωσε εκδρομές, δραστηριότητες αθλητικού περιεχομέ- 
νου, μαθηματικό παιχνίδι κ.α. για τις αντιπροσωπείες. 
Στις 20 Ιούλη επισκεφθήκαµε την Ελληνική Πρεσβεία. 
Την ἴδια µέρα έγινε η τελετή λήξης και η απονομή µε- 
ταλίων από τον Πρωθυπουργό της Αυστραλίας κ. Ηα- 
Μα, καθώς και το αποχαιρετιστήριο δείπνο απὀ τον 
υπουργό παιδείας κ. Ὠανυκίης. 

Στις 2ἱ Ιούλη ἔληξε τυπικά η 29η Δ.Μ.Ο. 


Α. Οικονόμου 
μέλος της ελληνικής ομάδας 


24/1. 1 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


Θέματα 29ης Ολυμπιάδας 


1. 


ο] 


2 


ΠΡΩΤΗ ΜΕΡΑ 


Καμπέρα, 15 Ιουλίου 1988 


Στο ίδιο επίπεδο δίνονται δύο οµόκεντροι κύκλοι 
µε ακτίνες Ε και {(Ε Σχ). Έστω Ρ ἕνα σταθερό 
σηµείο στην περιφέρεια του μικρού κύκλου και Β 
ἕνα μεταβλητό σηµείο στην περιφξρεια του µεγά- 
λου κύκλου. Η ευθεία ΒΡ τέμνει την περιφέρεια του 
μεγάλου κύκλου και στο σηµείο Ο. Η κάθετος ευ- 
θεία { επί της ΒΡ στο Ρ τέμνει την περιφἔρεια του 
μικρού κύκλου και στο σηµείο Α (αν η ! είναι εφα- 
πτοµένη του κύκλου στο Ρ, τότε Α -- Β). 

(Ὦ Να βρεθεί το σύνολο τιµών του (ΒΟ)’ -ἕ- 
(0Α)΄ -- (ΑΒ). 

(1) Να βρεθεί ο γεωμµετρικός τόπος του μέσου 
του ΑΒ. 


.Ἑστω η θετικός ακέραιος και ἔστω Αι, Α., ..., 


ΑρηΦΙ υποσύνολα ενός συνόλου Β. Ὑποτίθεται 
ότι: 

(α) Κάθε Αι Εχει ακριβώς Ζη στοιχεία, 

(0) ΑΙΩΑΙ περιέχει µόνο ἕνα στοιχείο για κάθε 
. λα τις] 2η -- 1), και 

(ο) Κάθε στοιχείο του Β ανήκει σε τουλάχιστον 
δύο από τα σύνολα Αι. 

Για ποιες τιμές του η είναι δυνατόν να αντιστοιχή- 
σουµε σε κάθε στοιχείο του Β έναν από τους αριθ- 
μούς 0 και 1, ἐτσι ώστε, για κάθε σύνολο Αι υπάρ- 
χουν ακριβώς π στοιχεία του στα οποία αντιστοιχεί 


η τιµή 0; 


.Ἡ συνάρτηση { ορίζεται στο σύνολο των θετικών 


ακεραίων απὀ τις σχέσεις 
(10) Ξι, {(9)--5, (21) Ξ- {(1), 

ἔ(4π -- 1) Ξ οί(οπ -- 1) -- έ(π), 

{(4Ἠ {- 8) -- 3Η(2π 1) -- 2(π) 
για κάθε θετικό ακέραιο η. 

Να βρεθεί το πλήθος των θετικών ακεραίων π, 

µικροτέρων ή ίσων του 1988 για τους οποίους ισχύ- 
ει ((Π)  π. 


ΔΕΥΤΕΡΗ ΜΕΡΑ 
Καμπέρα, 16 Ιουλίου 1988 


:Ν αποδειχτεί ότι το σύνολο των πραγματικών 


αριθμών κ που ικανοποιούν την ανισότητα 


70 
κ 


κ 5 

α--- 

κεὶι κ---κ 4 

είναι ἔνωση διαστημάτων ξένων μεταξύ τους ανά 
δύο και το άθροισµα των µηκών των διασηµάτων 
αυτών εἶναι 1988. 


. ΑΡΒΟ είναι ἕνα τρίγωνο ορθογώνιο στο Α και ΑΏΌ 


είναι το ύψος του τριγώνου που ἀγεται από το Α. Η 
ευθεία που ορίζεται από τα κέντρα των εγγεγραμμέ- 
νων κύκλὼν τών τριγώνων ΑΒΏ και ΑΟΡΒ τέμνει 
τις πλευρές ΑΒ και ΑΟ στα σηµεία και Ι. αντί- 
στοιχα. Αν 9 και Τ, αντίστοιχα, συμβολίζουν τα 


εµβαδά των τριγώνων ΑΒΟ και ΑΒΙ., ν᾿ αποδειχτεί 
ότι5 2 2Τ. 

6. Αν α και Ὁ είναι θετικοί ακέραιοι αριθμοί τέτοιοι 
ώστε ο αριθµός αὖ -- 1 να διαιρεί τον α΄ -- δ', ν᾿ 


α 1 


αποδειχτεί ότι ο αριθµός είναι τέλειο τε- 


τράγωνο. αὐ τ1 


Η τελική βαθμολογία της 20ης Ι.Μ.Ο. 


Ε.Σ.Σ.Δ. (217), Ρουμανία (201), Λαϊκή Δημοκρατία 
της Κίνας (201), Λαϊκή Δημοκρατία της Γερμανίας 
(174), Λαϊκή Δημοκρατία του Βιετνάμ (166), Η.Π.Α. 
(153), Δαϊκή Δημοκρατία Γερμανίας (145), Βουλγαρία 
(144), Γαλλία (128), Καναδάς (124), Αγγλία (191), Τσε- 
χοσλοβακία (120), Σουηδία (115), Ισραήλ (115), Αυστρία 
(110), Ουγγαρία (109), Αυστραλία (100), Σινγκαπούρη 
(96), Γιουγκοσλαβία (92), Ιράν (86), Ολλανδία (85), Κο- 
ρὲα (79), ΒΕλγιο (76), Χόνγκ-Κόνγκ (68), Τυνησία (67), 
Κολομβία (66), Τουρκία (65), Ελλάδα (685), Φιλανδία 
(65), Δουξεμβούργο (64), Μαρόκο (62), Περού (55), Πο- 
λωνία (54), Νέα Ζηλανδία (47), ἱταλία (44), Αλγερία 
(45), Μεξικό (40), Βραζιλία (39), Ισλανδία (37), Κούβα 
(35), Ισπανία (94), Νορβηγία (33), Ιρλανδία (30), Φιλιπ- 
πίνες (29), Κουβεῖτ (23), Αργεντινή (23), Κύπρος (21), 
Ἱνδονησία (6), Εκουαντόρ (1), Σαμόα (0), Τόνγκο (0), 
Ταὔλάνδη (0), Ρεϊνιόν (0), Νέα Καληδονία (0), Ινδία (0), 
Γαλλική Πολυνησία (0), Φίτζι (0). 


Βαλκαν]κὸ 
Σχολείο 
0 στα Πάννενα 


Έγινε στα Γιάννενα το 1ο Βαλκανικό Μαθηματικών 
από 8 µέχρι 15 Αυγούστου 88. Σ᾽ αυτή τη πρώτη δι- 
οργάνωση που Εγινε µε πρωτοβουλία της Ε.Μ.Ε. ἔλαβαν 
µέρος η Ελλάδα, η Αλβανία, η Κύπρος και η Βουλγαρία. 
Δεν ήλθαν για διάφορους λόγους αν και είχαν προ- 
σκληθεί η Ρουμανία και η Γιουγκοσλαβία, ενώ η Τουρ- 
κία δεν είχε προσκληθεί (η Τουρκία δεν συμμετέχει και 
στις Βαλκανιάδες). Ἡ επόμενη συνάντηση για το 2ο 
Βαλκανικό Σχολείο θα γίνει στη Βουλγαρία. Το πρό- 
γραµµα είχε ως ακολούθως: (8 ΑυγΥ᾽ 88) µαθήµατα από 
τον Θ. Μπόλη και ]. Τόνωφ (9 ΑυΥ᾽ 88). Επίσκεψη στο 
Κάστρο και στο Σπήλαιο των Ιωαννίνων. Το απόγευμα: 
Μάθηµα απ᾿ τον Μ. Λαζάνωφ (10 ΑΟΥ᾽ 88), διαλέξεις 
από τον Δ. Κοντογιάννη και Γ. Ωραιόπουλο, και Κοσ- 
λίκωφ. (11 Αυγ) 88) εκδροµή στο Ζάλογγο, Καστροσυ- 
κιά, Πρέβεζα, ΄Αρτα (12 Αυγ᾽ 88), µαθήµατα από Δ. 
Μοντογιάννη, Δαζάνωφ και Τελίκι (13 Αυγ. ᾿868) µαθή- 
µατα από Τόνωφ, Μπόλη, Κοσλίκωφ. 

Στο τέλος των µαθηµάτων δόθηκαν µερικά κοινά θέ- 
µατα για επεξεργασία των οµάδων της κάθε χώρας χω- 
ρίς βαθμολογικό ενδιαφέρον. 


ΕΥΚΛΕΙΑΗΣΒ΄ 11/25 


ΘΕΜΑ 1 
Θεωρούμε συνάρτηση Ἐ που ικανοποιεί τη σχέση 


Εκ: ΓξΕίκ-1ξ ν2ε(α) 
ΊΝα αποδειχθεί ότι η { είναι περιοδική. 
(Αλβανία) 
ΘΕΜΑ 2 


Η διαγώνιος ΑΟ του τετραπλεύρου ΑΒΟΡ διχοτοµεί 

τη γωνία ΒΑΔ. Δίνεται ότι 
ΙΑΟΙ Ξ 2ΙΑΒΙ 

καιτο εμβαδό του τριγώνου ΑΒΟ είναι 95. Οι µεσοκάθε- 
τες των πλευρών Β6 και «Ώ τέµνουν τις ΑΏ και ΑΒ 
στο Ρ και Ο αντίστοιχα. Να βρεθεί το εμβαδό του τε- 
τραπλεύρου ΑΒΟΡ αν τα σηµεία Ρ, ( και 6 είναι συ- 
νευθειακά. 


(Βουλγαρία) 
ΘΕΜΑ 3 


Θεωρούμε κανονικό ν-γὠνο. Κάθε ευθύγραμμο τµήµα 
που ενώνει δυό κορυφές του ν-γώνου χρωματίζεται ἔτσι 
ώστε να µην υπάρχουν δυό τεμνόµενα τµήµατα µε το 
ίδιο χρώμα. Ποιός είναι ο ελάχιστος αριθµός χρωμάτων 
που θα χρειαστούν για τον παραπάνω χρωματισμό; 

(Βουλγαρία) 


ΘΕΜΑ 4 


Θα λέμε ότι ο φυσικός αριθµός η είναι «αναλύσιμος» 
αν υπάρχουν η ακέραιοι αριθμοί αγ, αρ,....., αμ τέτοιοι 
ώστε 

αι - αρ -Ε... Ἔ αι αιαρ... απ η 
Να βρείτε ακριβώς ποιοί φυσικοί αριθμοί εἶναι ανα- 


λύσιµοι. 
Χ. Ταμβάκης (Ελλάδα) 


ΘΕΜΑ 5 


Θεωρουμε κυρτό πολύεδρο αν και είναι κ το πληθος 
των κορυφών απ᾿ τις οποίες ξεκινούν ἶ ακμἒς και οἱ το 
πλήθος των εδρών µε ἰ ακμές. 

Να αποδειχθεί ότι για κάθε φυσικό αριθµό η ισχύει 


Σε 2η -- πὶ) Κὶ Ί- 2, ( 11) 6ι «4η 3 Ἱ. 
129 [98 


Δ. Κοντογιάννης (Ελλάδα) 


Απ᾽ την Ελληνική ομάδα συμμετείχαν οι µαθητές Α. 
Οικονόμου Β. Μουρούκος, Δι, Σταθόπουλος, Γ,. Μιχάϊ, 
Α. Ματέκοβιτς, Ε.Βλάμου, Δ. Μαυροϊδής, Α. Μπιλίρης, 
Ε. Τιάκας, Χ. Ανταµάρας. Ενώ επιτροπή διοργάνωσης 
του Ίου Βαλκανικού Σχολείου απ’ την Ελληνική Μαθη- 
µατική Εταιρεία ήσαν οι συνάδελφοι Θ. Μπόλης, ᾱ. 
Κοντογιάννης, Γ. Ωραιόπουλος, Β. Ζώτος, Β. Ντζιαχρή- 
στος και Γ. Τυρλής, ενώ βοήθησαν µε κάθετρόπο στην 
άρτια διεξαγωγή του Βαλκανικού Σχολείου στα Γιάννε- 
να οι Ν. Μαρούγκας, Γ. Μακρίδης, Η. Μπόλη και Ἱ. 
Μπαλτογιάννης. 


Σύντομη αναφορά στη διετία 1986-56 


ο Απότον Χ. Ταµβάκη - φοιτητή Μαθηματικού λάβαμε 
επιστολή µε θεμα: Παρατηρήσεις πάνω στη στήλη των 
Ολυμπιάδων της τελευταίας διετίας (Σεπ. 86 - Απρ. 
᾿88). Επισημάνσεις σημαντικἒς, τις οποίες επιγραµµατι- 
κά αναφέρουμε: 1) τ; (Οκτ. ᾿86) σελ. 9. Η άσκηση της 
Βουλγαρίας (µε το τετράεδρο αφορούσε Εξι σηµεία πά- 
νω στις Εξι ακμές ενός τετραέδρου και όχι τέσσερα ση- 
µεία και ζητούσε να αποδειχθεί ότι τα 6 σηµεία όπως 
ορίστηκαν ανήκουν σε σφαίρα. 2) τ; (Δεκ. 86) σελ. 80 
πρ. 5 (Αγγλία) αντί έ(9) Ξ Οπρεπει {{2) Ξ 0. 38) τι (Δεκ. 
86) σελ. δ2 στο θ: (Γ΄ Δυκείου) ἔπρεπε να Φαίνεται ότι 
η Ε είναι περιοδική µε περίοδο ἆ. 4) τι (Οµτ. ᾿87). Στο 
πρ. 3 η τελευταία ανισότητα θέλει «- και όχι. 5) Στο 
(απόδειξη) τι σελ. 247 ( 87-88). Το άθροισμα ἔπρεπε να 
υψωθεί σε σταθερό και όχι μεταβλητό εκθέτη και όχι να 
εντοπιστεί εκ των υστέρων το λάθος. ϐ) Στο ϐ: ομοίως 
υπάρχει τυπογραφικό λάθος στο ἁ(Α. Β). 7) Στο; σελ. 
23 (0: - '88) όπως είπαμε στην παρατήρηση 1 δηµιουρ- 
γεί προβλήματα στην απόδειξη και η απόδειξη γίνεται 
δυσνόητη. Επ᾽ ευκαιρία µία λύση πιο απλή θα ταν: 


ή Ἑς : 

απ] -- 95 απ] αη-Ι-α/Ξ-ς 
απ--] 

απ ἄπ-Ι --αἷ Ξ απαπ-ρ--απ-ιΞς 5 


5 απ-](απ--] Ἱ- απ1) απ(απ-ο "Ἔ ἄπ) 
τότε απι ΞΚαπ-αη-ι ΠΞδ 3,4 ὁόπου 
α᾿ {: β; Ές 
-α πο. β .. 
8) σελ, 24 στο ἴδιο τεύχος τα σχήµατα βρίσκονται σελά- 
θος θέσεις. 9) Στο τι (Φλ, ᾿88) σελ. 156-157 οι αποδείξεις 
του Ο: εἶναι επίπονες και βασίζονται στο ϐ. Βοἱς, (ἔξω 
απὀ το πνεύμα των Ολυμπιάδων), ενώ πιο εύκολα το 
Ρ(κ) Ξ κίχ - 1) (κ) -Ἑ κ) -- 1) όταν κεΕ(0,1) τότε 

κ’ κ; -1ε (1, 3) 


οπότε Ὑκεί(θ 1, Ρο) ὰ-- ο 


ο αι ται 


κ 


Φυσικά αυτό ισχύει και όταν κ έ (0, 1) γιατί τότε 
Ρ(κ) Ξ20 και τελειώνει εκεί. (10) Στο θέµα 2 στοτι (87, 
88) στις ασκήσεις Ολυμπιάδων η ισχύ της ΜΚ -- δοημΑ 
δεν αποδεικνύεται. 11) τι (Απρ. 88) Στη σελ. 208 τα θέ- 
µαταθ.,θι ἔχουν πιο απλές αποδείξεις απ᾿ τους µαθη- 
τές που τα πρότειναν. 12) Ομοίως σελ. 211-216 υπάρ- 
χουν τυπογραφικές αβλεψες. 

Αντίδοτο σ᾿ όλα αυτά θα "ταν περισσότερη προσοχή 
και τυπογραφική επιμέλεια. Εύχομαι να µην επαναλη- 
Φθούν παρόμοια σφάλματα που χαλάνε την γενικά καλή 
µορφή της στήλης, 

-- Αγαπητέ φίλε, αρκετά σηµαντικά αυτά που 
µας γράφεις. Η τυπογραφική αρτιότητα στην τε- 
λική µαθηµατική διαµόρφωση του περιοδικού 
περνάει µέσα από πολλές δυσχέρειες µια και το 
μαθητικό κείµενο παρουσιάζει επιπλέον Ιδιοµορ- 
φίες, ΄Οσον αφορά τις άλλες λύσεις που κάποιες 
Φορές δίνονται, αυτό γίνεται για την άλλη άποψη 
των φίλων της στήλης. Νοµίζουµε ότι θα συµφω- 
νήσουµε στο σηµείο του επίπονου τυπογραφικού 


ελέγχου. 


26/1. ἱ ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β’ 


Απομυθοποίηση 
των Ολυμπιάδων 


Τ. Λαμπρόπουλος - Αθήνα 


Φίλε μου, µαθητή της Α΄ Λυκείου. 

Έχεις αυτή τη στιγµή στα χέρια σου και ξεφυλλίζεις τον Ευ- 
κλείδη Β΄. Θα φτάσεις σε µια σελίδα και θα διαβάσεις; «Στή- 
λη των Ολυμπιάδων». Εάν έχεις ξαναδιαβάσει Ευκλεί- 
δη, τότε το πιο πιθανό είναι να συνεχίσεις να αλλάζεις σελίδες, 
Εάν όµως η επαφή σου µε το περιοδικό γίνεται για πρώτη φορά 
τότε ίσως προσπαθήσεις να διαβάσεις τη στήλη, Θα ενηµερω- 
Βείς για ασκήσεις που προτάθηκαν ή δόθηκαν σε ελληνικές ἡ 
διεθνείς Ολυμπιάδες που ἔχουν τη µορφή. 


1. Αν αξβΡβεΕΥγ-Ἔδ--εΞδ και 
α΄ -- β᾽ -- Υ΄ -- δ) -- εἰ Ξ 25 
να βρεθεί το διάστηµα που μεταβάλλεται το ε. 


2. Αν α Γβ᾽ΞΥΞ1Ι να βρεθείη μέγιστη και 
η ελάχιστη τιµή της παράστασης αβ -|- βγ {- γα. 


3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Ρ σηµείο στο εσωτε- 
ρικό του τριγώνου. Αν χ, ν, Ζ οι αποστάσεις 
του Ρ από τις πλευρές ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα, 
τότε να βρεθεί το ελάχιστο της παράστασης 


κ) -- νὶ -- σἷ, 
4 Αν κεν Γζσξκ) Εν Γ2Ξ1Ι τότνα 
δειχτεί ότι: 
1 1 1 


|). --πσα - προ - --Ἵαρρ 1 
) κ1989 νο 21989 


χ Εν σι 
είναι 


π) Αν επιπλέον ισχύει ότι 
τότε να δειχτεί ότι δυο από τους κ, ν, Ζ 
μηδέν. 


Πριν προσπαθήσεις να λύσεις τις ασκήσεις βέ- 
βαια είναι ότι θα διαβάσεις τη συνέχεια της στήλης 
ώστε να αντλήσεις κάποια πληροφορία για τη λύ- 
ση τους. Αυτά που θα διαβάσεις θα σου δώσουν 
την εντύπωση ότι είσαι ο πιο απληροφόρητος µα- 
θητής κοινώς τούβλο. Θα διαβάσεις πράµµατα και 
θάµµατα. Θα διαβάσεις για Θεώρημα Ροπιρθίι - 
Τρίγωνο Ροπιρεία και το σηµείο Τοτίοθῇ, για πηἰηἰ 
ευκλείδια επίπεδα τάξης ν - για δρόµους Ευῑετ και 
γραμμέστου Δράκου - για κιγκλίδες και κόµβους - 
για Θεώρημα ΠΗοϊϊν - κύκλο ΤιΙσΚοΓ - κύκλο ΒΤΟ- 
ςατα - για ανισότητες ἨΗο]άει, ΜΙπονυςι! - Τςς]ι- 
Ὀψε]οί. 

Εάν ἔχεις οικειότητα και θάρρος µετον καθηγη- 
τή σου και τον ρωτήσεις για αυτά που διάβασες τό- 


τε µε ἔκπληξη θα διαπιστώσεις ότι και αυτός δεν 
µπορεί να σου δώσει καμιά πληροφορία. Μην βια- 
στείς να βγάλεις λαθεµένα συμπεράσματα για τις 
γνώσεις του δασκάλου σου. Σε πληροφορώ ότι η 
συντριπτική πλειοψηφία των μαθηματικών ελάχι- 
στες γνώσεις ἔχει για τα πιο πάνω. Οι μαθηματικοί 
που ἔχουν ασχοληθεί και έχουν κάποια ειδίκευση 
και κάποια γνώση σε αυτά τα αντικείμενα είναι 
Ελάχιστοι. 

Εάν έχεις ακόµα τη διάθεση αλλά και την περι- 
ἔργεια ώστε να βρεις απάντηση στο ερώτημά σου 
«Γιατί δεν μπορώ να λύσω αυτού του είδους 
άσκηση» τότε ίσως διαβάσεις σε κάποιο άρθρο ότι 
για τη λύση αυτών των ασκήσεων χρειάζεται ταλέ- 
ντο και τότε θα απαγοητευθείς και θα θεωρήσεις 
τον εαυτό του ατάλαντο και ανίκανο να λύσει τὲ- 
τοιες ασκήσεις, 

Στο σηµείο αυτό θα ήθελα να δώσω µια απά- 
ντηση στη μαθήτρια που στον Πανελλήνιο δια- 
γωνισμµό της Ε.Μ.Ε. 1987 διατύπωσε το παραπο- 
νεμένο ερώτημα. 

«Γιατί δεν µπόρεσα να λύσω τις ασκήσεις; 
Μπορώ και εγώ να µάθω µαθηµατικά ή χρειάζεται 
ειδικό ταλέντο;». 

Πριν απαντήσω στο ερώτημα θα παραθέσω µια 
διαπίστωση. ΄Οταν για πρώτη Φορά προσπάθησα 
να λύσω το σταυρόλεξο κάποιου εντύπου διαπί- 
στωσα ότι µόνο λίγες λέξεις τοποθέτησα. Την επό- 
µενη φορά ασχολήθηκα µε τη λύση που είχε δοθεί 
και προσπάθησα να λύσω το προτεινόμενο. 

Αυτό συνέβη αρκετές φορές ἕως ότου ἔλυνα 
πλέον το σταυρόλεξο του εν λόγω εντύπου µε χα- 
ρακτηριστική ευκολία. Δοκίμασα τότε να λύσω το 
σταυρόλεξο άλλου εντύπου και όµως δεν τα κατά- 
φερα. Τι συνέβαινε; Απλώς είχα µπει στο πνεύμα 
του κατασκευαστή του σταυρολέξου του ενός εντύ- 
που και δεν είχα εναρµονιστεί µε τον κατασκευα- 
στή του άλλου. 

Επομένως για να λύσεις µια άσκηση δεν χρειά- 
ζεται ταλέντο. Χρειάζεται εμπειρία και διαρκής 
εξάσκηση. Το ταλέντο πολύ μικρό ρόλο παίζει. 
Ταλέντο χρειάζεται για πολύ ειδικές ασκήσεις, 

Θα σου ἔχει συμβεί το γεγονός ότι προσπαθώ- 
ντας να λύσεις µια άσκηση βγάζεις πολλά συµπε- 
ῥράσµατα εκτός από το ζητούμενο. Αν τώρα στην 
ίδια άσκηση ζητήσεις από τον κατασκευαστή της 
να σου αποδείξει ένα συμπέρασμα στο οποίο εσύ 
κατέληξες πιθανόν να µην τα καταφέρει. Αυτή εἴ- 
ναι η ομορφιά των μαθηματικών. ΄Ενα πρόβλημα, 
χωρίς να το θέλεις, ίσως σου δώσει τη διάθεση να 
αποκτήσεις πρωτοβουλία σκέψης. Αν σου προκα- 
λέσει την περιέργεια και θέσει σε ενέργεια τις 
εφευρετικές ικανότητές σου, που σίγουρα ἔχεις, 
ώστε να το λύσεις τότε θα δοκιµάσεις ενα αἴσθημα 
θριαµβευτικής χαράς και Εντασης, που προσφέρει 
µόνο η ανακάλυψη κάτι καινούργιου, 
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Μαι τώρα καιρός είναι να ασχοληθούμε, εσείς οι 
µαθητές της Α΄ Λυκείου και εγώ µε τη λύση των 
πιο πάνω προβλημάτων. Είμαι βέβαιος ότι στο τέ- 
λος του άρθρου θα διαπιστώσετε ότι δεν είναι και 
τόσο δύσκολες. 

Πριν όµως γίνει αυτό ας ανακεφαλαιώσουµε τις 
γνώσεις που ἔχουμε αποκτήσει και ας βγάλουμε 
διάφορα συμπεράσματα που ἔχουν επικεντρωθεί 
στην άσκηση που ακολουθεί. 


Ίνα αποδείξετε ότι: 
1) (αἴ -- αἲ) (κί -- κὲ) 3 (αικι -- α.κ,); 
2) ο(κἲ -- κὲ) 2 (κι Ἔ κι)” 


3) (αἱ Ί- αἲ - αἲ) (χί -- κὲ - κ) 2 
ΣΣ (αικι -- αἲκ; ἵ- αικι), 


4) 8(κὶ ἵ- κὲ -- κῇ) 22 (χι - κ; - κι)” 
κὶ -ἵ- κὲ -- κξ ο. 
38 νε 3 


ϐ) (αἱ -- αξ -- αἱ ... - αὖ) (κ! -Ἔ κὲ {- χὶ -... 
ν ο) 3 (αικι μ ιο) Ἔ αιχι Ἔνο, .. ανχν); 


5) 


7. ν(κί -- κὲ Ε... Ἔ κ) 2 (κι -ἕ κ)... Ἔ Χν)΄ 


1 1 . 
δ, κα] αι --α 22 δ΄ αια, ΕΕ-- 
αι 6) 
ὃς νὰ 1 
9. ἵ- τη Ἑπιίαι -α--α) 5 ὃ 
αι αρ αι ὁ 
σ΄ αι, αρ, αλ - Β. 
1 1 
10. αν ο πο (αι Ίἵ- α; -ἵ- αι -ἵ- 
αι σσ; [ο εἰ αν 
Ε.. Ἔαν) δν Ὑ αια..., αν ΕΒΙ 
Απόδειξη: 


Δεν νομίζω να αντιµετωπίσεις κανένα πρόβλη- 
μα στις πράξεις. Πιθανόν να δυσκολευτείς να πα- 
ρακολουθήσεις το δικό µου τρόπο απόδειξης. 
Μπορείς να ακολουθήσεις διαφορετικό τρόπο. Ε{- 
ναι άλλωστε ωραίο να εκφράζεσαι µε τον τρόπο 
που σε ικανοποιεί. Ας προχωρήσουμε τώρα στην 
απόδειξη. 


1. (αἲ ἠ- αξ) (χ! -- κὲ) (αιχι -- αμκ») 5 


5 αἰκὲ |- αἰκξ Ί- αλκὲ - αξκὲ 2 
ΣΣ αξχὲ -- αξχὲ -- 2αιαιχικ: «5 


9 αἰχὲ {| αἰχί -δαιαιχικ; 0 3 
ορ (αικ τς αοχι)” 30 


Η τελευταία ανισότητα ισχύει πάντα γιατί το 
πρώτο µέλος είναι αριθµός µῃ αρνητικός. ΄Αρα 
ισχύει και η αρχική πρόταση. 


Παρατηρούμε ότι η ισότητα ισχύει όταν: 
αιχ;-  αιχιΞξθ «3 αιχ)Ξξαλοχι µεαι"α.Ξθ «3 


αι»} α.Χι ΧΙ Χ2 
ὤ--. --ῆἐ- «ὪὉ --- π ---- 
αια; αια; αι αρ 


2. Αν θέσεις στην (1) αι.ξαιξξ]1 θα χεις: 


(1) -- 1) (κἰ - κ) χι 1 κο) 3 
5 ο(κἱ -- κἐ) 2 (κι -- κ.) 


Πιθανόν να µην σκεφθείς να θέσεις αιΞξασ2]. 
Δεν πειράζει. Μπορείς να αποδείξεις την ανισότη- 
τα όπως θέλεις. Ο πιο πιθανός δρόµος που θα 
ακολουθήσεις είναι ο πιο κάτω. 


2(Χ! -- χὴ) Ἄκι Γκι) 5 
5 2χῖ -- 2χὲ 2 κ -- χὶ -2χισ 9 
κ; -ἵ- κὲ --θκικι 30 -- 
9» (χι-- κ) 30 


που ισχύει για κάθε χι, Σ; Ε Ἡ. 


38. Εδώ ἔχουµε αρκετές πράξεις και πιθανόν να 
κάνεις λάθος, Για να σε διευκολύνω σου θυμίζω 
τον κανόνα. 

Για να υψώσουμε µια παράσταση στο τετράγω- 
νο παίρνουμε στην αρχή το άθροισμα όλων των 
όρων της παράστασης υψωμµένους στο τετράγὠνο 
και στη συνέχεια παίρνουμε το άθροισμα των δι- 
πλάσιων γινοµμένων όλων των όρων του ανά δυο 
λαμβανομένων µε όλους τους δυνατούς τρόπους, 
δηλαδή το διπλάσιο γινόμενο του πρώτου όρου µε 
όλους τους άλλους, το διπλάσιο γινόμενο του δεύ- 
τερου όρου µε όλους τους εποµένους του κ.ο.κ. 
΄Αρα θα χουμε: 

(αἱ -- αξ {- αἲ) (κἰ ή- κὲ - κ{) 3 
3 (αικι - α.κ. - αικι) 53 


(ἱ Ε κὲ - κὲ) -- αξ (κ -- κὲ -ἵ- κὲ) -- 
4 αἲ (κ - κξ Ε κ) 


«» αἱ 


». αἰκέ σι αξκ2 η αξκξ {Ἔ 2αι61ΧιΣ2 
4 2αιαιχιχι ἰ- 2α1α.Χ2Χν 5 
κάνε µόνος σου τις πράξεις και θα καταλήξεις... 
(αἰκξ Ἔ αξχ] πι 2αιαιχικ2) Ἔ 
Έ (αἲκξ ἠ- αξκί -- Φαιαικικε); - 
{ (αλκὲ - αἰχὲ - 2α1α1χ1κ) 30 3 


9-ρ (αικ: να αικι)” .. (αικι ο αικι); αἩ (αια: τρ αικ»); 30 
Η τελευταία ανισότητα ισχύει για κάθε 


αι, α., αἲ, Χι, Χ2, Χ1 Ε Μ. 
Επομένως ισχύει και η αρχική. 


Παρατηρείστε ότι: 
) Για να ισχύει η ισότητα πρέπει να ισχύουν 
συγχρόνως οι σχέσεις: 
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Χι Χ 
αιχ2 -- αιχιΞξθ αιχ2 αοκι σος κα: 
αι αρ 
θα Χ Χλ 
αιχ--αιχιξθ0 5 {(αιχ:ξαιχκι 3 
αι αι 
αἳ «τό Χ2 Χλ 
21 - αικ21Ξ0 α2Χ1Ξ αχ} Ξ 
α} αι 


χι αυ Χ 
--ς--τ--'με αιααι7 0 
αι α} αι: 


ἵ) (αἱ - αἲ -- αἲ) (κί Ε κὲ Εκ) - 
--(αικι ἵ- α1Σ} -ἵ αικν)΄ -- 


Ξ (αιχε Γ αμκι)΄ Έ (αιχι -- αικι)΄ -Ε (α.χ: - αικο)” 


που ονομάζεται ταυτότητα του ἶ ααταπαο. 


4) Ανθέσες αι-αιξαιΞξ] τότεθα χεις: 
(1) -ε τὸ -- 1) (αἱ - κὲ - κ)) (χι Έχε Γκ) Ὢ 


5 3(κί -- κὲ -- κ) (κι -- κ - κι) 


δ. Από αν ανισότητα 
8(κ{ -- κὲ - κ) κι σε κι) παίρνεις: 


3(κὶ 4 κ 1 κἰ) (κι Ε κ) {- κὶ) 

τες πωκαμ ὀκκστεες αἱ 
κί ἵ- κὲ {- κὲ -- 

Γι Ξ5 κκ η; 


6. ἩΗ εντύπωση που δίνει αυτό το ερώτημα είναι 
ότι πρέπει να ισχύει γιατί εἶναι γενίκευση των 
ερωτημάτων (1) και (3). Η ομορφιά όµως των µα- 
θηµατικών βρίσκεται στην αλήθεια. Για να δεχτείς 
κάτι πρέπει να το αποδείξεις, εκτός αν είναι τόσο 
προφανής η αλήθεια του ώστε να δεχτείς αξιωµα- 
τικά ότι ισχύει: 
Προφανές είναι ότι γιακάθε χε ισχύει: 


(αιχ -- βι); Ἔ (αικ -- β,)΄ Ἔ... Ἑίαικ -- βν); 30 5 


αἰχ᾽ -Ε βί -- 2αιβικ -- αλχ᾽ -- βί - δα1βικ -... 
4- αἰχ᾽ -- βν --2ανβνκ20 «5 


(αἰ -- αξ Ί-... ἵ- αὖ )κ)-- 2(αιβι -- α1β; -Ι-... - ανβν)κ 
΄ (βί -- β: “-... Ἔ βν) 30 

και αν θέσεις: 

αἲ - αξ «-... ΓανΞξΑ20 

αιβι  α1β) - ... Ἔ ἄνβν Ξ Β 

β{ --βὲ --.. οί.» Γ»0 τότεθα χεις: 

Ακ) - 2Εχ4-Γ20 γιακάθεχεΠ. 
Θα αναλύσουμε τώρα το τριώνυµο 
Αχ’΄ -- 2Εκ --Γ 

σε γινόμενο παραγόντων µε τον τρόπο που ἔμα- 
θες στο Γυμνάσιο. Θα χουμε: 


Ακ --2ΗΧΥΓ-- Ίμτεκήγχ]- 
σα ος 
Α Χ Α2 ... Α΄ -ὰ 
2 
ο ο, πι 
και επειδή Αχ -2Εχ4Γ20 Ὑχεβ τότε 
θα ΄ναι και 
Α/ πως Β΄ 
λα. 
Επειδή Α 20 τότεπαίρνουµε: 
Β} ΑΓ-- Β 
Ἄ φαν 
Β 


που σημαίνει ότι καιγια κ τ ἔχουμε: 


ΞΑ[[ς -2 


|» ϱ ΝχεΠμ. 


30 Νκςῃῇ. 


ΑΓ:- Β΄ 


το” 


(α “- αξ "- ... {- αν) (βΐ « β -- ... Ἔ βύ) 3 
ἜἜ(αιβι -Γ α1β; ΤΕ ανβν)’. 


Η ανισότητα αυτή ονομάζεται ανισότητα των 
(αμσςην -Φεμν/ατΖ (Κωσύ - Σβαρτς). 


Για να ισχύει η ισότητα: 
(αξ -ἰ- αξ --.. :Ε αξ) (β3 -- βὲ -- «Έ β) Ξ 
Ξ (αιβι Ί α1β; Έ ... Ἔ ανβν)΄ 
θα πρέπει προφανώς να ισχύουν 
αιχ--βΙΞ0 και ακ-βΞξθ και... 
και αχ  βνΞξθ 3 


δι 8ὲ.Β8.. -ν 
μσ 


ί 

Ι 
Ώ 
σ 

| 
-- 


7. Αν θέσεις αι Ξ α) Ξ αι 
παίρνεις: 
(1ἳ -- τὸ --- ., Ε 12) (κἲ - κέΕ... Ἔ κο) 
(1 1χι -- 1:χ, -...Ε 1.) 5 


5 ν(κὲ -- χὲ -- ... Ε χς) (χι -- κ: -- ... -- χν)” 


8. Επειδή οι αι, ᾳ) εἶναι θετικοί αριθμοί τότε: 


[αι] --αι και [ψαι)--α, οπότε ἔχουµε' 


ον 
ο πλμη αρ 


2 


1 
---ᾖ{(αι ο. α.) Ξ --- 


υνω, 


.[-τς να ας ναι] κ ας σα 


ΕΥΕΛΕΙΔΗΣΒ΄ τ1/29 


9. ΄Οµοια παίρνουμε: 
Ἱ. ή Ἱν 1 
1 .. 


ον  ] 
ἵνα ο μη 


ο νε ανν α να) - 


Ξ(1-ε1 1)’ -- 8] 
10. Μπορείς να το αποδείξεις µόνος σου. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ: 

) Για να λύσεις µια άσκηση που σου προτεί- 
νει ο Ευκλείδης ή Διαγωνισμός της Ε.Μ.Ε., 
μπορείς να χρησιμοποιήσεις την ανισότητα των 
(αωςΏν - ΘεμΏναγζ χωρίς απόδειξη. Εάν όµως πρό- 
κειται για άσκηση του σχολείου σου ή για άσκηση 
εξετάσεων τότε για να χρησιμοποιήσεις την πιο πά- 
νω ανισότητα πρέπει να την αποδείξεις. 

ἴ) Στην ανίσωση των Οαισην - ΘεΠιναΓΖ για να 
γίνει το δεύτερο μἔλος ίσο µε το πρώτο, πρέπει να 
προσθέσουμε στο δεύτερο μέλος µια θετική παρά- 
σταση. Η παράσταση αυτή είναι ένα άθροισµα τε- 
τραγώνων που το βρίσκουμε ως εξής: 

Θεωρούμε τις στήλες: 

αι [ου] ο ο ον 

βι βι ο 
παίρνουμε από τις ν αυτές στήλες τις 2 µε όλους 
τους δυνατούς τρόπους δηλαδή την 1η στήλη µε 
τη 2η ύστερα την Ίη στήλη µε την 8η, ..., την 1η 
στήλη µε την ν-ιοστή στήλη. ΄Επειτα συνδυάζουµε 
την 2η στήλη µε όλες τις επόμενές της, την 8η στή- 
λη µε όλες τις επόμενες της κ.ο.κ. ἕως ότου τελει- 
ώσουν όλοι οι δυνατοί συνδυασμοί. 

Οι στήλες και α; 

βι β; 
δίνουν το τετράγωνο (αιβ; -- αιβι)”. 
Οι στήλες ακ αλ 
β βι 
δίνουν το τετράγωνο. (ακβι -- αλβκ)”. 
Με αυτό τον τρόπο σχηµατίζουµε όλα τα τετρά- 


γωνα που είναι σνίν --1) το πλήθος, δηλαδή 
θα χουμε: 


(αἱ - αἲ 1 ... { αὖ) (βΐ - βὲ ... τ β) Ξ 


-- (αιβι .. α,β; -.. ανβν); 1 (αιβ; κέ α.βι); τ... 
{ (αιβν -- ανβι); -Ε (αβι -- αιβο)΄ - ... Ἔ 
{ (α1βν -- ανβι); “Ι- (αιβι - αιβι)΄ Ί- ... - 
΄- (αιβι -- ανβι)΄ «Ε ... Ἔ (αν 1βν - ανβν ι)᾽ 


Η ισότητα αυτή ονομάζεται ταυτότητα του [-α- 
ατ8ηαο και γράφεται σύντομα: 


ὃ αἱ Σ βὶ 


: τΣ (αιβι -- αιβι)΄ 


1 
ἰσ] 


ν 


Σ, αιβι 


ΚΑΙΡΟΣ ΕΙΝΑΙ ΠΛΕΟΝ ΝΑ ΑΣΧΟΛΗΘΟΥΜΕ 
ΜΕ ΤΙΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
ΠΟΥ ΠΡΟΤΑΘΗΚΑΝ ΣΤΗΝ ΑΡΧΗ 


1. ΄Εχουμε αποδείξει ότι: 


4(α) Γβ 4 Υ Γδ)Ῥ(α.βγ δ 
Από τις υποθέσεις 
α-β--γ-γδ-ε-δ και α β΄ γ΄ --δΕεὶ- 25 
παίρνουμε τις ισοδύναμες σχέσεις 
α-β{γ1{γδςδ-ε και αἱ β) -- γ΄ --δ---25 -- εἰ 
µε αντικατάσταση αυτών στην (1) ἔχουµε: 


4(25 - εἰ) 2/6 - ε) 5 100 -- 4ε’ 2525 3 ε) {- Ίθε 5 
δε) .Ίθε-Ίδς«0  εἰ-δε-]ῖδςο «5 
εἰ -δε-θδε-ῖδςκο 5 ε(ε-θ)-δ(ε-δ5)20 5 


(εὐδ(ε-δᾶςο (1) 


Ἡ ανισότητα (1) σηµαίνει ότι οι αριθμοί ε {5 και 
ε-- 3 εἶναι ετερόσηµοι ή ἕνας τουλάχιστον μηδέν, δη- 


λαδή ἔχουμε: 
ε.Γδ0 εξσςθ 
και ή και 
ε-δςο ε-δ»ῦθ 


Το σύστηµα των ανισοτήτων ε-θδἍθκαιε-δᾶςθ 
δίει ε»-5δ κα εςκᾶὃδ 35 -δςεςδῦ 


Το σύστημα των ανισοτήτων ε-δαεθκαιε-3β20 
δίνει ες -- δ και εΞ2 3 που είναι αδύνατο γιατί 
δεν µπορεί ένας αριθµός να εἶναι ταυτόχρονα µικρότε- 
ρος του -- 5 και μεγαλύτερος του 3. 

Επομένως ο πραγματικός αριθµός ε παίρνει τιµές στο 
διάστηµα {[-- 5, 8]. 


2. Από υπόθεση ἔχουμε αἱ {- β; Υ.- 1 οπότε 
µε εφαρμογή της ανισότητας των 6αισῃν - Θ6ΠΜΙΑΓΖ 
παίρνουμε: 

(α” ἠ- β’ 4- Υ’) (β’ ΕΥ’ { αἲ) 32(αβ -Ε βΥ { γα) 3 

- 1:12 (αβ 4- βγ 1 γα) 5 


5 13 ν (αβ - βγ γα 3 


«» 1-2 |αβ -- βγ Ἔ γαι, 3 
-1«ςαβ-βγή-γας]1 


3. Αν ενωθεί το Ρ µετις κορυφἒς Α, Β, Γ σχηµατίζο- 
νται τα τρίγωνα ΡΑΒ, ΡΒΓ, ΡΓΑ. Γνωρίζουμε ότι το 
άθροισμα των εμβαδών αυτών των τριγώνων δίνει το 
εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ που είναι σταθερό και ας το 
ονομµάσουμε Ε. 


80/1.1 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β’ 


Επομένως θα ᾿χουμε: 
Ε(ΡΑΒ) Γ Ε(ΡΒΓ) Ι- Ε(ΡΑΠΞΕ 35 


1 ] 
Γ ΑΒ :ΡΔ4ΒΓ "ΡΕ ΓΑ:ΡΖΞΕ 5 
9 ο κτλ -ε 9 
2 2 2 
5 αχ Γβν ΓΥγζΞΣ2Ε 
Α 


5 Γ 


Τα µέτρα α,β,Υγ των πλευρών ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ του 
τριγώνου ΑΒΙ είναι σταθερά. Επομένως θα ναι σταθε- 
ρό και το άθροισμα: 

αἱ Γβ; ΕγΞξςε (σταθερός αριθµός) 
Εφαρµόζουµε την ανίσωση των (6αμςὴν - Θεῃψατζ και 
παίρνουμε: 


(αὖ -- β; -- Υ”) (κ) - ν΄ - ε2) (ακ - βν -Υ) 5 
ο 2 μα ια 
» ο να) ο κ". εν τει]. 
ς 


΄Αρα η ελάχιστη τιµή που µπορεί η παράσταση 


2Ε 1: 
κ; - ν΄ {- αἱ είναι με] και αυτό συμβαίνει όταν 
ς 


για το σηµείο Ρ ισχύει: 


4. Γνωρίζουμε ότι: 
(α 1 β) Ξ α᾿ -Γ 8αβ -- 3αβ’ Γβ᾽ ἡ 
(α -- β)) Ξ αἱ «Ε β) - 3αβία {{- β) που είναι πιο εὖ- 
χρηστη µορφή. 
Για να βρούμε το ανάπτυγμα του κύβου, 
(κ ν -- 2)᾽ 
θέτουµε χ-να και 2Ξβ οπότεθα ᾿χουμε: 


(«Ἐν ξ[α ενα] ξ(α--βΞ 
Ξ α) Εβ᾽ “δαβία - β)Ξ 
(κ ν)) Ε 2) -- Δ(κ Εν) [κ ν) 2] - 
κ΄ - ν᾿ -- Αχν(κ -- ν) -- σ) -- ἃ(κ Εν) σί(κν -- 5) -- 
κ) να) Εδίκν)[κν -- εκ Ἐν -]-- 
κ Ἐν -- σ' -- ἃ(κ -- ν) (Χν Ἔ σκ -- Ζν -- Ζ)) Ξ 
κ᾿ -- ν᾿ -- 2) -- ἃ(κ -- ν[κ(ν -- 2) - 2(ν -- 2)]-- 


κ) εν -- 2) -Ε 8(κ -Ἑ ν) (ν -- 2) (κ -- 2) 
Επομένως; 
(α -- β -- Υ)΄ Ξ- α) -- β' «-Υ᾿ « ἃί(α -Ε β) (β ΕΥ) (Υ «ε α) 


Για τη λύση της άσκησης ἔχουμε: 


(κ -ν--ζΞ-1 


) [χτεν εΖΞξΙ] 
κ Εν 2 Ξ1 


κ Ἐν «-σὶ-λ 


ος 
5» 


κ εν σι 


1-ὃ(κ Εν) (ν - 22) -ι 3 
5 Ἀ(χν)(ν-2)(κ)Ξ0 


που σηµαίνει ότι δυο τουλάχιστον απότους κ,ν,ζ εἷ- 
ναι αντίθετοι, δηλαδή ισχύει: 
τν ἡ ντ-σ η ᾱ----κ, 
΄Εστω ότι ισχύει χξ--νψ. Τότεθα Ἴχουμε 
χἜυι-σςι 5 (-ν) Έν -σξι 5 σξΙ1 
και ακόµα 


ο ες με βοος ντ. 
χ18ρ πιο, 21350 (-- νο υσ 119895 
1 1 ἱ 


Ξ----μς Ἔ τος Ξἶ 
νο νι ν) 1 


. 


όμοια εργαζόµαστεεαν νξ -ζ ἡ 2ξ--κ. 


Π) Από τις ισότητες κ«ν{σςκν) Εν) Εσ- 
συμπεραίνουµεότι χξ-ν ή νξ-ζ ἡή ζξ-κ. 
Ακόμα παίρνουμε: 

χ Εν ἕΣξι 5 (κ τν 2751 5” 

κ; {- ν΄ - σ: - δ(κν Ἐν; --Ζχ)Ξ 1 
και επειδή χ) “ν΄ Γ2ξ1 τότεθα χουμε: 
1 -- δ(Χν - νζ -- Ζκ)ξ-Ι 5 δ(κν νσ-ᾖ-σκ)Ξξθ0 5 
χν Ἔνσ Γσζκξθ 

Αν κςξ--ν τότε ἔχουµε: 


-νψ τν Ἐν 2τ(-ν-ο 5 -ψν Ένσ-2ο 5 
--νΞ0 5 νξ0 νο τη 


Επομένωςαν κξ--ν 35 ντκο. 
΄ὍΟµοια βρίσκουµεότι νΞ2ΖςΞθ όταν νυς--2 
Καὶ κΞΖΞΟ όταν ζἆςξ -κ. 


Επομένως από τις ιδιότητες 
κχεν Γζξχ Ἐν Γσςκὶ Γν ΓσΞι 
συνεπάγεται ότι δύο από τους κχ,υ,ζ εἶναι μηδέν. 


ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΓΙΑ ΛΥΣΗ 


1. Αν κι, χΧ., Χ:, Χ Έ Ἡ να δειχτεί ότι: 
κἰ { κ - κὲ - κὲ 2 (κι - κ.) (Χι Ί- κι) 


ὙΥπόδειξη: 
ἢ απόδειξε ότι (α--β) Ἔ4αβ Να,βεΠ. 
Ἱ) ισχύει 
4(κἰ -- κὲ - κὲ Ε κὶ) (χι Έ κι Ἔ κι χε) Ξ 


[ία - Χ2) - (κι -ἕ κι) |” 3 Δ(Χι -ἵ- κ.) (κι - κι)... 


2. Αν αξνζτδ, ΒΞΧΖΤΟ, ΥΞκν Γδ και 
χυ |-νσ ΖΧΞξ 1 µε χ,ν,ζ ΕΒ; να δειχτεί ότι’ 


να.νβςνγςάνᾶ 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣΒ΄ 1/31 


Ὑπόδειξη: 
«[(νο) «(νβ) α(νν)]Σ (να ιν δε ντ)’ - 
(να -- νΡ-- νΥ) « 8(α-- β-Ε γ) 


Αντικατέστησετα α,β,Υγ, οπότε... 


8. Αν κ Ἐν -2Ξ4, να βρεθείη µέγιστη τιµή 
που µπορεί να πάρει η παράσταση Π-οκ τν --27. 


Υπόδειξη: 
3’ -- 1) -- 2) (κ) -- ν΄ 2322 (2κ-- ν- 22) - 
9.4 (κ Εν 22) 53 ὃκ«ντρσς6 


4. Αν χ΄ -- ν΄ -Ε 4σ' - 28, να βρεθεί η µἔγιστη 
τιµή που µπορεί να πάρει η παράσταση 
Π -- ὃκ -- 4ν -- 87. 
Για ποιες τιμές των Χ,ν,Ζ συμβαίνει αυτό; 


Ὑπόδειξη: 
κ --ον) 45-28 ο» κ) (νον)]-28 οπότε 
[2 -- (--2 2)“ ή][ό ος (ν2ν)]2 
2[οχ 25: νὸν--4-22]:... 


Τη µέγιστη τιµή την παίρνει όταν: 


και από 
κ΄ -2ν΄ - στ Ξ 28 - Ίχ2Ξ 286 -υ ΙχΙΞ27 95 χΞ2 


5. Αν α,β, γιδεβ να δειχτούν οι ανισότητες 
ἢ (α--β -Υ) (αβ -- βΥ Γ Υα) 3 9αβγ 
ἤ) αβία Ί- β) «- αγία " Υ) -- βΥ(β -- Υ) 3 6αβγ 
 -ᾱξ ΜΝΗΜΗΣ κος νε 
ου αρ. ατχγηο 
16 
ὑπ ου 
β4Υγ4δ΄᾽ αξβΕΥ-δ 


11) 


Ὑπόδειξη: 
ἳ Έχουμε ισοδύναμα: 
.. 
ο ακρη 
αβγ 


. 
η 
Π) Διαιρούµμεµε σαβγ»0 και παίρνουμε: 
ατἜ ατ η” 
ο ώμος, 
Υ β α 


1 Γ 
ο 4 9» 
α 


1 1 
α.ΡΥΣ α ὡς |. που ισχύει γιατί, 


6 Ὁ 


β -- β -- β - 
αΓβΤΥ αἲβτγ  αἲΡΤΈΥ 
γ β α 
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«προ τρΈτ]οή 


π) ΄Ἔχουμε: 
δ(α1β-Γ στ ασττττη 
ώ : α.δτν αἲρτιδ 
1 1 
στο ο -- -- --------ιτ 2 5 
ος σττττ] . 


[ία -- β -- Υ) -- (α4-β-- 6) Ε(α”-γ--δ)3(β4Υ-6) 


1 1 . 
--.. ἴ α-β--δ «ρα 


1 τε 
δς Αν νεος κο καουὐζρςσςΕ παηήπαά 
κ πα κ 


να δειχτεί ότι χν -- ν7 Ί- 2κ 3 3χν7. 
Ὑπόδειξη: 


1 1 1 
ανν] 95 
Ἐν οττο ν 


ημας 11 
π η 28... 
Χ ν Ζ 


7. Αν χ,ιν,2ΕΠΒΙ και ακν νζ Γ ΟΧΞ ΊΙ2 να 
βρεθεί το ελάχιστο της παράστασης 
χἝυτα, 
ὙΥπόδειξη: 
(κ) ν΄ -- 23) (ν΄ -- 7’ - χ)) 2 (Χν -- ν7 - σχ) 3 


37/1. 1 ΕΥΝΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


οὐ Εν «σι 5 κ εν Γαλ]. 
Είναι όµως 
(κ να σ)) ς κὶ ν΄ -- 2)  2(κν - νζ -- σκ) 2 
3194219 5 
(κ ν-2286 Ὁ κεντζ26 


8δ. Αν κν Ἔνζστσκςκνσζ-ο και 
κὶν) -- ν)2) -Ε αἶχὸ -- κνὴσ) 
να δειχτεί ότι: 
) (κ ν)(ν -- 2) (ζ-- κ)Ξ0 
π) τουλάχιστον ένας απότους Χ,ψ,ζ εἶναι ίσος µε 
τη µονάδα. 


Ὑπόδειξη: 


ὃ (αν - ν2 - 2κ)  (χν2) 9 
κὶν᾿ -Ε ν2) -- ζ)κ) -- Δ(κν -Ε νε) (νή -- σκ) (εκ -- κν) Ξ- 
Ξ κ) ζ᾽ 3 Ἀχνσ(χκν)(ν 2) (κ) Ξ0 


/ 


ἵἹ Από) χςΈ-ν ήνξ-σ ἡ 2ξ-κ 
ἔσωκςτ-νε -νν τν σσ (-νξ-νν 25 
“νυν ος. ντ 251 
9 Αν (α-β--γ)- αἱ -- β) -- γ΄ να δειχτεί ότι: 
) αἲθο -- β1595 - γΙ390 -- (α -- β - 

[) (α -- β -- Υγ)] -- αἲ] ες β2 «1 «γι κΕΝ 
Ὑπόδειξη: 


Ανάπτυξε την παράσταση (α-Ε β ΕΥ) και δείξε 
ότι δυο τουλάχιστον απότους α, β,Υ είναι αντίθετοι, 


10. ἨἎα γίνει γινόμενο η παράσταση 
Πζ8(κ1{ν 2) -(κν) (νε 2) -(- κ) 


Ὑπόδειξη: 
δίχ εν -- 2) Ξ2(χ-ν-- 2) (κ -- ον -- 25). Ξ- 
Ξ[(κή-ν) (1-2) (ασ κ)}] 


Να λυθούν οι ασκήσεις: 


1. Αν δυο απότους πραγματικούς αριθμούς α,β, Υ 
δεν είναι ϐ, να δείξετε ότι: 
αξ . β γ 3 
β’ Ε γ γ -- αἱ 


ως Σα 
α.--β ο 


2. Αν αι,α.,αῖ,..., ἄν ΕΕ να δειχτεί ότι: 
αἱ -ἵ- αἲ -- αἲ {-... Ἔ αὖ ὰ 
Ἔαιαι -- α.αι - ...  αν-]αν  αναι 


8. Αν χ,ιν,ζ20, κἲν ζξα να βρεθεί το 
ελάχιστο της παράστασης 
1 1 1 
ο ο. απο σοι 
ας δν. 


4. Αν α΄ Γβ); ΕΥ «1 να δειχτεί ότι: 


κ ν΄ σ } 
ο ο ο παν τα 
α Ρο ΔΝ 


5, Αν α,β,Υ-20 να δειχτεί ότι: 
απ α ο κα 
ατ-β βΤΓΥ γτΤα 

Πότε ισχύει η ισότητα; 


Σίατβ-τ γ) 


6. Αν α,βιγε Β- να δειχτεί ότι’ 


1 1 κ. 1 
αἲ-β  βΑβΞΥ γγαζ 2 αξβΈγ 


7. Αν α,β.γεΕ Ν΄ να δειχτεί ότι: 
αβ--βγ-γαατβ-τ{νγ 
πὀτε ισχύει η ισότητα; 


δ. Αν α-βΕγ3ΎΓδθ0 να δειχτεί ότι: 
α ἠ- β) -- γ -Ε δ) -- Δ(αβγ -- αβδ -- αγδ - βΥΘ) 


9 Αν α,β,γ εἶναι µέτρα πλευρών τριγώνου ΑΒΓ 
να δειχτεί ότι ισχύει: 


υ ρα ο αβΦΥ 
ο Τρ 


Ἱ). Αν ισχύει η ισότητα να δειχτεί ότι το τρίγωνο είναι 


ισόπλευρο. 


10. Αν αξβΥ2δ-ε-ζΞθΟ και 

αἱ Γβ)ΓΥ δε «Ὁξο 
να δειχτεί ότι: 
(αβ)(βΤΥ Υατί(δΓείετο(ςΤδΞο 
11. Ίνα λυθεί το σύστηµα 

θ[ικ «δαν - δν 2].-- 

[ο] τε ν--τ)]1-- [εν--) εκ κθ]-- 

-[αεθτῳ- 2']Ξο 


Φίλε µαθητή της Α΄ Λυκείου 

Ἡ στήλη αυτή απευθύνεται σε σένα. Περιμένουμε 
γράµµα σου µε κρίσεις για τη στήλη, υποδείξεις και 
προτάσεις για βελτίωσή της και µε λυµένες ασκήσεις 
απὀ αυτές που σου προτάθηκαν. Μην διστάζεις, ότι µας 
γράψεις θα είναι ευπρόσδεκτο. Αλλωστε η καλόπιστη 
κριτική βοηθάει στη βελτίωση της στήλης. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣΒ΄ τ.]/ 88 


Πανελλήνιος Μαθητικός διαγωνισμός 
στα Μαθηματικά 7 Νοε. 87 


ΘΕΜΑΤΑ Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 


ΘΕΜΑ Ίο: Δίνεται το πολυώνυμο Φφίχ)Ξξοχ- 1 
ἲ) Να λυθεί η εξίσωση 


φ(0) - φί-- 1) - φί1) - φί- κ) Ξξκ. 


π) Να υπολογιστεί ο αριθµός λ όταν είναι γνωστό 
ότι 
1 λ λ 
λφί--Ἱ- π-.]Ξ3ἳ---, 
9| 2 | 2] 2 | νο 


ΘΕΜΑ 2ο: Σ᾽ ἕνα τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ -- ΑΓ, φέρ- 
νουµε το ύψος ΓΔ και επί της ΓΑ παίρνουμε σηµείο Ε 
Ετσι ώστε ΓΕ. α ΓΔ. Φέρνουμε και το ευθύγραμμο τµή- 
μα ΔΕ. Αν Α .. 50”, να υπολογιστούν οι γωνίες Δ;, 
Δι, Γι, Γ., Ει, Ει και Β (Βλ. σχήμα) 

Α 


Δ 


ο σα, 


ΘΕΜΑ 3ο:(α)Αν αξ ψά- νΤδ 
και βΞ νό-- ν10, 


να υπολογίσετε τη διαφορά α΄ -- β'. Τι παρατηρείτε; 

(β) Αν α, β είναι πραγματικοί αριθμοί µε αγ β 
και α(β’ «Ε 1) -- βία; -- 1), να υπολογίσετε το γινό- 
µενο α-β. 


ΘΕΜΑ 4ο: Από τις παρακάτω τέσσερες προτάσεις 
µία είναι ψευδής και οι υπόλοιπες είναι αληθείς. 

(1) Ο Ανιώνης είναι μεγαλύτερος απὀ τον Βασίλη. 

(2) Ο Βασίλης είναι μεγαλύτερος από τη Γεωργία. 

(3) Η Γεωργία είναι µεγαλύτερη από τον Αντώνη. 

(4) Ἡ ηλικία του Βασίλη προστιθέµενη στην ηλικία 
της Γεωργία ισούται µε το διπλάσιο της ηλικίας του 
Αντώνη. 


(α) Να βρείτε ποια είναι η ψευδής πρόταση. 
(β) Ποιος είναι ο μικρότερος και ποιος ο μεγαλύ- 
τερος, 


ΔΥΣΕΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΕςΣΝ 
ΓΙ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 


ΘΕΜΑ 1Ιο:ῦ κΞ-- 4/3, ἢ λ- -25 


ΘΕΜΑ 2ο: Δι --70, δις 205, Γι 25, 
[,-- 4ο», Εν Εις 110 ΕΞ όδ 


ΘΕΜΑ Άο:(α) α΄ - βΞ-6, αξ - β. 


(ϐ) αβΞ 1. 


ΘΕΜΑ 4ο: (α) ΄Εστω Α, Β και Γ οι ηλικίες του 
Αντώνη, Βασίλη και Γεωργίας αντίστοιχα. Αν υποθέ- 
σουµε ότι η πρόταση (1) είναι ψευδής (δηλ. Α ς ΕΒ), 
τότε οἱ υπόλοιπες εἶναι αληθείς, δηλ. 

Β2ΕΓ, Γ24Α και ΒΕΓΞΖΑ. 
Από Β ΣΓ και ΓΣΑ βλέπουμε ότι 
ΒΕΓΣΑΓΓ22Α 
που αντίκειται στην πρόταση (3). Με όμοιο τρόπο α- 
ποδεικνύεται ότι οι προτάσεις (3) και (4) είναι αληθείς. 
΄Αρα η (2) είναι ψευδής. 

(β) Από {ο µέρος (α) έχουμε Γ2Α32Β, δηλαδή 

μικρότερος είναι ο Βασίλης και µεγαλύτερη η Γεωργία. 


δηλ. 


ΘΕΜΑΤΑ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


ΘΕΜΑ Ίο: Τα µέτρα των πλευρών α, β, Υ ενός 
τριγώνου ΑΒΓ ικανοποιούν τη σχέση 


απο ο Έντα, 
Υ α β 
Να βρεθεί το είδος του τριγώνου ΛΒΓ, δηλ. είναι το 
τρίγωνο ορθογώνιο, ισόπλευρο κ.λπ.; 


ΘΕΜΑ 2ο: Δίνονται τέσσερεις αριθμοί κι, κε, νι Χά 
μεγαλύτεροι ή ίσοι του μηδενός και μικρότεροι από τη 
µονάδα. 

Ν᾿ αποδθείξετε ότι δύο τουλάχιστον απ᾿ αυτούς έχουν 
απόλυτη τιµή της διαφοράς μικρότερη από το 1/93. 


ΘΕΜΑ 3ο: Δίνεται ἕνα τετράπλευρο ΑΒΓΔ και ένα 
σηµείο Ρ στο επίπεδο του τετραπλεύρου. Αν (ΑΒ) --α, 
(ΒΓ) - β, (Γ8) Ξ- Υ, (ΔΑ) Ξ δ, (ΡΑ) Ξ κι, (ΡΒ) Ξ Σ., 
(ΡΓ) -- κι, (ΡΔ) -- κε, ν᾿ αποδείξετε ότι 
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αίκι . κ) Ἕ βίκ; Ἔ κι) Ἔ γκι Ἔ χα) .. 
Έ δίχ. Ἔ κι) 2 α΄ Ε β) ΕΥ’ Γ δ. 


ΘΕΜΑ 4ο: Δύο διαφορετικά σηµεία Κ και Λ του επι- 
πέδου θα λέγονται γειτονικά αν η απόστασή τους ΚΛ 
είναι μικρότερη ή ίση του ενός εκατοστού του μέτρου. 
Ίνα δείξετε ότι τέσσερα σηµεία του επιπέδου που είναι 
τέτοια ώστε, καθένα απ᾿ αυτά να εἶναι γειτονικό µε 
δύό τουλάχιστον απὀ τα υπόλοιπα τρία, περιέχονται 
σε κυκλικό δίσκο µε ακτίνα ένα εκατοστό του μέτρου. 


ΛΥΣΕΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ 
Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


ΘΕΜΑ 1ο: Η σχέση είναι ισοδύναμη µε 
(α- βίβ- ΥὴΥ-αΞο0 


και έτσι το τρίγωνο είναι ισοσκελές. 


ΘΕΜΑ 2ο: Πρώτη απόδειξη: Τουλάχιστον δύο από 
τους 4 αριθμούς θα πρέπει να βρίσκονται σ᾿ ένα από 
τα διαστήματα {[0, 1/3), [1/3, 2/3), [2/3, 1) και άρα η 
απόστασή τους θᾳ είναι «1/3. 

Δεύτερη απόδειξη: ΄Ἑστω ότι το συμπέρασμα δεν 
ισχύει. Χωρίς βλάβη της Υγενικότητας μπορούμε να 
υποθέσουμε τι 


ΟςχιζΣχολσλισχι «1 


και άρα 
κ; -κι3 1/3, κ: - κ; 21/3, κ, -- κι 22 1/3 


και προσθέτοντας ἔχουμε Χε-- χι 1. ΄Ατοπο! 


ΘΕΜΑ 8ο: χι Γ»2α,χ Γκι ὸ2β, κι ΓΧι δΥ, 
χι Ἔ χι 2δ (ανισότητα τριγώνου). Πολλαπλασιάζου- 
µε την πρώτη µε α, την δεύτερη µε β, την τρίτη µε Υ, 
την τέταρτη µε δ και προσθέτουμε. 


ΘΕΜΑ 4ο: ΄Εστω Α, Β, Γ, ὢ τα 4 διαφορετικά ση- 
µεία του επιπέδου. Αν ἕνα απ᾿ αυτά, π.χ. το Α είναι 
γειτονικό µε όλα τα υπόλοιπα, τότε ο κύκλος µε κέ- 
ντρο το Α και ακτίνα 1 θα περιέχει και τα τέσσερα 
σηµεία. ΄Ἐστω ότι το καθένα από τα σηµεία έχει ακρι- 
βώς δύο γειτονικα, π.χ. Α γεπονικό Β και Γ, Δ γειτο- 
νικό µε Β και Γ, τότε το µέσο του ΑΦ µπορεί να λη- 
Φθεί ως το κέντρο του ζητούµενου κύκλου (ανισότητα 
τριγώνου, ανισότητα διαμέσου). 


ΘΕΜΑΤΑ 86 ΛΥΚΕΙΟΥ 


ΘΕΜΑ Ίο: Να βρεθούν οι πραγματικές λύσεις (ρί- 
ζες της εξίσωσης: 


2χ) Ένχ.  Γδςχ'- 5 


ΘΕΜΑ 2ο: Να βρεθεί η γενικότερη µορφή δευτερο- 
βάθµιου πολυωνύµου ΠΠ(Χ) µε συντελεστές ρητούς αριθ- 
μούς που ἔχει την εξής ιδιότητα: ΄Όταν το κ εἶναι α- 
κέραιος αριθµός τότε και το ΠΠ(κ) είναι ακέραιος αρι- 
θµός. 


ΘΕΜΑ 8ο: Ν᾽ αποδειχτεί ότι αν σ᾿ ένα τρίγωνο 
ΑΒΓ µε πλευρές α, β, Υ ισχύει η σχέση 
αβ΄συνΑ -- βγσυνβ -- γα΄συν!, 
τότε το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο. 
ΘΕΜΑ 4ο: Μία ευθεία ε περνά το βαρύκεντρο Θ 


ενός τριγώνου ΑΒΙ και τέμνει τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα 
σηµεία Δ, Ε αντίστοιχα. Ν᾿ αποδείξετε ότι 


ΔΒ , ΕΓ 


.. -- 
ΔΑ  ΕΑ 
έχει την ἴδια τιµή για όλες τις δυνατές θέσεις της ευ- 
θείας ε. 
(Το βαρύκεντρο είναι το σηµείο τοµής των διαμέ- 
σων). 


ΛΥΣΕΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤ{(ΟΝ 
Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


ΘΕΜΑ 1ο: Η εξίσωση είνα ισοδύναμη µε 
1 1 
[ντος] μα] 
και άρα αρκεί να λύσουμε τις δυο εξισώσεις 


1 1 
νε τδεσ-4 μ-δ] 
δη. νψχ Εδξχ- 1, νχ Έδςξ -- κ 


Ἡ δεύτερη δεν έχει πραγματικές ρίζες και η πρώτη ἔ- 
χει τις ρίες κ 2. 


ΘΕΜΑ 2ο: Έστω Π(κ) Ξ ακ2 {- βκ -- Υ, 
κΞΠ(Ο)Ξγ6ε2 λξΞξΠΠ)ξαΓβτνυγεΖ 


μξπ]α-βτευγςζ. 


ο ο μο- 


κιλιμεζ 
Είναι εὐκολο ν᾿ αποδειχτεί ότι χΕεΖ-Πί()εΖ 


ΘΕΜΑ 3ο: Οι σχέσεις που µας δίνονται ἔχουν σαν 
επακόλουθο ότι συνΑ "2 0, συνΒ 2 0, συν; 2 0 γιατί 
µόνο µία απ᾿ τις γωνίες τριγώνου µπορεί να είναι 


ορθή η αμβλεία. Έσω αἆβ2γ 


Τότε 0-« συνΑ ς συνΒβς συνΓ 
καιάρα  βΥ συνΒ«ξ αβγ συνΓ «« αγ συνΓ 
Επειδή βΥ᾽ συνΒ -- αγ συνΓ 


(Υπόθεση) συνάγουµε ότι αΞξβ,βτΓ και άρα 


αΞξβγ. 
ΘΕΜΑ 4ο: ΄Εστω α παράλληλος προς τη ΒΓ που 


άγεται από την κορυφή Α και έστω Κ και Λ τα σηµεία 
τοµής της ε µε την ευθεία ΒΓ και α αντίστοιχα. Τότε 


ΔΒΚΒ ΕΠ 
ΔΑ ΑΛ ΕΑ ΑΛ 
και επομένως 


ΔΒ  ΕΓ ΚΒΑΚΓ 


---. -- «-- 
ΔΑ ΕΑ ΑΛ 
Αν Μ είναι το µέσο της ΒΓ τότε ΜΒ {- ΜΓ -- 2ΚΜ και 
ΔΒ . ΕΓ 
ΚΜ/ΑΛ Ξ 1/2. ΄Αρα η ποσότητα ΔΑ Έ ΕΑ είναι 
ίση µε Ἱ. 


ΘΕΜΑΤΑ ΓΙ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΘΕΜΑ Ιο: ΄Εστω Μ το σηµείο τοµής των ευθυγράµ- 
µων τµηµάτων που ενώνουν τα µέσα των απέναντι 
πλευρών ενός τετραπλεύρου ΑΒΓΔ. Στο επίπεδο του 
τετραπλεύρου ορίζονται τα σηµεία Κ και Λ από τις 
σχέσεις ΑΚ -- ΜΏ και ΚΛ-- ΜΙ. Να δείξετε ότι 
το σηµείο Μ είναι το µέσο του τµήµατος ΛΔ. 


ΘΕΜΑ 2ο: Δίνονται οι συναρτήσεις 
α Ε-- Β, π Βς Ε µε ({(α(κ)) κ 


για κάθε κ 6 Ε και δίνεται πραγματικός αριθµός α µε 
[α] 5 1. Ν᾽ αποδείξετε ότι υπάρχει µία και µόνο µία 
συνάρτηση {: Β 3 Ἡ τέτοια ώστε 


αχ) -- Πα(κ)) Ξ- π(α) για κάθε κ Ε: Ε. 


ΘΕΜΑ 3ο: Αν ἕνας η κ π πίνακας Α ικανοποιεί τη 
σχέση 
Α -8Α 2Ο 
όπου | είναι ο µοναδιαίος η κ π πίνακας και Ο ο µηδε- 


νικός Π Χ π πίνακας, ν᾿ αποδείξετε ότι για κάθε φυσι- 
κὀ αριθµό ν Ἔ 1 ισχύει η σχέση 


Α2’ - (2-1) Α’Γ21-οΟ. 


ΘΕΜΑ 4ο: Για κάθε φυσικό αριθµό ν 2 2 ορίζεται 
ένας πραγματικός αριθµός αν από τη σχἔση 


[αν] {αν} - 


αν 


όπου [αν] Ξ αν -- [αν] και [αν] είναι το: ακέραιο 
µέρος του αν. Να δείξετε ότι αν ν 245, τότε 


[αν -- αν-ι] -1/1987 


ΛΥΣΕΙΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΙΟΙΝ 
Γ΄ ΔΥΚΕΙΟΥ 


ΘΕΜΑ Ἱο: ΄Ἔστω Ν και Ρ τα µέσα των πλευρών 
ΑΒ και Γῶ αντίστοιχα. 


ΜΝ -- -- ΜΡ, 


-» ΜΑ -- -- (ΜΑ - ΜΕ -- ΜΙ (1) 


μι (2) 
Από (1) και (ϱ) 3ΜΛΕΜΔΞΟ. 


ΘΕΜΑ 20: Με αντικατάσταση του κ µε α(χ) παίρ- 


νουµε 
(κ) {- α[α(κ)) -- (κ). 


Λύνοντας ως προς κ) έχουµε 
(κ) -- [απ(κ) -- κα(κ)] / (α) -- 1). 
ΘΕΜΑ 3ο: Επαγωγή επί του ν. 
ΑΝ ΞΑΑΞΙΖΥΙΛΑ’ ΣΠΑ 23 - 
Ξ (20131 -- 1) ΑΝ --271 1- 2/2”1 - ΗΑ” - 


--2(2 -- 1) Α’ -- 3: 27Α 1 2””1. 


Στιγµιότυπο από του Πανελλήνιο Μαθητικό Διαγωνισμό στα 
Μαθηματικά στη Λάρισα 
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΄Αρα αρκεί ν᾿ αποδειχτεί ότι 
(2911) ΑΓ -- (2 Ε1)Α’- 3-2 ΑΓ2”']Ξ0 
Επαγωγή πάλι. 2" εἰ) Α-- 
Ξ (29 -- 1) Α’ (3Α -- 20 Ξ (2/1 -- 1) Α’'' 
4-22” -- 1) Α’' -- (2 1ΑΊ- 
Ξ (291 Ε1)Α 23.2 13Α - 2Η 
Ξ(21 Ε)Α3:2Α- 2”. 


ΘΕΜΑ 4ο: Είναι προφανές ότι αν «0, διότι αν 
αν 2 0, τότε 
[αν] [αν] «“ [αν] «Ξ αν, 
οπότε ν «Ἰ. ΄Ατοπο. Έστω αντ -- Κν, Κν 20. 


Τότε (αν) Ξ- ν αι/[αν] Ξ- 


Ξ --νκωί- Ἐν -- (αν]) 5 νκώκν Ί. (αν). 


΄Αρα (αν), Ἔ ἵν (αν) -- νκν -- 0, 

1 
οπότε  ([αν] 3 (4 -Ε ἀν]κν) ο --ἵν) «1 (1) 
΄Αρα (Κά, - 4νίκν) «2 -Ε Κν, 
δηλ. ων ὐ «1 δηλ. ἄν «Ι/(Ν -Ι. 
΄Αρα [κν] . 0, δηλ. [-- Κν] Ἐ --1- [αν], 


δηλ. {αν] Ξ1 -- Κν 
(5 ἠ- 4νίκν) 7 -- ἵν Ξ 241 -- Κα), 


Από την (1) έχουµε 


δηλ. κ, Ξ 1/(ν -- 1) Έτσι 
|αν -- αν-ι/ Ξ |Κν --Κν-ι| Ξ 1/νίν 1) «1/198] 
αν ν 245 


ΑΘΗΝΑ 20 ΝΟΕΜΒΡΙΟΥ 1987 
Η ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ ΤΗΣ ΕΜΕ 


Α.Ν. Κολμογκόρωφ (1903-1987) 


Δ.Γ. Κοντογιάννης 


Πριν λίγο καιρό (24 Οκτώβρη) πέθανε ο µεγά- 
λος Σοβιετικός µαθηµατικός Α.Ν. Κολμογκόρωφ. 

Ο Κολμογκόρωφ γεννήθηκε το 1903 και Φοίτη- 
σε στο Πανεπιστήµιο της Μόσχας, από το οποίο 
πήρε το δίπλωµά του το 1925, ενώ το 1931 έγινε 
καθηγητής στο ίδιο Πανεπιστήμιο. 

Οι εργασίες του Κολμογκόρωφ αφορούν όλους 
τους κλάδους των μαθηματικών, αλλά αξεπέρα- 
στες θα παραμείνουν εκείνες που αφορούν στη 
θεωρία των πιθανοτήτων. Είναι γνωστό ότι το 
1932 ο Κολμογκόρωφ ήταν αυτός που δημιούρ- 
γησε την αξιωματική θεμελίωση της θεωρίας και 
για το λόγο αυτό είχε ονοµασθεί «ο Ευκλείδης 
της θεωρίας Πιθανοτήτων», 

Αλλά πάνω απ᾿ όλα ο Κολμογκόρωφ ήταν 
ένας μεγάλος δάσκαλος. ΄Οχι µόνο γιατί απὀ το 
«εργαστήρυ του του πανεπιστημίου της Μόσχας 
πέρασαν πλήθος διάσηµοι μαθηματικοί, αλλά κύ- 
ρια γιατί µέχρι τα τελευταία χρόνια της πληθω- 
ρικής ζωής του δούλευε και πειραματίζονταν πά- 
νω στα μεγάλα παιδαγωγικά προβλήματα, ενώ 
παράλληλα καθοδηγούσε κάθε νέο μαθηματικό 
που κατέφευγε σ᾿ αυτόν. 

΄Ἠταν µέλος της οργανωτικής επιτροπής της 
Ίης Μαθηματικής Ολυμπιάδας της Μόσχας (1935) 
και πρόεδρος της επιτροπής το 1937, το 1963 και 
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το 1975, ενώ παράλληλα δεν ἔπαψε ποτέ να δι- 
δάσκει τους ταλαντούχους µαθητές που διακρίνο- 
νταν στις μαθηματικές Ολυμπιάδες. 

Το 1950 ο Κολμογκόρωφ γίνεται πρόεδρος της 
Συντακτικής επιτροπής του περίφημου σοβιετικού 
περιοδικού «Τα µαθηµατικά στο σχολείο» από τις 
στήλες του οποίου όχι µόνο τακτικά αρθρογρα- 
Φούσε, αλλά και πρότεινε ασκήσεις και έστελνε 
λύσεις σε προτεινόμενες από άλλους ασκήσεις. 

Το 1970 γίνεται αντιπρόεδρος της Συντακτικής 
επιτροπής του γνωστού σοβιετικού περιοδικού 
«Κβάντ». 

Στο πρώτο κιόλας τεύχος του περιοδικού υπάρ- 
χει η παρακάτω άσκηση που προτάθηκε απὀ τον 
Κολμογκόρωφ (Μ93). 

α) Το επίπεδο μπορούμε να το καλύψουμε από 
τετράγωνα 5 διαφορετικών χρωμάτων που τα κέ- 
ντρα τους ανήκουν σε µια τετραγωνική κιγκλίδα. 

Για ποιους αριθμούς χρωμάτων µια τέτοια κά- 
λυψη του επιπέδου είναι δυνατή; 

β) Το επίπεδο μπορούμε να το καλύψουμε από 


'. κανονικά εξάγωνα 7 διαφορετικών χρωμάτων που 


τα κέντρα τους ανήκουν σε µια κιγκλίδα µε βά- 
ση ισόπλευρο τρίγωνο. Για ποιο αριθµό χρωμά- 
των είναι δυνατή µια ανάλογη κάλυψη του επι- 
πέδου,; 


ΣΤΗΛΗ ΟΛΥΜΙΠΑΔΩΝ 


Επιμέλεια: Επιτροπή διαγωνισμών Ολυμπιάδων, 


2η ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 


Ίο Θέμα (ΒΕΛΓΙΟ) (Γ. Τζήκας-Σέρρες). 
9 Να βρείτετα οκτώ τελευταία ψηφία του αριθμού 
271556 όταν αυτός είναι γραμμένος στο δυαδικό σύ- 
στηµα αρίθµησης,. 
Λύση 
9 Ας είναι 
αξ 27186 και α Ξ ανδ’ -- ανιο’] -- ... - ακδὸ -- 
αγ2΄ -- ... αι -- αι: (1) 
μεαν, ανι,..., αρΕ {0, 1] το δυαδικό ανάπτυγμα του α. 


Η σχέση (1) γράφεται: 
ατξ (αν2” ὃ αρ) 2) -- (α12; δω ἄἱδ Γαἀφι 


δηλ. οαριθµόςυ Ξ- α΄ 4- αρ2 -Ε...Γ αιδ «- αι του 
δυαδικού συστήµατος είναι το υπόλοιπο της διαί- 
ρεσης (α:23) και τα 8 τελευταία ψηφία του α είναι τα 
α], ας, ας, αμ, α»., αρ, αι, αμ. Συνεπώς το πρόβλημα 
ανάγεται στην εύρεση του υπόλοιπου της διαίρεσης 
(αΞ 2733: 2) -- 256). 

οα- 271386 ει (3311596 - 33.1986 --. 35358 (3329 -- 
ο ο -- (1 -- 8) Ξ(1 - 231373 ή αν εφαρμόσουμε 
τον τύπο του διωνύμου του Νεύτωνα ἔχουμε: 


2919 " νο 
αξ 22 ΞΣ (1 κ ΞΣά ) 23" 
2979 79. «0979 
(ο δα ο. 5 


| (ὃν 2) ο --.. η] .. ι 


2979.2979 


. 96 λ2ρδ- 
Το 2) Γ πολ 2 


1 - 2979 - 23 
1 - 2979 - 23 -- 2979 - 1489 - 26 -- πολ 2) -- 

1 -- (93 25 «ες 3) 25 -Ε (744.23 -- 3) (372.25 -- 1) 26 
1 πολ» -- 1 - 93.2) -- 3- 2ἳ -- 744 . 375 . οἱῦ -ε 
Ἰ44 «25 -- 3-37. : οὗ -- 3: 26 -- πολ 2ὓ -- 
Ξ1- 3. 25 -ε 3 «26 -- (93. 28 -- 744. 372 . 230 
{44 : 28 -- 3. 312. 25 -- πολ2) 

1 (1 Ες 9) 23 -Ε -Ε (1 1 2) 26 -- πολδὸ Ξ 


1 -- 23 -- 3 -- 26 -- 2) -- πολὈἈ, 
άρα 
υΞαρ - αι {- γρ” - αγὸ -- αιθὶ -Ε ας» ἠ- αρξθ -- 
{- αγδ; -- 1 -Ε 25 -- 24 -- 26 -ε 27. οπότε 


αρξ1,αιΞθ,αρΞξθ,αίΞξ],αι-- 1, 
α.θ,ας 1, α1ξ1 


ὀδη ΟΛΥΜΠΙΑΔΑ 


(Χ. Αθανασιάδης-Θεσ/νίκη) 


1ο Θέμα: Δίνεται το σύνολο {1, 2, ..., π]. Έστω 
Ρπ(Ι) ο αριθµός των µεταθέσεων αυτού του συνό- 
λου που έχουν ακριβώς ἰς σταθερά σηµεία. Να δει- 


χτεί ότι η 
5 Ἰ«Ρη(Κ) -- η! 
κΞθ 

Απόδειξη: 


Θεωρώ το σύνολο των µεταθέσεων του. { 1, 2, 
ον Ὁ }. που αφήνουν κ σταθερά σηµεία, ἔστω το 
Νκ. Από τα στοιχείατου Νκ θεωρώ αυτά που ἔχουν 
σταθερό το Ἱ. Αυτά είναι τόσα όσα οἱ μεταθέσεις 
συνόλου µε π--] (διαφορετικά) στοιχεία που α- 
Φήνουν κ--] σταθερά σηµεία, δηλαδή σε πλήθος 
Ῥη-ι(κ--1). ΄ὍΌμµοιατα στοιχείατου Νκίμεκθ1, 
κ ΕΙΝ) που αφήνουν το 2 σταθερό είναι σε πλή- 
θος Ρα-ι(κ--1) κ.π., το πλήθος των στοιχείων 
του Νιεπου αφήνουν τοπ σταθερό είναι Ρα -ι(κ--1). 
Έτσι µετρήσαμµε συνολικά π Ῥπ-ι (κ-- 1) µετα- 
θέσεις που είναι στοιχεία του Νκ. Κάθε µία όµως 
μετάθεση του Νικ, π.χ. µια που ἔχει σταθερά σηµεία 
τα ἵ, ἵδ, ιν ἰκΕ 11, 2... πὶ. μετρήθηκε ακριβώς κ 
Φορές (µια όταν κρατήσαµε σταθερότο , µια όταν 
κρατήσαµε σταθερό το Ἰλ,..., ὡς το ἵκ). 


Επομένως  Ρι(κ) Ξ - Ρη-ι (κ -- 1) 5 
κ" Ρη() Ξί η Ρη-Ι(κ--1). 


π π 


΄Αρα: Σ κ Ρη(κ) Ξ Σ κρη(κ) Ξ 


(Θ, Μπόλης, Δ. Κοντογιάννης, Β. Ζώτος, Γ, Ωραιόπουλος, Β. 
Ντζιαχρήστος, Γ. Τυρλής). 
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η μι] 


Σ ηῬπΙ(κ- Ί)Ξπ Σ Ρικ). 


Αλλά το 


η 


Σ Ρη--Ι(κ--1) Ξ- 


Ῥη--ι(0) {- Ῥη-ι (1) Γον, Ῥη-Ι(η--1) 


είναι όλες οι μεταθέσεις συνόλου µε π--] διαφο- 
ρετικά στοιχεία, δηλαδή π--1)! 

Π 
΄Αρα Σ, κρπ(κ)ίη. (η--1) 1 Ξ πὶ 
2ο Θέμα: Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο Αἂψ και η δι- 
χοτόµος ΑΛ η οποία προεκτεινόµενη τἔμνει τον πε- 
ριγεγραμμένο κύκλο στο Ν. Από το Λ φέρνουμε 
κάθετες στις πλευρές και τα ίχνη είναι Μ, ἰ«. Να δεί- 
ξετε ότι (ΑΒ0Ο) -- (ΑΚΝΜ). 


Απόδειξη: Εφόσον ΛΕ δα είναι φανερό ότι 
ΜΚ ΙΑΝ (αφού ΑΜ -- ΑΚ, Αι -- 42). 


΄Αρα (ΑΚΝΜ)Ξ Ξ.ΜΚ ΣΑΝ. 


Αλλά ΜΕ -- δωηµΑ 5 (ΑΚΝΜ) - 
1 
Ξ--ᾱ ΠΜΑ(ΑΛ: ΑΝ) ημΑ: ΑΒ: ΑΟ - (ΑΒΟ) 
αφού είναι γνωστό ότι 
ΑΒΛ« ΑΝΟ -ΑΒ -Ας - ΑΛ: ΑΝ. 
4ο Θέμα: Να δειχτεί ότι δεν υπάρχει συνάρτηση 
(Ν --Ν 
Πήν)] νγΙθ8]ὙΎνενΝ 


ώστε 


Απόδειξη: 


Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει τέτοια συνάρτηση 
{. Η ἐτότεθα είναι 1]--ἶ διότι 


{νι) Ξ (νε) -» {ήνι)] -- Π(ν2)] 5» νι Ξ ν). 
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Επίσης Πν)-εν σν ΕΝ. 


Αν στη δοσµένη σχέση τώρα βάλουμε όπου ν το 
{ν) παίρνουμε 


Ππ(ν)] -- 4ν) - 1967 -» 
95 {(ν Γ1987) -- ((ν) {- 1987 (1) 
Υποθέτουμε τώρα ότι για κάποιο ν ισχύει 
Πν) Ξ 1987 Γκ,κ ε ΙΝ. 
Ην) Ξ1θ8Τήκ5 
«5 Πν)]-- ΚΙ987 --κ) ν -- 1907 - 
Ξ- Πι) -- 1987 «»ν Ξ (κ), 
δηλ. ισχύει η ((ν) - 1007 Γεκντ {ίκ) (2) 
(χουμε ισοδυναμία γιατί η { είναι 1:-1). 
Έστω τώρα τα σύνολα ΑΞ({Ο,Ι1,2,..., 1986], 
Β--( 1987, 1988, ..., 3973] 
όπου 3975 -- 1987 - 1986, 
και επίσης τα ΑΙΞίνΕεΑ/{ν) ΕΑ], 
Β;(ίνΕεΑ/ {Πν) ΕΒ] 
Έστω νΕΑ. 
Αν (ν) Φ Α, κε ΙΝ: ήν) - 1987 εκ, 
Αν κ-2 1987 τότε 


Είναι 


οπότε από τη (2) ν Ξ (κ). 
από την (1) {κ) 2 1987 


αφού (η) 30 ὙπαΕν, 

άρα ν 2 1987, Ἅἀτοπο. 

Επομένως κς 1987. 

Δηλαδή νεΑ»{Πν) Ε(Α Ι) Β) 

ή νΕεΕΑΞνεί(Αι Β)5Ας (ΑΙ) Βι) 
και αφού προφανώς (ΑΙ{)8ι)ς«.Α, 

θα είναι ΑΞΑιΙ()Βι. 

Εξάλλου ΑιΩβΒιΙΞ Φ. 


Θα δείξω τώρα ότι τα Αι, Βι ἔχουν το ίδιο πλή- 
θος στοιχείων. 


Έσω νεβΒι,δηλ.Ὦκε Α: Πν) Ξ1Ι987 -- κ. 
Τότε απ᾿ τη (Ο) ντ Ηκ), κςΑ, νςΑ, 
άρα κεΕΑι, κγέν. 

Αν λοιπόν νΕΡΒΘι, 

τότε (ν)- 198ΤΕΑι 


και για διαφορετικά νι, ν» τα 


/ / 
(νι) -- 1987, (ντ) -- 1987 Ασκήσεις για τις Μαθηματικές 

είναι διαφορετικά. Ολυμπιάδες 
Αν λοιπόν Ν(Α!), Ν(Βι) 
είναι οι πληθικοί αριθμοί των συνόλων ΑΙ, Βι, Η στήλη µας στο τεύχος αυτό περιέχει ασκή- 

. ό το κεφάλαιο ΑΛΓΕΒΡΑ του βιβλίου 

ΝίΑ!) 3 Ν(ΒΟ. ων 
λα ία) κκ «Ασκήσεις από Μαθηματικές Ολυμπιάδεο που 
Όμοιααν κέΑΙ, δηλ. Ξνεβ:[κ)τν, θα εκδώσει σύντομα η ΕΜΕ. 
δρ (ν) -- 1907 «κΕΒ,νΕΑ, Για τις παρακάτω ασκήσεις, που καλύπτουν 
) ἕνα ευρύ φάσμα γνώσεων θα περιμένουμε τις λύ- 
άρα ν Ε9Ρι. σεις σας, 
Σε διαφορετικά κι, κ, Ε Αι αντιστοιχούν διαφο- 
ρετικά νι κι), νο (κ) µε νι,νοΕβΒι. ΑΕ Μά δάβεις όσων ο, μι ἒ . 1. - 
Αρα Ν(Β)) 2 Ν(Αὺ. μ Υ 
΄ΩὪστε Ν(Α:) ωα Ν(ΒΙ). (ία .. 0, β σα 0, | ό σα 0) τότε 
Αφού όµως τα Αι, Β! είναι ξένα μεταξύ τους και ελ αλά, αβ -- 
η ἑνωσή τους δίνει το Α, θα είναι α΄ β΄ Υ 
Ν(Α) 5: Ν(Α)9 ΤΝΙ(Β)) 5 2Ν(Α)) 5 Α2. Να δείξετε ότι: 
-- ἄ Ι 
3» 1987 -- άρτιος, άτοποἱ αβ (α -- β) . βγ (β « Υ) 
Η {λοιπόν δεν υπάρχει. (α- γ)(Ββ-υώ (8-αία-α) 


συνεχίζεται στο τεύχος 4 


ΣΤΑΘΗ ΣΠΑΝΟΥ 
Για την Δ΄ Λέσμη 


ΜΑΟΗΜΑΤΙΚΑ ! 


ας Ορίζουσες - Γραμμικά Συστή- 
ματα τατιστική. 


ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 1! 
Απαραίτητες γνώσεις από τα προηγού- 
μενα Χρόνια - Συναρτήσεις γενικά - ΄Ο- 
ριο, Συνέχεια, Π ὠγος Συνάρτησης. 
Περιέχουν: 

5 άν θεωρία, γραμμένη συνοπτικά και 


Περιεχόμενα 

Μέρος ἴ: Λιανυσματικός χώρος, 
Πίνακες, Ορίζουσες, Γραμμικές 
απεικονισεις. 

Μέρος Η: Θιανυσματικός λογι- 
σµός, Γεωμετρία στο επήπεδο, 
Γεωμετρία στο χώρο, Πολυδιά- 
στατη Γεωμετρία. 


Κεντρική διάθεση: Κορφιάτης (τηλ. 3628492), 
Π. Σωτηρίου (τηλ. 4641826), Ηβος (τηλ. 3632997), Αθήνα. 


ο πλήρη σειρά μεθοδικά λυμένων ασκή- 
σεων, µε υποδείξεις και παρατηρήσεις 
9 Λυμένα τα θέµατα των εξετάσεων της 
Δ΄ Δέσμης μέχρι και το 1987 
9 ΄Αλυτες ασκήσεις, µε υποδείξεις όπου 
αμ. και τις απαντήσεις 
κόμη περιέχουν και όλες τις προσθή. 
κες στη θεωρία, όπως ισχύουν από Φφξ- 
τος, µε τις ανάλογες ασκήσεις 
στο αφει ισα" οἱσθε. ααασαι πας μεπκὴ καζεθι ορια Ότι «καί νά, (ρρσον ποπ; πας 


Κεντρική διάθεση: 


Κουντουριωτών 2- Χαλάνδρι (Τ.Τ.Ι5233) 
ΤΗΛ. 6830.274 - 6824.150 


ΚΩΣΤΑΣ Ν. ΜΑΚΡΗΣ 
ΑΝΑΛΥΣΗ 
ΤΟΜΟΙ Α, Β 
Συνοπτική θεωρία-Ασκήσεις λυµένες 
ΕΚΔΟΣΗ αὐΤΕΝΡΒΕΡΝα 
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αγ (α -- Υ) 
(8 - α)(γ--α) 


(ασβγγ). 


ϕ Ξατβτγ 


Α4. Ανχ; “νεα, ν΄) -σκςβ, σ) -χνςγ, 
τότε 


αχ ἐβν ΕγΣπία--β{υγ)(κ ντ 72) 
Α4. Να δείξετε ότι: 
Ιοββ.γ α΄ -- ἰοᾷγκα β’ «Γ οσα Υ΄ ς 3 
Α5. Να δείξετε ότι; 


α 6 2ίβ”-α) 
β-ι α -ἶ αἱ β' --8 


όπουα-βς](α-1,βτ 1) 


Α6. Να ορίσετε τους αριθμούς Α, Β, Γ ώστε για 
κάθε φυσικό αριθµό να ισχύει η ισότητα: 


| δα, ἡμ δὲ Αν -ἵ- Β 
πμ Μα. 
Α7. Αν αι, α., ..., αν θετικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε 
αι α}...αΞξ 1, να δείξετε ότι: 


(1 ἵ- αι) (1 -Γ α)) ... (1 -- αν) 2 2’ 


ΕΓ 


Αδ. Αναι 20,α.20,..., αν 2 0 να αποδείξετε 


ότι: 
ῥ 1 1 1 ή, 
2 αι Ἔ α; αι Γαι αι ᾖ αν 
͵ ' ---- 
α) Ἔ αι α; Ἔ αν αν-Ι ἕ αν 
1 1 1 
-----τ----- -ἵ- ----------- {- ... 
«[σ--ς. αι ἵ- αι στης ποσα 
1 1 1 2 
α; Γ αι α; ἵ- αν αν-ι Ἔ αν 
Ν οι ν] 
που [2] τν -2] 


Α9. α) Να δείξετε ότι: 
(αι -- α; «Ε...Ε ακ)΄ ς κ (αἱ -- αξ «Ε...- αἲ) (1) 
όπου Φυσικός αριθµός 3» 1 και αι, αν», ..., κ 
πραγματικοί αριθμοί. 

Αν για τους πραγματικούς αριθμούς αι, α., ..., 
αν ισχύει η σχέση 
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αι - α) Ί-...Ἑ αν ὰ ψίν -- Ἱ)(αἲ - αὖ «Ε...(Ι- αξ) 


τότε οι αριθμοί αι, α., ..., αν δεν είναι αρνητικοί. 


Α10. Αν ν θετικός αριθµός να δείξετε ότι: 


α) Ἰοαίν -ἕ- 1) 1 Ἑ Ίοαη 


α. 1 1 
μες ααγεα ο ος μος 
β) Ιοα(η!) του {2 -- 3 ος - ἡ 


ΑΊΙ. Αν α, β θετικοί και πι ακέραιος αριθµός, να 
δείξετε ότι: 


.-”.-. 


ΑΙ2. Να δείξετε ότι: 


ΑΙ4. Τρεις θετικοί αριθμοί χι, Χ:, Χ: Ικανοποιούν 


τις συνθήκες: 
1 
Χι Χ) ΣΣ 1, ο. άν ὡμ. εν, 
Χι Χ2 ] 
Να δείξετε 
α) Οι αριθμοί κι, Χ2, Χι είναι διαφορετικοί από 
τον Ἰ. 


β) Μόνος ένας από αυτούς τους αριθμούς εἷ- 
ναι μικρότερος απὀ τον Ἱ. 


ΑΙ4. Αν κι, κ», ..., Κν(ν 3 
μοί, να δίδει ότι: 


2) εἶναι Φυσικοί αριθ- 


αρ) 


. Ἔ Κν 


κι κο. 


όπουκτκι-τκ;Ἅτ.. 


᾿Ε[κ] είναι το ακέραιο µέρος του αριθμού κ]. 


ΑΙ5. Έστω κ, ν, Ζ πραγματικοί αριθμοί, διαφορε- 


τικοί από τον πε που ικανοποιούν τη σχέση 


χτΈν-ζς κνζ. Να δείξετε ότι: 


ἂχ κ  ὃν-ν . ἃσ-ζ2 - 
ὃν  Ἱ-ν 1-λε 


ΑΙ6. Αν α, β, Υ, ὃ θετικοί αριθμοί, να δείξετε 
ότι: 


[ζκβεψγσδ'. | αβγ Ί- αβδ {- αγδ -- βΥδ 
4 - 4 


ΑΙ7. Αν χι «χο... ζχν όπου χι, Χ., 
κοί Φυσικοί αριθμοί, να δείξετε ότι: 


(κὸ - χὸ -... Ε κν) (κ. κ... κ) 
29 (χὶ - κὸ - ... Ε κ); 


νο Χ. θετι- 


Να δείξετε ακόµα ότι το ίσον ισχύει αν και µόνο 
αν χκΞκ(κξ]1,ὅ,... ν). 


ΑΙ8. Να δείξετε ότι: 


1 2 1 1 ϱ/ 
δα το (ν)) 


(ν φυσικός αριθµός). 


ΑΙ9. Αν δυο από τους πραγματικούς αριθμούς 
α, β, Υ δεν είναι 0, να δείξετε ότι: 


Υ΄ β᾽ γ΄ κ) 
κ ωμοκομμο απμααι ἁμκων. ο 
πιο πρωτα ιῇ Ὀ 


Α20. Αν αἱ -- αἲ {- αἲ - αἲ -- αξ Ξ 1, 
όπου αι, αν», ..., αν πραγματικοί αριθμοί, να δεί- 
ξετε ότι: 


1 η 
πίπίαι-α)ς-- ὀπου]ςκίς]ίςς5 


10 
Α2Ι. Έστω χι 32; 22...ΞΣΧ και νι2Ἅ2ν) 22... 22ν. 


Αν 2ι, Ζ2, ..., Ζ µια τυχαία μετάθεση των αριθμών 
Ψι, νε, ..., ν να δείξετε ότι: 


Σία νς Σκι -- νι)’ 


Α22. Αν αι, α), ..., ἄν, ... 
τέτοιοι ώστε 


πραγματικοί αριθμοί 


θςανς 1 και αν - 2ανιι - αν 220 


για κάθε ν Ξ- 1, 2. ... να δείξετε ότι: 


ος (ν {- 1) (αν -- ανιι) Κ2γιακάθεν τ ]Ι, 2,... 


Α23. Θεωρούμε µιαν ακολουθία αο, αι, ...., ἄν! 
πραγματικών αριθμών για τους οποίους ισχύει 
ότι 

α)ξ ανα! Ξ 0 και |ακ-ι -- 2ακ Γ ακ! ς 1 


γιακξᾖ, ιν 
Να δείξετε ότι: 


εκίινάΙτκ) 


|ακ] «- ο γιακςξθ, 1,..ν 1 


Α24. Αν 


(1κ -ἵ- 2χ2 -...«Ε νχν); Ξ αικ) -ἵ- αικ᾽ «-...αον κὂν, 


- 


να δείξετε ότι; 


ὴ (Ον᾽ -- ὃν 2) 
2 


ανει Γ αν Γ ... ἵ αν Ξ | Τ2 


Α25. Αν τ2 96 20 και 
δείξετε ότι; 


αρ μώ σα αβ Ἑβρο σα 


α » Σα» θ νὰ 


Α26. Να βρείτε την ελάχιστη τιµή της παραστά- 
σεως 


παχία Γβ-ΓΥ,βΙΓΥδ,Υ-δ τε, 
θ εως ξ ο η) 


όπου α, β, Υ, δ, ε, ζ, η µη αρνητικοί αριθμοί, 
µατβυιγγίδτετγζ τηξ]1 


ΕΚΔΟΣΕΙΣ 


(ΠΠ{ΘΠΏΘΙΕ. :ολονος ιο 


ΠΡΟΣΦΟΡΑ 


Στην προοπάθειά µας για τη διάδοση του καλού βι- 
όλίου, οι εκδόσεις µας προσφέρουν (για τους εππαιδει- 
τικούς και µόνο), ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΑ ΕΝΑ βιθλίο από 
κάθε τίτλο που αναφέρεται παρακάτω, στην τιµή κό- 
στους. Ἡ προσφορά ισχύει από σήµερα µέχρι 30-5-1988. 

Τα βιθλία αυτά µπορείτε να τα προμηθευτείτε από 
τα βιθλοπωλεία της περιοχής σας συμπληρώνοντας το 
Ειδικό Δελτίο που θᾳ σας δώσει ϱ βιόλιοπώλης. 

Σε περίπτωση που δεν τὰ βρείτε, γράψτε µας ή πε- 
ράστε απὀ το βιθλιοπωλείο µας, ΟΓΤΕΝΡΕΕΟ: Σόλω- 
γος 193, 10679 ΑΘΗΝΑ - ΤΗΛ. 2600121, 


ΒΙΒΑΙΑ ΠΙΑ ΤΑ ΟΠΟΙΑ ΙΣΧΥΕΙ Η ΠΡΟΣΦΟΡΑ 


Τίτλος βιθλίου Έκπτωση Πληρωτέο 
Ποσό 
ΑΝΑΣΤΑΣΙΑΔΗΣ Ν.: Φυ- 
σικἠ Β΄ Γυμνασίου 
ΑΝΑΣΤΑΣΙΑΔΗΣ Ν.: Φυ- 
σική Γ΄ Γυμνασίου 
ΖΥΡΜΠΑΣ Α.: Χημεία 
Β΄ Γυμνασίου 
ΖΥΡΜΠΑΣ Α.: Χημεία 
Γ΄ Γυμνασίου 
ΗΑΙΙΙΟΛΥ-ΚΕΡΝΙςΚ: 
Επιλεγμένες Ασκήσεις Φυ- 
σικής, τόμοι Α και Ὦ 
ΗΑΙΠΙΡΑΥ-ΕΚΕΣΡΝΙΟΚ: 
Λυμίγες Ασκήσεις Φυσικής, 
Τόμοι Α, Β. ΓκαιΔ 
ΗΑΙΙΙΡΑΥ-ΕΚΕΡΣΝΙΟΚΝ: 
Ερωτήσεις - Απαντήσεις 


Φυσικής 


300 ὁρχ. 


199 


Α27. Να βρείτε την μέγιστη τιµή της παράστασης 
πι) -- π), όπου πι, π ακέραιοι αριθµοί του διαστή- 
µατος [1, 1981] που ικανοποιούν τη σχέση 


(η --ππηῃ -- πι) Ξ1 
Α2δ8. Αν χ, ν, Ζ µη αρνητικοί αριθµοί, να δείξετε 
ότι: 


ος αν νε οκ -ὄχνα «2; 


Α29. Να δείξετε ότι υπάρχουν διαφορετικοί αριθ- 
μοί ππι, Πῃ:, ..., Πιν που ικανοποιούν την ισότητα: 
ασ σς-- - λς νι 


1 Γη} Γην 


« π]θθ4 


Α30. Να απλοποιήσετε την παράσταση: 
ί]οα (αβΥ) ! - έ]οα (αβΥ) } |! -- []οα (αβΥ) ]] 
όπουα,β,γ-20 


Α51. ΄Εστω οι πραγματικοί αριθµοί 
αι Κας... Καν. 


Ορίζουµε δι Ξ Σα, 9) σδναιαν λΝα δείξετε 
ότι: 


9ι δι΄ 25) 
πα τι, 


δι κα, 25, 
«νι ο ---σς 
η 2 πμ προσ 


Α32. Να δείξετε ότι για κάθε α, β, Υ Β ισχύει 
η ανισότητα: 


(-αξβ-{γ)(α-βΓΥ)ία.β-Υ) 
(-- αἱ -- β2 -- Υ)) (αἱ -- β; -Ε Υ) (αἱ - β) -Ύ’) 


Μαθηματικοί Διαγωνισμοί 
Δ.Γ. Κοντογιάννη 


Ο Σκανδιναβικός Διαγωνισμός 
“ΝΙΕΙ5 ΗΕΝΒΙΕ ΑΒΕΙ.” 1987 


Οι Σκανδιναβικές χώρες έχουν ένα διαγωνισμό ανά- 


λογο µε τη Βαλκανική Ολυμπιάδα. Το διαγωνισμό Νιλσ- 
Χένρικ ΄ Αμπελ, που γίνεται κάθε Μάρτη. 
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Στο διαγωνισμό αυτό δίνονται 4 θέµατα και η διάρκειά 
του εἶναι 4 ὦρες. 


1ο θέµα: 
'α) Σε ἕνα ισοσκελές τρίγωνο µε βάση α και ύψος Ἡ 
εγγράφουµε κύκλο µε διάµετρο ἆ. ΊΝα δείξετε ότι: 


δ  Ἐ, 
ἁ α Πά᾿ 
Β) Σε ἕνα ορθό κυκλικό κώνο µε ύψος Ἡ και ακτίνα 
βάσης Β είναι εγγεγραμμἔνη σφαίρα µε ακτίνα {. Ὑποθέ- 
ς π Ε 
τουµε ότι -- ---. 
ελών Ε Τ 

Ίνα ορίσετε τη γωνία που σχηματίζειτο ύψος και µια γεννέ- 
τηρα του κώνου. 

Υ) Στο εσωτερικό αυτού του κώνου είναι τοποθετημέ- 
νες μερικές σφαίρες που εφάπτονται στην εγγεγραμμένη 
σφαίρα του κώνου, στη βάση και την επιφάνεια του κώ- 
νου. Ποιός είναι ο μέγιστος αριθµόστων σφαιρών αυτών; 
2ο θέµα: 

α) Να δείξετε ότι κάθε τέλειος κύβος είναι διαφορά δυο 
τελείων τετραγώνων. 

β) Να βρείτε όλες τις ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 

κ’ Γ2ν' - 4ζ-0, όπου ν- 1, Φυσικός αριθµός. 
3ο θέµα: 
1 1 
Έστω ὃντ---- Ἑ ----- « ... 
Μί νὲ 

α) ἢνα δείξετε ότι 91987 2 87. 

β) Να δείξετε ότι αν ν ο µέσος 5 2 100. 
4ο θέμα: 

Ένας ωρολογοποιός έκανε το λάθος να τοποθετήσει 
δυο ίδιους δείκτες σε ἕνα ωρολόγι. 

Πότε δεν είναι δυνατό να κάνει κάποιος λάθος στην 
ώρα, 


ώ-. 
νο 


Ίόη Μαθηματική Ολυμπιάδα Η.Π.Α. 
Απρίλης 1987 


1. Να βρείτετις µη μηδενικές ακξέραιες λύσεις της 
εξίσωσης 
(α’ -Ε β) (α - β3 -- ία -- β)᾽ 
2. ΑΌ, ΒΕ και ΟΕ είναι οι εσωτερικές διχοτόµοι 
του τριγώνου ΑΒΟ µε τα Ὦ, Ε και Ε πάνω στις 
πλευρές του. Αν το ΕΏΕ Ξ- 905( να ορίσετε όλες τις 
δυνατές τιμές της γωνίας ΒΑΟ3. 


"Ἠασκ. 2 είναι µια άλλη µορφή της άσκησης που είχε προτείνει 
η Ρουμανία στην 4η Β.Μ.Ο. και όπως είδαμε ήταν θέµα του Πα- 
νελλήνιου Μαθηματικού Διαγωνισμού το 1985. 

”" Χρόνος διαγωνισμού 3, 5 ώρες. 


3. Θεωρούμε ἕνα σύνολο πολυωνύμων 9 µετις 
Ιδιότητες: 
ῦκεςν 
(4) Αν Πκ)ς6ςτ5, τότε χήχ) «5 και 
κ (1 - κ) (κ) Εε. 


Να δείξετε ότι δεν υπάρχουν δυο διαφορετικά 
πολυώνυµα του ὃ που τα γραφήµατά τους να τέ- 
µνονται στο διάστηµα (0 «κςτ1). 


4. Τρεις κύκλοι ΟΙ δίνονται στο επίπεδο. Ο Οι 
έχει διάµετρο ΑΒ μήκους 1. Ο Ο; είναι οµόκεντρος 
του Οι και διάµετρο µε µήκοςκ(]«κςδ).οοι 
έχει κεντρο Α και διάµετρο 2κ. Θεωρούμε τον κ 
σταθερὀ. Ακόμα θεωρούμε όλα τα ευθ. τμήματα Χ 
Ὑπου έχουν το άκροτους Χ στον Ο1,το Υ στον Ο: 
και περιέχουν το σηµείο Β. Για ποιά τιµή του λόγου 
η το τµήµα ΧΥ έχει ελάχιστο μήκος; 

5, Θεωρούμε µιαν ακολουθία (Χι, Χὲ, ..., Χπ) με 
όρους 0 και 1 και έστω Α ο αριθµός των τριάδων 
κι, χι, χι) µεΙζ] «κ ώστεη (χι, κι, χκ) να είναι 
ίση µε (0, 1, 0) ή (1,0, 1). Για 1 ςἰςν ἔσωἆἁιο 
αριθµός των | για τα οποία ισχύει είτε | «| και 
Χ;Ἔ κι είε ]λίκαιχι κ. 


α) Να δείξετεότι ΑΞ η .. ϱ) 


που (ᾳ]-- πα -ππ) 


β) Αν ν περιττός, ποιά είναι η μεγίστη δυνατή 
τιµή του Α; 


Λύσεις Ασκήσεων 
Ο0, Οµ, Ο5 του τεύχους 1, 1987, σελ. 19 από τον συνάδελφο Μ. Κε- 
σογλίδη της Πολυτεχνικής Σχολής Ξάνθης. Και µια γενίκευση του 
Ίου προβλήματος της 4ης Βαλκανιάδας απ᾿ τον Κ. Παπαρίζο Μ. 
Κεσογλίδη της Πολυτεχνικής Σχολής Ξάνθης. 

Ο2 ΄Εστω ΑΒ(ςΒ ένα παραλληλόγραμμο. Φερ- 
νουµε δύο κύκλους µε ακτίνα Β, έναν που να περ- 
νά από τα σηµεία Α, Β και τον άλλον να περνά 
από τα σηµεία Β και Ο. ΄Εστω Ε το δεύτερο ση- 
µείο τοµής των δύο κύκλων. Ὑποθέτουμε ότι το Ε. 
δεν ταυτίζεται µε κορυφή του παραλληλογράμ- 
µου. ΊΝα δείξετε ότι ο κύκλος που περνά από τα 
σηµεία Α, Ὦ, Ε έχει ακτίνα Β. 


απόδειξη 

Αν (Ο1), (01) είναι οι περιγεγραμµένοι κύκλοι περί τα 
τρίγωνα ΑΒΕΕ, ΑΏΕ. αντίστοιχα, παρατηρούμε ότι οι κύ- 
κλοι αυτοί έχουν κοινή χορδή την ΑΕ. 


Για να δείξουμε ότι αυτοί είναι ίσοι αρκεί να δείξου- 
µε ότι 
(1) ώ φ-2ἵ 
Αν Ζ είναι το συμμετρικό του Β ως προς το μέσον της 
ΑΕ. τότε ϕ Ξ σ και η (1) γίνεται ωγσ- οἳ- δηλαδή 
αρκεί να δείξουμε ότι το τετράπλευρο ΑΡΕΖ είναι εγ- 
γράψιμο. 
Αλλά ΖΕ 4 ΑΒ -. ος 5 
ΕΖ --ΡΟΕ -- ΡΟΒ -- ΒΟΕ -- ΑΒ - ΒΑΕ -- ΡΑΕ Ξ5 


ΑΡΕΖ εγγράψιµο και η άσκηση αποδείχθηκε. 


Οι, ΄Εστω α, Ὁ, « θετικοί αριθμοί. Να δείξετε ότι: 


2 2 2 
α 6 

αν ἙλδΣ, ο, κ.» 
ς α 


μα λα, 


απόδειξη 
αι ταν... όαν 
- Ἡ / 
Χιαιχ1.2... Χναν 


αιχι 62; Τ... Ἔ ανΧν 
αι Ἔ α; σι. αν 
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όπου Χι, Χ2,..., ΧηΕ ΕΚ, αι αλ... αν ΕΟΟ” 


Για νΞξ 3 με 


---- β ς 
κ. Ἀρορμοης και οἱ απ η πα- 
ραπάνω ανισότητα γίνεται 
: Ἡ φ ο ν ν 
δα... ην 
ο α : : 5 
. 2 α Ῥ β ε[ς]α 
δα ἕ. ο ο 9 
β ς α β . .. 
α ς 
μας 3 
β «ς« α α β ς 
-. ω ας ο τον 
8 β « α 
3 3 2 
α ς α ς 
΄Αρα σι ππο πρ, εις, λος πες τι 
β ες α β 


ς 
Το ίσον προφανώς ισχύειόταν αξβ-τςος. 
Ος Να δείξετε ότι το πολυώνυµο 
6 5 4 4 2 6 3 
ως οι ιό ἐκ ο ιν λ 
δεν έχει πραγματικές ρίζες. 


Απόδειξη: Ίος τρόπος Καταρχήν το δοθέν πολυώνυµο 

δεν µπορεί να ἔχει αρνητικές ρίζες, διότι κε ᾖ[ε" 

εἶναι -κλΙ0,νΕΙΝ και συνεπώς είναι 
4 τ 3 

αάμά κ αμ κο τα νρι, 


Ακόμη, επειδή το δοθέν πολυώνυµο έχει πραγµατι- 
κούς συντελεστές και είναι άρτιου βαθμού, αν Εχει µια 
πραγματική ρίζα, τότε θα ἔχει και δεύτερη, αφού κάθε 
µιγαδική συνοδεύεται από την συζυγή της͵ 


Ακόμη επειδή 
ῤ .] 4 3 1 να 
ο οσο) μι. ο τμ 
κε! ἸἹ 
λος 
μη 4 
αρκεί να δείξουµε ότι το; 
ώς μον --- 
οσα ο 
" ͵ ἀχ) --κ-- 3 
δηλαδή ο αριθµητής του «ΦφίΧ) - ----------- κι 
αχ -- 1) 


δεν ἔχει δυο πραγματικές ρίζες 
Επειδή 
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(1) Αχ κ:Γ3»0 κ 


κ - 
ϱ//28 

(η απόδειξη στο τἔλος) 

συμπεραίνουμε ότι για να δείξουμε την δοθείσα πρό- 
ταση, αρκεί να δείξουµε ότι το πολυώνυμµο 


(κ) - αχ. -κχ- 8 


δεν ἔχει δυο πραγματικές 
ρίζες στο διάστηµα 


ο σε] 
28 
Πράγματι, αν υποθέσουμε ότι υπάρχουν δυο αριθμοί 


1 ] 
ρ εἷο «ας και ϱ εἷο, σης] 
πι ΕΕ Ρη 
τέτοιοι ώστε Πρι) 4ρ:) Ξ 0, τότε κατά το θεώρημα 
του Εοἰ]ο 
3 ξΕίρι,͵ ϱ)): φ΄(8Ξ0. 
Αλλά 
(κ) Ξ 28χ΄ - 1 άρα 


2-0. αφού Ξ290 


1 
/28 


αυτό όµως εἶναι άτοπο διότι πρέπει 


ξΕ{ρι,ϱ)) Σε ϐ τόσι 


΄Αρα το δοθέν πολυώνυµο δεν ἔχει πραγματικές 
ρίζες, 
Απόδειξη της (1) 
1ος τρόπος 
Αφού κὸψσ 5395ε2»0: χΧΞύο κε 


και Ννελδθ η (1) γίνεται: 


Εε) κα» 


ο 


ου 


-8- 


Ἱ 1 1 
μι μσς να.» σοι β | 
- πρ 26 Πιερ 
ο ο 
745 «58 


1 


3-1 3350 
/28 


ον 
7 


6 1 1 
διότι τ-ζ1,----- «1 ππτ «1 
7 ϱ/28 Ἰ. 58 
6 | 
ος δ-- 1 
ΤΙ. 58 


; 1 
άρα πράγματι είναι ἀχ -χή-320 σκ2------ 
ϱ/28 
2ος τρόπος 

Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις 
(αν χ21 κ Ἀχτοχ σκάκι -κᾶ»δ 


ἀχ «κὐδ2ο 


1 
(ἵ) αν -ττ--- οχ«1 Ξ-χ-τ]ίΙ2θ- 
28 
5 -κτᾷλρθςηχ -χκᾶσ0 
αφού 4κ 20 


Απόδειξη: (2ος τρόποο) 
Λήμμα: Θα δείξουμε την πρόταση 


ΦκεΙ και ὙνςΙΠΝ είναι 
(1) ο 
2ν 
Γιακςθ είναι -χν 0 καιη (1) ισχύει, 


μένει να την αποδείξουμε για χ 2 0. Θέτουμε 


; 1 ΄ 
{κ) Ξ χὲν -- κ] -- τσ οπότε 


ἔ(κ) Ξ (ον) κὲνἳ -- (ν -- 1) κ” 


(κ) - (2ν--Ι) (ον) κὂν  -- (2ν--2)(ν-- 1) χὸν-ὃ 


β2 (κ) -- (Αν) 120 
Επειδή η πρώτη µη μηδενιζόµενη παράγωγος εἴ- 
ναι άρτιος τάξης η {έχει άκρα τιµή {420 (κ) Ἔθη 
{εχει ελάχιστο. Το ελάχιστο παίρνει την τιµή του 
κ που µηδενίζει την πρώτη παράγωγο της {. 
ες 0ο ον υκ ου 
κἓν Σ[(Όν) κ --(ὸν -- 1)1- 0 αλλά χ.0 άρα 
ολ 
ὃν 


(2ν)κ- 2ν- 1ἱΞ0 τσκ 


Το αντίστοιχο ελάχιστο είναι: 


«ΑΗ ΕΡΕ} 


1 2ν -- 1 Ἰνι 
πα. μάτι [ | δρ | 20, 


ο 1 

2ν 
Αφού η ελάχιστη τιµή της { είναι θετική προκύπτει 
ότι (9) 20 ΝΕΒ. 


΄Αρα η (1) ισχύει Ὑκετ. 


διότι «1 κα Όν-1ςΠΝ 


Απόδειξη: (3ος τρόπος) 


Επειδή ῃ Έ ᾱ- το δοθέν πολυώνυ- 


μο γράφεται 


.. 


κ) 


αἱ κά ωγι. 


οντως 2... οἳ η .- 5] 
- ο ετ][ τω, μις 


Οι δυο πρώτοι προοθετέοι του δεξιού μέλους αυ- 
τής, σύμφωνα µε την (1), είναι θετικοί. Ο τρίτος 
προσθετέος είναι τριώνυµο δευτέρου βαθμού µε 
διακρίνουσα 
Δθ]-4.1 


«ο και αξ] 20 


πμ πχαεΙΚ 


άρα 3 


Συνεπώς είναι 


κλικ κλικ) «κλικ ης δ0 σχεκξΕ 


πράγμα που σηµαίνει ότι το δοθέν πολυώνυμο 
δεν ἔχει πραγματικές ρίζες. 


Παρατήρηση: 
Αντί της (1) μπορούμε να δείξουμε ότι; 


χὂν κ. χζν”ι - 
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Φίχς ΓΕ και 


το ἰσον ισχύει όταν ν-- Ἱ. 

Με τον τρόπο αυτό μπορούμε να προσδιορί- 
σουµε τον μικρότερο αριθµό κ 20,που μπορούμε 
να δώσουμε για σταθερό όρο, ώστε ένα πολυώ: 
νυµο της µορφής: 


χὲν - χλν 1. Εκ -χκ 


νΕΝ, 


έχει πραγματικές ρίζες, αυτός είναι: 
1 


ν--] 


1 [4 
Ξ --- [----- -- 
κ 4 ϱ πμ ας η ἡ 
Έτσι για την συγκεκριμένη άσκηση μπορούσε, 
3 
αντί του το να δοθεί ο αριθµός 


11 1 μι --- 
ο ρα]. ο 4 


Ος6 Οι διαγώνιες ΑΟ και ΒΏΌ του τετραπλεύρου 
ΑΒ(ΡΏ τέμνονται στο εσωτερικό του σηµείο Ο. 
Τα εµβαδά ΑΟΒ και ΟΟΏ. είναι 5ι και 5, αντί- 
στοιχα, ενώ το εμβαδόν του ΑΒ(ΓΡ είναι 9. να 
δείξετε ότι: 


(1) νδτνδςνς 


Απόδειξη 
ΕσωοΑβζξκι ΟΓΟΞΣ, ΟΒΞνικαιΟοῦ-ν, 


Ως γνωστόν εἶναι: 


Ῥ 


Α β 
) (ΑΒΟΡ) 5-5 (κι κ) Φι 1 9) ηµω 


(3) (ΟΑΒ) -- 5, -- σκι υώ 


(4) (000) --5,-- Ε ωριζω 
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Η (1) λόγω των (2), (3), (4) γίνεται: 


ελ 1 

γσαι νι ημω τὰ Ψλημω «τς 
1 

-- ναι κ) (νι Ἔ νι) ηµω «3 


(6) νχινι Ἑ νχιν ς νίκι κο) (νι Τ ν)) 


Προκειμένου να δείξουμε την (1) αρκεί να δείξου- 
µε την (5) και επειδή κι, νι, Χ., νι Ε Β) από 
την (5) έχουµε διαδοχικά 


Χινι Γχλν Γ2νχινι Χ2ν) Ἑ 


(χι Γκ.) (νι Έ νι) 9 


Χινι χον; Ἔδνχινιχκν ς 


ςχινι κιν; Χο νι κ νι 5 


Χιν) Γχλνι 2νκινιχκινι0 35 
2 
νΧιν) - νΝΧονι] 340 


Η τελευταία ισχύει, συνεπώς λόγω των ισοδυ- 
ναμµιών ισχύει και η (1). 


Το ίσον ισχύει όταν κχιν;κονι 9 


ο πς Αβ/ ο 
1 


ν2 


Μια γενίκευση του 1ου προβλήματος 

της 4ης Βαλκανιάδας 

Έστω α ΕΕ και{: Ε -- Β τέτοια ώστε 

) «κτν)Ξία)Εεία-- ν) Ἔ {() Ε(α-- κ) 

ΦχινεξΕ 

(2) (0) : Κα) »0 

Να αποδειχθεί ότι η { είναι σταθερά. 

Απόδειξη 

Θέτοντας χ ν Ξ- 0 στην (1) παίρνουμε: 

(3) {0θ) -- 2(0)έα) και λόγω της (2) 5» 


(4) 40) 20 
Από την (3) έχουµε; 
(5) (0) [1-24α)]- 0 


Από την (5) λόγω της (4) βρίσκουμε 
--- 
(6) {α) -- ῷ 
Θέτοντας χΞα,νζοθ στην (1) παίρνουμε: 
(6) 
{(α) -- (α) ((α) -- (60) ((0) 5 


ΜΚΟ) 5 ΚΟ) 


5 [-. 


1 
(0) - τη αφού από την (4) ἔχουμε {0) 20, 


Η συνέχεια της λύσης όπως στον Ευκλείδη β΄ τεύχος 1, 
τόμος κα΄, Οκτ. 87, σελ. 21. 


Την παραπάνω γενίκευση την έκαναν οι Μαθηματικοί: 
1. Παπαρίζος Κων/νος, λέκτορας Πολυτεχνικής Σχολής Ξάν- 
θης 
2. Κεσογλίδης Μιχ., λέκτορας Πολυτεχνικής Σχολής Ξάνθης 


λύσεις στα θέµατα της [ροτοσπηθτίσαπα πήραμε απ 
τον Γ. Κυριακόπουλο (Μαθητής Β΄ Λυκείου) ενώ 
λύσεις στο 3ο θέμα της 27ης διεθνούς Μαθηματικής 
Ολυμπιάδας του ᾿87 πήραμε απ᾿ την Κ. Μπαγιάτη 
(ωάννινα) και απὀ τον Π. Θεοδοσίου (Φλώρινα) 
καλές λύσεις σε µιά καλή επιλογή λύσεων απ᾿ την 
27η Διεθνή Ολυμπιάδα. 


70 ΧΡΟΝΙΑ ΕΜ.Ε. 
ΘΕΜΑΤΑ Ίου 
Προπαρασκευαστικού Διαγωνισμού 


6-2-1988 


Τα θέµατα της 4ης Εθνικής Ολυμπιάδας και οἱ 
λύσεις της καθώς και οι εσωτερικοί µαθητικοί 
προπαρασκευαστικοί διαγωνισμοί Ολυμπιάδας 2, 
3 και ἕνα πλούσιο υλικό σε θεματα Ολυμπιόδας 
θα δημοσιευτούν στο τεύχος 4 του Μάρτη 868. 

Ο. προπαρασκευαστικός διαγωνισμός 1 δηµο- 
σιεύεται σ᾿ αυτό το τεύχος και περιμένει λύσεις 
μέχρι 26 Μάρτη 88. 


ΘΕΜΑ Ίο: Οι µαθητές που έμειναν στο ΄Ίδρυμα Νεό- 


Ακυριακή 13 Μάρτη ᾿88 θα γίνει ο 2ος Προπαρασκευαστικός 
διαγωνισμός µε θέµατα κυρίως Β΄ Λυκείου. Ο 3ος προπαρα- 
σκευαστικός διαγωνισμός και τελικός θα γίνει τον Απρίλη 
88, η ακριβής ηµεροµηνία θα γνωστοποιηθεί ἔγκαιρα και θα 
αφορά κυρίως ύλη Γ΄ Λυκείου. Οι τρεις αυτοί προπαρασκευ- 
αστικοί διαγωνισμοί είναι διαγωνισμοί για τη στελέχωση της 
εξάδας που θα αποτελέσει την Εθνική ομάδα που θα πάρει μέ- 
ρος στην 5η Βαλκανιάδα (Μάιος 88 - Κύπρος) και στην 29η 
Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα ([ούλιος 88 - Καμπέρα και 
Σίδνεῦ Αυστραλίας). 


τητος για να πάρουν µέρος στην 4η Εθνική Μαθημα- 
τική Ολυμπιάδα παρατήρησαν ότι: 

α) Κάθε μαθητής γνώριζε ἕναν τουλάχιστον άλλο 
µαθητή. (Θεωρούμε ότι αν ο μαθητής Α γνωρίζει το 
µαθητή Β, τότε και ο µαθητής Β γνωρίζει το µαθητή 
Α). 

β) Αν δυο μαθητὲς ἔχουν τον ἴδιο αριθµό γνωστών, 
τότε δεν ἔχουν κοινό γνωστό μαθητή. 

Να δείξετε ότι ένας τουλάχιστον από τους µαθητές 
ἔχει µόνο ἕνα γνωστό µαθητή. 


ΘΕΜΑ 2ο: Οι ακέραιοι αι, α;, ..., ἄν, ... ἱκανοποιούν 
τη σχέση ἄν} -- ανει αν - 1 για κάθε θετικό ακέ- 
ραιο ν (δηλ. α, Ξ α) "αι - 1, αι Ξ αι αι - 1 
κ.λπ.). Να δείξετε ότι αν ν 2 5, τότε ο αριθµός 
αν -- 7 είναι σύνθετος. 


ΘΕΜΑ 3ο: Μπορούμε να τοποθετήσουµε στα τε- 
τράγωνα µιας 6 Χ 6 σκακιέρας αριθμούς από το 
σύνολο {-- 1, 0, 1} ἔτσι ώστε σε κάθε γραµµή, κά- 
θε στήλη και κάθε µια από τις διαγώνιες της 
σκακιέρας το άθροισμα των αριθμών να είναι δι- 
αφορετικό; 


ΘΕΜΑ 4ο: ΄Εστω ΑΒ µια χορδή κύκλου Μ. Με 
κέντρο το Α και ακτίνα μικρότερη από τη χορδή 
ΑΒ γράφουμε κύκλο Κ΄ που τέμνει τον Κ στα 
σηµεία Μ, Ν και τη χορδή ΑΒ στο σηµείο Γ. Αν 


Μ είναι το σηµείο του μικρού τόξου ΑΒ και αν η 


µεσοκάθετος επί του ΒΓ τέμνει το μικρό τόξο ΑΒ 
στο σηµείο Ζ, ν᾿ αποδειχθεί ότι το Ζ είναι το µι- 


σό του ΒΜ. 
Αθλοθέτες Π.Μ.Δ. (1987) 


1. ΝΗΕ«ΟΛΑΟΣ ΚΙΣΚΥΡΑΣ (Οι τόκοι των 100.000 

που έχουν καταθεί για ΕΜΕ) περίπου 15.000 δρχ. 

Στη µνήµη των γονέων του ΑΝΩΡΕΑ και ΜΕΤΑΞΙ- 
ΑΣ του αδελφού του Ηλία και του γαμπρού του Νί- 
κου, ακόµη στη µνήµη των εκπαιθευτικὠν αγωνιστών 
της Εθνικής Αντίστασης, της θηµοκρατίας και της 
Εθνικής Ανεξαρτησίας στα δυο καλύτερα γραπτά Γε- 
ὠμετρίας της Β΄ Λυκείου. 


2 σειρές βιβλίων του 


2. ΧΟΛΗ ΑΘΗΝΑΊΣ (αρ. απὀδ. 9809) 15.000 δρχ. 
38. ΘΡΟΥΜΟΥΛΟΠΟΥΛΟΣ ΛΑΖΑΡΟΣ 
(αρ. απὀδ. 9810) 5.000 δρχ. 
4. ΠΑΛΛΑ ΑΛΙΚΗ (αρ. απόδ. 235) 40 000 δρχ. 
5. ΕΘΝΙΚΗ ΤΡΑΠΕΖΑ ΕΛΛΑΔΟΣ 
(αρ. απόδ. 312) 100.000 δρχ. 


6. ΟΤΕ. 100.000 δρχ. 
7. ΓΕΝΙΚΗ ΤΡΑΠΕΖΑ 10.000 δρχ. 
8. ΕΤ.Β.Α. 15.000 δρχ. 


9 ΕΛΛΗΝΙΚΗ ΑΣΤΥΝΟΜΙΑ 
(αρ. απὀόδ. 9967) 10.000 δρχ. 
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Άπομυβοποίηση τω! θλύμπΙ(θωΥ 


Τ. Λαμπρόπουλος - Ἀθήνα 


Φίλε µαθητή, 

Στο πρώτο τεύχος του Ευκλείδη Β΄ έτους 1988-89 διά- 
βασες ένα άρθρο µε τίτλο «αποµυθοποίηση των ολυμπιά- 
δων» και το οποίο σε παρώτρυνε να γράψεις τις εντυ- 
πώσεις σου, τις παρατηρήσεις σου και τις προτάσεις 
που πιθανόν να έχεις για την νέα αυτή στήλη. Μην ξε- 
χνάς ότι ο Ευκλείδης β΄ είναι δικό σου περιοδικό και ότι 
εσύ είσαι ο τελικός αποδέκτης των όσων γράφονται. 

Επομένως εσύ θα κρίνεις τα γραφόμενα και εσύ θα 
εκφράζεις την επιθυµία σου στο τι θέλεις να γράφεται 
και βέβαια µε ποιον τρόπο θα γράφεται. 


Τώρα που θέλουμε να αρχίσουμε τη συνέχεια του άρ- 
θρου δεν ἔχει κυκλοφορήσει το α΄ τεύχος του Ευκλείδη 
β΄ και επομένως δεν ἔχουµε καµία κρίση ώστε να απο- 
φασίσουµε αν θα γράψουμε, τιθα γράψουμε και πως θα 
το γράψουμε. 

Οι υπεύθυνοι της σύνταξης ζήτησαν το άρθρο να 
απευθύνεται σ᾿ όλους τους μαθητές του Λυκείου. 

Ὑπάρχει επομένως αντικειμενική δυσκολία στην 
επιλογή του θέματος ώστε να αρχίσουμε. «Αρχή το ἡμι- 
συ του παντός»... θα ἔχετε διαβάσει. Ευτυχώς, σαν απὀ 
μηχανής θεός, συνέβησαν τρία γεγονότα ώστε να βρε- 
θεί το θέµα. Αυτά είναι; 


1) Ο ανηψιός µου ο Γρηγόρης μαθητής της Ε΄ Θημο- 
τικού ήρθε στον «σοφό» θείο να µάθει τα κριτήρια διαι- 
ρετότητας δηλαδή πότε διαιρείται ένας ακέραιος µε το 
2, πὀτε µε το ᾱ, πότε µε το ὔ, πότε µε το 3 και πότε µε το 
9 Ο Γρηγόρης είχε µάθει απὀ τον δάσκαλό του τους 
σχετικούς κανόνες οπότε ο θείος σκέφτηκε, ότι σαν µα- 
θηµατικός, έπρεπε να δείξει στον ανηψιό του περισσό- 
τερα πράγματα και εφαρμογές πάνω σ᾿ αυτό το θέµα 
από τον δάσκαλο. 

Ρώτησε τον ανηψιό του πότε ένας αριθµός διαιρείται 
µε το 6 και ακόµα έχοντας υπ᾿ όψι του ένα θέµα µιας 
Κινέζικης Μαθηματικής Ολυμπιάδας µου ἔλεγε. «Αν ο 
αριθµός 62αβ427 διαιρείται µε το 93 να βρεθούν τα 
α, β» προσπάθησε να του μάθει εμπειρικά, πότε ένας 
αριθµός διαιρείτε µε το 11. 


9) Μελετώντας τα θέµατα του Πανελλήνιου διαγω: 
νισμού του 1986 πρόσεξα ότι το 4ο θέµα ἔλεγε«Αν ΑΞ 
21111. 29 -.1 και Β-- 20 - 1δρ-- 1 να δείξετε 
ότιο Α. Β είναι πολλαπλάσιο του δ]». 


3) Οι μαθητές του Α: µου είπαν ότι ο συνάδελφος στο 
Α. έβαλε διαγώνισµα την άσκηση. ο 
«Να δειχτεί ότι Ὑ ν Ε Νο ὅ διαιρεί τον δν 3 


΄Ετσι αποφάσισα λοιπόν να σας παρουσιάσω την διαι- 
σετότητα, ένα σπουδαίο κεφάλαιο των Μαθηματικών 
που δυστυχώς δε διδάσκεται στο [Λύκειο και για το 
οποίο ἔχεις µια γενική εποπτική αντίληψη. Μαθητής στο 
δημοτικό είχατε μάθει. 


«Ο. Διαιρετέος είναι ίσος µε τον διαιρέτη επί το 
πηλίκο συντο υπόλοπτο δηλαδή β- δ-π- υρ. Μη- 
χανικά γνώριζες την ἔννοια της αλγοριθµικής διαίρεσης 
και το θεώρημα: 

«Αν α και β ακέραιοι τότε υπάρχουν μοναδικοί 
ακέραιοι π και υ τέτοιοι ώστε 


αξβπΊτυ µε θςυςβ» 


Οἱ ακέραιοι που γνώριζες στο Δημοτικό είναι αυτοί 
που σήµερα τους ξέρεις σαν φυσικούς. Επομένως το 
θεώρηµα στο σύνολο των ακέραιων που γνωρίζεις τώρα 
γίνεται: 

«Ανα ςζκαιῇβεὔΖ", τότε υπάρχουν µοναδικοί 
ακέραιοι π και 0 τέτοιοι ώστε: 

απγβπἜτυ µε οςξυς/β» 

Προσέξτε, τώρα οι α και β µπορεί να είναι και αρνη- 
τικοί ακέραιοι το υπόλοιπο όµως είναι πάντα φυσικός 
αριθµός, Παράδειγμα. 
« ὅὃ95ς9".7-τ-8, 
8 ξςο(-8) 1 
υπόλ, 1» 

Και τώρα ας λύσουμε την άσκηση. 


διαιρέτης το 5, υπόλοιπο το 4 
διαιρέτης το 5, πηλίκο το -- 8, 


«Να βρεθούν οι φυσικοί αριθµοί α, βιΥγ,δ όταν 
γκάβςδ,ακᾶκαια4β τ 24Υ Τ 1208 --δ26». 

Λύση: 

Αναφέραμε ότι αν α,β, Ε Ζ και β”5 0 υπάρ: 
χουν ακριβώς δύο ακέραιοι πκαιυ ώστε αΈβπτυ 
µε θςυς- 1β|. 

Επομένως τη δοσµένη σχέση μπορούμε να τη Υρά- 


ψΨουμε: 826 -- 4(β -- ϐγ - 306) -α,θςας. 
Ισχύει όµως 826 -- 4: 206 τ 2. 
οπότε 4-206--2 4β -- 6γ-- 308) τα 


και επειδή από τον ορισμό οι π και υ είναι μοναδικοί τότε: 
αΞβ και 206--β --6Υ--305δ ἡ 
206 -- 6Υ 3 56)β ἡή 6:43 26(γ 58) -β 


µε ΟςΚβςΕδ5 οπόε ΒβΞ2Ζ και ΥΤ5δΞ 54 
Η τελευταία σχέση γράφεται: 
5.0 4Ξ5δΥ µε ΟΕΥΞς4 
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και επομένως ΥγζΞά4 και ὅὃξΞ6. 
᾿Αρα τελικά ἔχουµε αΞδ,β-2,γ-4,δςς. 


Ακολουθώντας τον ἴδιο δρόµο προσπαθήστε να λύ- 
σετε την άσκηση: 

«Ίνα βρεθούν οι Φυσικοί αριθµοία- 4,βςδ,ΥΞδ8 
όταν α {- 5β -- 20ν ἠ- 1806 -- 589». 

Μη διστάζετε να την λύσετε. Είναι πολύ εὐκολο, Μπο- 
ρείτε ακόµα να Φτειάξετε και εσείς ασκήσεις αὐτής της 
µορφής και θα χαρούμε πολύ αν µας τις στείλετε. 

Και τώρα ας δώσουμε δυο ορισμούς. 


Ορισµός Ἱ: 

«Τους αριθμούς α και βπου διαιρούµενοι µετον ὅ 
δίνουν το {διο υπόλοιπο τους λέμε ισοὐὔπόλοηπους ή 
ισοδύναµους κατά µέτρο ὅὃ και γράφουεατβ 
(πιοαά ὅ)». 

Δηλαδή οἱ αριθμοί 23 και (-- 33) είναι ισοὐπόλοιποι 
κατά μέτρο 4 επειδή: 


24.δ και -ὀδξήά(-ο) ο 


δηλαδή το υπόλοιπο των διαιρέσεων 23 :4και-- 33:4 
είναι το 3. 


Ορισµός 2: 

Ανα,β,έΖμεα”-θ,θα λέμε ότι ο ᾖβ διαιρείται µε 
τον α ή ότι ο α διαιρεί τον β και θα γράφουμε α/β, 
όταν και µόνο όταν υπάρχει ακέραιος γ τέτοιος 
ώστε να ισχύει α- β: γ. 

Στην περίπτωση αυτή θα λέμε επίσης ότι: 
|) ο α είναι πολλαπλάσιο του β και 
Π) ο β είναι διαιρέτης ή παράγοντας του α. 

Θα αποδείξουμε τώρα μερικές βασικές προτάσεις της 
θεωρίας αριθμών. 


Πρόταση 1 

Ανα, β, γ. Ε 7, τότεισχύουν οἱ πιο κάτω ιδιότητες 
| Αν α΄/β, τότε για κάθε κε Ζ ισχύει α/κβ 
Π) Αν α/β και β/γ, τότε αγ 
Π) Αν α/β και α/γ, τότε αβ  γ 
ἵν) Αν α/β, β 5- τότε |α/ ς /β/ 
ν) Αν αβ και βαµεα,βε ΖΧ τόεατ ῇβ 

Θα δώσουμε σύντομες αποδείξεις μερικών ιδιοτήτων. 
Από α/β -» ότι υπάρχει λ 6 Ζ τέτοιος ώστε 


βςλακβ-κλα ἡή κβς(κλ]α 


που σηµαίνει ότι α/κβ. 

Π) Από α/β- ότι λες Ζ τέτοιος ώσε βτλα 
και απὀ β/Υ5 ότιρς Ζ τέτοιος ώστε ΥΞ ρβ. 
ΥΞ ΡβΞ- ρίλα) Ξ (ρλ)α 

δηλαδή Υ Ξ{ίρλ]α που σηµαίνει ότι α/γ. 

Π) Από α/β5 ότι ηλεζ τέτιος ώστε βΞλα 
και από α/γ5 ότι Ἕμεσζ τέτοιοςώστε γτμα. 


Επομένως από 


Επομένως βΈγΞλαΞἜμαξΞβΕΥΞί(λΈμ)α 


που σηµαίνει ότι α/β -- γ. 
Τις υπόλοιπες ιδιότητες µπορείς µε τον ίδιο τρόπο να 
τις αποδείξετε μόνοι σας. 


Πρόταση 2. 
Έστωα,βέ Ζκαιγ{έ 23. Τότε οι διαιρέσειςτων 


ακαιβ µε τον Υ δίνουν το ίδιο υπόλοιπο όταν και µό- 
νο όταν η διαφορά α -- β είναι πολλαπλάσιο του γ. 


Απόδειξη: 

Ευθύ: Θα αποδείξουμε ότι αν οἱ διαιρέσεις των α και 
Β µε το γ δίνουν το ἴδιο υπόλοιπο τότεη διαφορά α-- β 
είναι πολλαπλάσιο του γ. 


Έστω αΞξγπι Γυ και βΞὙνπ: Έυ. Τότε θα 


ἔχουμε α-βζξίγπι Γυ)-- (Υπ; υ) -- 


γπι Ευ-- γπι-- ὑυἜγπι- Υπ ίπι-- ΠΟ) 
που σηµαίνει ότι γ/α-- β. 
Αντίστροφα: Αν γ/α -- βθα αποδείξουμε ότι οι διαι- 
ρέσεις των α και β µε το Υ δίνουν το ἴδιο υπόλοιπο. 
Από γία--β-5 ὀτιυπάρχει λΕζ µεα-βςΈ 
λγ-αξλμ--β. Ἐστωότι αΞξργ Ευμεθςκυς«ζ]γ. 


Τότε θάχουµε λΥ ΓβΠΞΡΥΤΕυ3 
βΠΞ ρΥ”- λΥ Γυθ”β5γίρ- Άτυ 


µε θςευςσ 1] που σηµαίνει ότι υ είναι το υπόλοιπο 
της διαίρεσης της β µετο γ. Επομένως αν ένας ακέραιος 
α διαιρούµενος µε τον ὃ δίνει υπόλοιπο υ, 


αυ (πιος ὃ) 
αξδπίυσα-υξδπςβδία-υ. 


ΠΡΟΤΑΣΗ ὅ. 

Ανα, --α. (πιοᾶ ν) και β, Ξ β. (πιοᾶ ν) τότε ισχύει: 
{ αι γβι Ξξα; 4 β: (πιοά ν) 
ᾗ) αι --βιΞ (πιοᾶ ν) 
Π) αἱβιξα:β; (πιοά ν) 
Απόδειξη: 

Επειδή οι ακέραιοι αι και α; είναι ισοὐπόλοιποι κατά 
μέτρο ν, δηλαδή οι διαιρέσεις αι: ν και α:: ν δίνουν το 
ίδιο υπόλοιπο τότε ο υ θα διαιρεί την διαφορά αι -- α; 


και επομένως θα υπάρχει ακέραιος Κ τέτοιος ώστε: 


τότε ισχύει γιατί από τη σχέση 


απ α; -- κν. 
΄Ομοιαθα υπάρχειλ 6 Ζ Ετσι ώστε βι -β;Ξ λἈν. ΄Αρα 
(αι -α)) Τ(βι--β:)Ξ κν { Ἂν (αι {-βι) -- (αι 1 β) 
Ξ(κ--λ)ντθαι Έβιςα; -- βι (πιο ν) 
ία, -- αἲ) -- (Βι -- β:) Ξ 
κν--λν Ξ (αι -βι) --(α:--βι) Ξίκ-λἉ)ν 
αι -βιΞα;-- β: (πιο ν) 


Την τρίτη ιδιότητα προσπαθήστε να την κάνετε μόνοι 
σας και εύκολα ακόµα µπορείτε να αποδείξετε επαγωγι- 
κά ότι αν: 


α.Ξβ, (πιοά ν), α.Ξβ: (πιοά ν), ... 
τότε; 


αι -α... Ἔανξβι Γβι Ἐ... Ἔ βν (πιο ν) 
ἥλαι"α,... ανξβι β; Μ. ϱν (πιοά ν) 
καιαν αι, Ἔα,πτ..Ξαν και βιΞβ)Ξ...Ξ βν 


ακόµα ἔχουμε: 


που σηµαίνει ότι 


, αν Ξ βν (πιοὰ ν) 


τότε έχουµε 
Π) να Ξ νβ (πιοά ν) 
ἵν) αἲ Ξ β’ (πιοᾶ ν) 
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Ας δούµε τώρα πότε ἕνας ακέραιος αριθµός διαιρείται 
µετο 11. 


Κάθε αριθμός αΞαναν-ι ... ααιαι 


όπου αν, ἄν-Ι, ..., α2, αι, ἄο 


στο δεκαδικό σύστηµα αρίθμησης Ὑράφεται: 
αξ αν 10” ! αν ι10’ 1 --.. Ε α.1θ᾽ -- αι1θ -- αι, 
νΕΝ 
Με εφαρµογή των ιδιοτήτων του Μοάμίο παίρνουμε. 


αι αι Μοά11 
10 Ξ{-- 1) Μοά11 -» Ί0αι Ξ58 (-- 1) ἀιΜοά]1] -» 
10α, 3509 Ί0αι ΞΘ --αι Μοαά11 
100 Ξ ΙΜοά1] -- 10Ξ1 Μοά]] -α.. ΊθΞα, Μοά11 
1000 -- (-- 1) Μοά11 -» 10 Ξ({-- 1) Μοά11 -» 
αι: 10Ξ -- αι Μοά1] 
και γενικά βρίσκουμε ότι 
1ο Ξξ (-- 1)” Μοα11 - αν1θ” Ξ{-- 1) αν Μοά11 
Γιατί αν ν περιττός τότε 
10’ -- (-- 1) Ξ 109 4-1 (10 -- 1) (401 -- 102 -- 
--ω. Ἔ 10: -- 16 -- 1) Ξ πολ 11 


αν ν άρτιος τότε 
10’ --(-- 1) Ξ 10’ --1Ξ (10 -- 1) 1) 1-1”: - 
{αι Ἔ 10’ -- 10 -- 1) Ξ πολ 11 
Επομένως µε πρόσθεση κατά µέλη παίρνουμε 
αυ -- αι1θ {- αι1θ; --... {- αν1θ Ξξ 
(αυ--αι Γα-αι ... Ἑ (-- 1)” αν) Μοά11 
ή αξίαι--αι -αι--αι - ... Ἔ {-- 1)” αν) Μοά]1] 


Που σηµαίνει ότιο αριθµος α- ἄναν αν-2... α-αιαι2 
διαιρείται µε το 11 αν το άθροισμα: 


αι.-αι τα) - αι Γ... Ἐ (-- 1)ανΞ πολ 11 

Ας δούµε ακόµα ένα παράδειγµα εφαρµογής των 
Μοάιο. 

«Να εξεταστεί αν υπάρχει ακέραιος ΕΜ τέτοιος ώστε 
κ᾿ -- 19891933. 6 

Λύση: 

Θα βρούμε ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του αριθμού 
19891358 - 6 δηλαδή το ψηφίο των μονάδων. Έχουμε 
ότι οι αριθμοί 1989 και {-- 1) είναι ισοὔπόλοιποι κατά μέ- 


τρο 10 γιατί 1989 -- 1 -- 1990 -- πολ. 10. 
Με εφαρμογή των ιδιοτήτων των Μοάμ]ο παίρνουμε: 


1989 -- (-- 1) Μοά10 -» 1989/55 -- (-- 1)1395 Μοά1ο -» 
19891338 -ε 1Μοά1Θ -- 6-- ὁ Μοά1θ 

1989/33 -- 6Ξ 7 Μοά]1θ 
που σηµαίνει ότι 1989/35 -ε 6-- 10λ --7Ἰ,λ ακέραιος 


δηλαδή ο αριθµός 1989/55 -- 6 έχει ψηφίο µονάδων το 7 
και άρα δεν είναι τετράγωνο ακεραίου γιατί κανενός 
ακεραίου το τετράγωνο δεν λήγει σε 7. 

Και τώρα για να δείτε ότι θα τα καταφἔρετε λύστε την 


άσκηση. 


Επομένως 


«Να δειχτεί ότι ο αριθµός 20291355 -- β5011”55 εἰ- 
ναι πολλαπλάσιο του 13». 
Και µια εφαρµογή των Μοάμίο που μετατρέπει το δυώ- 
νυµο του Νθωίοῃ. 
«Για κάθεα, β Ε Ζισχύει (α -{- β) Ξπολα {- β» 
Πραγματικά ἔχουμε 
αξθ(πιοάα) γιατί α-θξ]-α 
βΞ β(πιοὰ α) γιαί β-βΞ0θ:α 
Με πρόσθεση κατά µἔλη παίρνουμε 
αβΞβ /(πιοὰ α) -» (α- β)” Ξ(πιοά α) 


που σηµαίνει ότι ο α είναι διαιρέτης της διαφοράς 
(α {ἴ- β)’ -- β’ οπότε υπάρχει κε Ζ τέτοιος ώστε 
(α1:β)’ -β'- βΞκαβία-β) 
κα {- β’ Έπολα -- β’ 


όµοια µπορείτε να δείξετε ότι (α { β)’ -- α” {- πολβ 


Και µια εφαρµογή αυτής της ιδιότητας, 
«Να δειχτεί ότι ο αριθµός 95892222 |, 60511111 εἰ. 
ναι πολλαπλάσιο του 17». 


Απόδειξη. 
Ἔχουμε 0589 - 17: 564 -- 1 
6051 Ξ 17: 356 -ε (-- 1) 
οπότε  9589”333 -ε 60511111 -- (17 . 564 -- 1222 


[17 « 356 -- (-- 111111 -- πολΙ7 -- 12222 .ς πολΙ7 -- 
(-- 1111 -- πολ17 -- 1 -- πολΙ7 -- 1 Ξ- πολΙ7 


Αφού µελετήσετε όλη την πιο πάνω θεωρία και εφαρ- 
µογές θα αναρωτηθείτε. Μα είναι δυνατόν να λύσουν οι 
μαθητές της Α΄ λυκείου την άσκηση που δόθηκε στον 
πανελλήνιο διαγωνισμό; Μην βιάζεστε. Σκοπός αυτών 
που γράφτηκαν παραπάνω είναι να µπορείτε να δώσετε 
διαφορετικές λύσεις από αυτές που περίμενε η επιτροπή 
διαγωνισμού αλλά και να µπορείτε να αντιμετωπίσετε 
Εὐκολότερα παρόμοια θέµατα. 

Την άσκηση του διαγωνισμού θα την λύσετε μόνοι 
σας για να δοκιμάσετε τις δυνατότητες σας και θᾳ δια- 
πιστώσετε ότι θα τα καταφέρετε µε άνεση. Σίγουρα σ᾿ 
αυτό το σηµείο χρειάζεται κάποια συγκρότηση και συνξ- 
πεια στο τρόπο της αντιμετώπισης αυτών των ασκήσε- 
ων. Εμείς στρέφουµε αυτή τη προσπάθεια ακριβώς προς 
αυτή την κατεύθυνση. ΄Ετσι θα λύσουμε µια παρόμοια 
µε πολλούς τρόπους λύσης. 


«Αν Α-- 8/2 -ς οὐ] και Β- 2 1 32 Ε1 
τότε να δειχτεί ότι το γινόμενο Α: Β είναι πολλαπλά- 
σιοτου 121». 

Λύση: 
Επειδή 121 Ξ- 11 : 11, αρκεί να δείξουµε ότι: 
μμ κῃ ἨἩ σσ] 
έχουμε: Ας σον -- 
3ὖν . 8) -- 2ὔν --- (33) 9 (29) 2-9: 9ὐ Γ2: 64) 
α΄ τρόπος: Με Μοάμίο 


64 Ξ- θ(πιοά11) 5 64 Ξ 9’ (πιοά11) 5 2: 64” Ξ 
9 - ΟΥ (πιο 11) 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ τ.1/ 39 


9 Ξ θ(πιοά11) -» 9” Ξ οὐ (πιος11) -» 9. 9” 5 
9 . 9” (πιοά11) 


Με πρόσθεση κατά µέλη παίρνουμε: 
2:64 9:92: 9’ - 9: 9ὐ (ποά11) Ξ- 
11 9” (πιοά 11) 
και επειδή 11 : 9” Ξ πολ]] τότε 2" 64” -- 9.9’ - πολ]Ι] 


Παρατήρηση: 
Μπορούμε να εργαστούμε και ὡς εξής: 


9Ξ/-- 2) Μοά]11 -» 9’ Ξ (-- 2)’ Μοά11 - 9: 9’ Ξ 


9(-- 2)” Μοά11 
64 Ξ (-- 2) Μοά11 -» 64) Ξ- (-- 2)’ Μοά11 - 2 649 Ξ 
2(-- 2)’ Μοά11 


Επομένως; 9:9” 2:64 Ξ 1](-- 2)’ Μοά]11Ξ0 Μοά]1 
που σημαίνει ότι; 11/99) «2.64 ΞΑ 


β΄ τρόπος: Με θεώρηµα υπολοίπων 


Στην τρίτη γυμνασίου μάθατε να κάνετε διαίρεση πο- 
λυωνύμων. Είχατε να διαιρέσετε ἕνα πολυώνυµο ΑΧ) 
µε ἕνα άλλο Βίκ). Κάναμε την διαίρεση και βρίσκαµε πη- 
λίκο το πολυώνυμο Π(κ) και ενα υπόλοιπο Ὑίκ) µε βα- 
θµό Υ(χ) « βαθμού Βίκ). Δοκιμάσατε ποτέ να κάνετε 
δοκιμή αν εκτέλεσαµε σωστά την διαίρεση; Τότε θα δι- 
απίστωνατε ότι 


Α(Χ) Ξ Βίκ) ΠΧ) -- κ) 


που το σχολικό βιβλίο ονομάζει «ταυτότητα της διαί- 
ρεσης). 

Αν Βίκ) Ξ (κ - α) τότε το Ἡ(κ) θάναι ο σταθερός 
αριθµός υ. και επομένως θάχουμε 


ΑίΧ)ξ(χκ-α)Πίκ)-υ 
και αν βάζαμε στη θέση του κ το α θα βρίσκαµε 


Αία)ξία-- α) Πία) - υ- 
Αία)Ξ0-Πία) --υ-» Αία) - υ. 


«Δηλαδή το υπόλομπο της διαίρεσης ενός πολυωνύ- 
µου του κ διά του δυωνύμµου κ --α είναι ίσο µε το 
εξαγόµενο που προκύπτει όταν αντικαταστήσουμε 
στο πολυώνυµο το κ µετο α». 


Με τα ποιο πάνω ήθελα να υπενθυµίσω τη θεωρία 
που θα χρησιμοποιήσουμε για να λύσουμε την άσκηση. 
«Έχουμε να δείξουμε ότι; 11/9: 9" 2:64". 

Αν αντικαταστήσουµετο  µετο χΧκαιτοθάµετοα 
θάχουμε; 
Α -- Οχ" -- 2α” 


και η διαίρεση του Α µε το κ -- α δίνει υπόλοπτο την 
παράσταση που προκύπτει αν βάλουμε όπου Χ το, δη- 
λαδή 
0ἱΞ 90” -- 2α” Ξ 11α” 

Επομένως: Οχ’ Ί- 2α" Ξ (κ -- α) ΠΧ) - 11α” 5» 

9.90’ --2. 64" - (9 -- 64) - 1615» 

9ϱ.9ὐ --2: 64) - -- 550 Ε 11:64 Ξ 

11(64” --5Π),6 Ε 7. 


που σηµαίνει ότιτο 11/9: 9’ --2:64” δηλαδή 11/Α. 


Υ’ τρόπος: Με µαθηµατική επαγωγή. 
Για νΞξθ ἔχουμε: 


Αα ονε τς Ἡ Η- 2 Ξ 11 Ξ παλ] 
Δεχόμαστε ότι αληθεύει η πρόταση 
Ρ(ν) : 33 -- 24] Ξ πολ] - 
ϐ ξ1]κ- δν (κεζ) (ἳ) 
Τότε θάχουμε για την Ρίν 1): 
821νΥ1)Υ2 τε 96(νΓ1)Η1 - 3212 - αὰ ἄν θόντ1 - οὐ τς 
9. 4292 ε 64. 241] Ξ (από ἢ 9: (11κ -- 29711) -- 
64. 26911 -- 9. 1]κ -- 9 - 26Υ11 -« 64. 26ΥΤΙ -- 
9. 1ΙΚ -- 56 : 26)1) -- 11(9κ ή- 5: 24011) -- πολ]11 
δ΄ τρόπος: Με δυώνυµο του Νοννίοῃ. 


η ΕΡΕ αν --εθῦ 
Ξ9/[11 -- (4- 2)Ν -- 26: 11 -- (-- 2)’ 
Ξ θ[πολ]1 -- (-- 2)” ἠ- 2[πολ11 (- 2) 
Ἐ πολ]1 -- ο[-- 2)” - πολ11 - 2{-- 2)’ 
Ξ πολ]1 -- 11(-- 2)’ Ξ πολ]]. 


Για να ολοκληρώσουμε την λύση της άσκησης µας μέ- 
νει να αποδείξουμε ότι: 


11/22 1.42 Γ1ΞΒ µε νΕεΝ" 


Έχουμε Β-. 1 «8 1-81 .9 41 
9 1 
Ξ---(8 4)" -- 1-----[9. 129 -- 

ο { ) ο 1 2] 


θα κάνουμε την απόδειξη µε µαθηµατική επαγωγή. 
Δείχνουμε ότι η πρόταση αληθεύει για νΞ 1, δηλαδή 


] 1 
ο) 12' οὐ ἡ 110Ξ55-11:.5 Ξπολί1 
Δεχόμαστε ότι αληθεύει η Ρ(ν): 
1 
05 "1232 Ξξ1]κ(κΕΝ) 
από την οποία συνεπάγεται: 
9.12 22.11«κ959.109/-2.1ἱκ- 235 
9.12 Ξ ο(11κ -- 1) (0 
Τότε θάχουμε: 


1 ο 
Εν Όις 9” 12” πα... 


1 
πο 10 1) 61 [από 


Ξᾖ[οι]κ- 1] 6-1 1ο 1]κ- 1) ΓΙ 
15. 11κ- 12112" 11κ- 11Ξξ11(12κ-1)Ξπολίι] 
Αρα δείκτηκεκαιη ῥΡ(ίν 1). 
Προσπάθησε να αποδείξεις ότι 11/23 1» 83 41 


µε Μοάμ]ο και µε δυώνυµο του Νονωίοη. Η απόδειξη είναι 
εύκολη αν παρατηρήσουμε ότι ο ακέραιος 9:12 2 


40 /τ.3 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


είναι άρτιος και αν αποδείξουμε ότι 11/9: 12” --2 τό- 
τεο 9: 12”-ς2 εἶναι άρτιο πολλαπλάσιο του 11 δη- 
λαδή 


9.12 -2Ξοκ.11(κΕ72) 
0 1 ο 1 
οπότε 0 12 το)" 2κ" Η 5 ]]κ-- πολ 11. 


Ας ασχοληθούμε τώρα µε την άσκηση της Μινέζι- 
κης Μαθηματικής Ολυμπιάδας (οι Κινέζοι στην 29η 
Δ.Μ.Ο. που έγινε στην Καμπέρα της Αυστραλίας 
από 9-21 Ιουλίου 1986 ήρθαν 2οι µε 201 βαθμούς µε 
πρώτη την Ε.Σ.Σ.Δ. µε 217 βαθμούς), που έλεγε «Να 
προσδιοριστούν τα α και β ώστε ο αριθµός 62αβα27 
είναι πολλαπλάσιο του 99». 


Λύση: 

Για να διαιρείται ένας αριθµός µε το 99 πρέπει να δι- 
αιρείται µετο 0 και µετο 11. 

Γνωρίζετε ότι ἕνας αριθµός διαιρείται µε το 9 αν το 
άθροισμα των ψηφίων του είναι πολλαπλάσιο του 9 και 
μελετώντας το άρθρο ἔµαθες ότι ο αριθµός 62αβά27 δι- 
αιρείται µε το 11 όταν 


11/7 -ά Γα-θ6---β-25θ9]5-α-β 


Επομένως 
ϱ/62αβ4»7 ϱ/21  (α -- β) 9/9 Γ (α 1 β) 
11/62αβαΣ7 11/18 α--β 11/2 Έ(α-- β) 


Η σχέση 9/21 -{- (α -- β) είναι ισοδύναμη µε την 9/3 -- 
(α -- β) επειδή 


21 { (α -- β) 18 8 γ(α1β) ο δΤίαΤβ) 
9 9 - 4 


Επομένως από την σχέση (1) παίρνουμε το σύστημα 
ἃγα--βςολ α-β9λ-3 


θα Εκ ακ οπως μεκ,ιλεζ(!) 


και επειδή α, β µονοψήφιοι ακέραιοι, τότε 
μη Εβς Ιδ8 -... 


-θςα-βςο'|-ος ]Ικ-δςθ9 


9 
955 Ἡ 
-Ἱσς ιϊκς 11] πι]  Ἑκς] 


ἃςκολςο] δοςλς ο] λξιῤ 
κξο0,1 


Η λύση του συστήµατος (1) δίνει 


1 
απο δλΤ1]κ-- 5) 


βλ Ἱ]κ -- 1) 


Προφανώς οι παρενθέσεις πρέπει να είναι άρτιος ακξ- 
ραιος. Τούτο συμβαίνει όταν οἱ κ, λ δεν είναι και οι δύο 
άρτιος ή και οι δύο περιττοί. Επομένως 


Για λΞ51, κξθΞ5αΞ2 και βΞξά4 
Για λ-δ, κξ]-α- 12 απορρίπτεται 


᾿Αραπρέπει αΞξ 2 καιῇς- 4, οπότε ο αριθµός είναι ο 
6224427 

Σε κάποια βιβλιογραφία διάβασα ότι στην Ἱάη 
Ισπανική Μαθηματική Ολυμπιάδα 1977 δόθηκε η 
άσκηση «Να δείξετε, ότι το άθροισµα δ διαδοχικών 
ακέραιων, δεν είναι τέλειο τετράγωνο». Αυτό προ- 
Φανώς είναι λάθος του μεταφραστή γιατί εµείς θα 
δείξουµε ότι: «Ὑπάρχουν άπειρες πεντάδες διαδοχι- 
κών ακέραιων που το άθροισµά τους είναι τέλειο τε- 
τράγωνο». 

Εάν σας ζητήσω να γράψετε πέντε διαδοχικούς ακέ- 
ραιουὺς το πιο πιθανό είναι να γράψετε: 


ἂν νι αν ὃν  Ἡν μην. η 


Αυτό που γράψατε είναι σωστό και λογικό. Χάρη της 
λειτουργηκότητας συνήθως εμείς οι μαθηματικοί τους 
γράφουμε σαν συμμετρική παράσταση ως εξής: 


Χο κ], κ, κ], κ, µε κε 
Οἱ 5 αυτοί αριθμοί έχουν άθροισμα: 
κο του κατ τα 2ξεὅκ 
Θέλουμε να ισχύει δχΞξκ᾽ κεζ. 
Γράψετετο κΞ- ϐλ, δεν σας εξηγώ γιατί και ποιες πο- 
λύπλοκες μαθηματικές ορολογίες και θεωρήματα πρέπει 


να εφαρµόσετε αλλά γιατί νομίζω ότι το μαθηματικό 
σου ένστικτο έτσι πρέπει να λειτουργήσει, και θα έχεις: 


δχ -- (δλ)) 9 6κ- 2βλ) ωκ-δίλεζ" -- [Η- 1] 


Νομίζω τώρα πως για κάθε τιµή του ακέραιου λ. θά- 
χεις τον ακέραιο κ και κατά συνέπεια θάΧχεις και µια πε- 
ντάδα Φυσικών µε τη ζητούµενη Ιδιοτητα. 


Και τελειώνοντας αναφέρω ένα θέµα που δόθηκε 
σε μαθηματικό διαγωνισμό Τορίνου-Βενετίας που 
έλεγε: «Ύα βρείτε τους φυσικούς αριθμούς υ, για 
τους οποίους είναι 3/9" -- 1». 


Επειδή 3 Ξ 9 -- 1 εὔκολο είναι όχι µόνο να απαντή- 
σετε αλλά και να αποδείξετε µε πολλούς τρόπους ότι 
πρέπει το υ να είναι περιττός ακέραιος. 

Θα αντιμετωπίσουμε τώρα γενικότερα το θέµα: 


«Να προσδιορισθούν οι φυσικοί αριθμοί ν, για 
τους οποίους είναι ν {- 1/ν" -- 1. 
Με Μοάι]ο θάχουμε: 


νΞ -- 1 Μοά (ν -- 1) 5» ν’ Ξ(-- 1)’ Μοά (ν {- 1) 
1Ξ 1 Μοά (ν -- 1) 


Με πρόσθεση κατά µέλη παίρνουμε: 
ν 1-1)” 1 Μοά (ν -- 1) 
που σηµαίνει ότι για να είναι ν -- 1/ν’ Ἔ 1 πρέπει 
(1) Ε1Ξξ09νξ2κΤ]Ι, κεΕΝ 


Μπορείτε να εργαστείτε και µε δυώνυµο του Νοῳῄοη 
έχετε: 


ν ε]ξ(ν]-1) Ειςπολν Γ]) σι τι 
Για να ισχύει ν’ {-1Ξ πολ (ν -- 1) πρέπει 
(1) ε1ξθνΞΟκΓ]ΙκΕΝ. 
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Τώρα θα σας προτείνουμε μερικές ασκήσεις τις οποί- 
ες µπορείτε να λύσετε. Η Συντακτική Επιτροπή περιµέ- 
νει τις λύσεις που θα δώσετε καθώς και δικές σας ασκή- 
σεις που θα Φτιάξετε, µε λίγη προσπάθεια. 


ν) --δν) - 4ν 


Α: Να δείξετε ότι η παράσταση 
ντο 


ται µετο 24, σν ΕΝ. 
Ὑπόδειξη 

Παραγοντοποιήστε τον αριθμητή και τελικά θάχεις 4 
διαδοχικούς ακέραιους. 


διαιρεί- 


Α: Ίνα βρείτε µε πόσους φυσικούς αριθμούς διαιρείται ο 
αριθµός 3735... 1 και στη συνέχεια να δείξετε ότι αν κ 
ΕΝ,Κκ22 και λε ΝΑ µελ σύνθετος που διαιρείται 
από ν διαφορετικούς φυσικούς αριθμούς, τότε ο αριθµός 
κλ--Ι, διαιρείται µε ν τουλάχιστον φυσικούς αριθμούς. 
Ὑπόδειξη: 

235. {5-1 15 {0.98 1-. 


Αι Αν ν ΕΝ, τότε δ5/ν’ ή ον’ διαφέρει κατά µονάδα, 
από ένα πολλαπλάσιο του δ. 


Αι . βρείτε τα δύο τελευταία ψηφία της διαφοράς 99” 
οι 
Υπόδειξη: 

Προφανές είναι ότι όταν ἕνας φυσικός αριθµός διαιρε- 
θεί µε το 100, τα δύο τελευταία ψηφία του είναι το υπό- 
λοιπο της διαίρεσης. 

Επομένως 90 Ξ8({-- 1) Μοά100 5» 


90) Ξε(-- 1) Μοά 100 -» 9ο” -- 
Ακόμα 
515] -- δΙ - 5190 -- 51 . (5133 -- 61 . (2601)3 


και 2601 -- 1 Μοά100-- 51 - (2601) Ξ- 51 1 Μοά100 
"Αρα τελικά 99” ξ- -- 1 Μοά1θθ και 5151 Ξ51 Μοά100... 


Α. Να βρεθούν τα δύο τελευταία ψηφία του αριθμού 9189 
Ὑπόδειξη 
9190 -- 963 . 995. 9ῇ Ξ 16: 95. 16 (Μοά1θ0) Ξ 


256 «96 (Μοἀ100) -- 56” (-- 4) (Μοάἀ100) -- 
224 (Μοά100) Ξ- -- 24 (Μοά100) Ξί Ἰ6(Μοά100) 


] Μοά100 


Α.. Ίνα δειχτεί ότι το άθροισμα των τετραγώνων πέντε 
διαδοχικών ακεραίων δεν είναι ἴσο µε το τετράγωνο α- 
κεραίοῦ. 
ὙΥπόδειξη 

Να γράψετε τους 5 διαδοχικούς ακέραιους σε συμµε- 
τρική παράσταση και θάχετε τελικά: 


δν. - 2) Ξκ) νν -2 δρ 5/ν 2 
Η διαίρεση του ν µε το ὃ δίνει υπόλοιπα 0, 1, 2, 3, 4.... 


Α; Να δειχτεί ότι καθε ακέραιος αριθµός ϱ, που είναι 
πρώτος και ἔχει απόλυτη τιµή µεγαλύτερη από 3 είναι 
της µορφής 6κ -Ε 1, όπου κ κατάλληλος ακέραιος αριθ- 
µός και στη συνέχεια να δειχτεί ότι το τετράγωνο κάθε 
πρώτου αριθμού μεγαλύτερου από το 3, αν διαιρεθεί µε 
το 12, δίνει υπόλοιπο Ἱ. 
ὙΥπόδειξη 

Έσωο ρξόκ{λ,κ,λςζμε οςλ-«6θ. Απο: 


κλείονται οι τιµές Ἀ-θ,1],3,4 γιατί... 


Αιε ἴΝα εξεταστεί αν υπάρχουν ακέραιοι Χ, ν τέτοιοι ώστε: 
Δχ --νὶ Ξ- 7. 
Ὑπόδειξη 

ἀχ -ν Ξ]ςλχ-ν {-Τ-5 3/ν 753 ΕΙ 


δείξε ότι το 3 δεν διαιρείτο ν΄ Ί- Ἱ. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ: ΄Ολες οι πιο πάνω προτεινόμενες α- 
σκήσεις ἔχουν δοθεί σε διάφορους μαθηματικούς δια- 
γωνισμούς ή μαθηματικές Ολυμπιάδες, 


Και τώρα να αποδείξετε τις πιο κάτω βασικές προτά- 
σεις και ασκήσεις, 


Βι Ίνα δειχτεί ότι ένας αριθµός διαιρείται µε το 9 αν το 
άθροισμα των ψηφίων του διαιρείται µε το 9. 


Β; Αν απὀ ἔναν αριθµό αφαιρέσουμε το άθροισμα των 
Ψηφίων του τότε η διαφορά που προκύπτει είναι πολλα- 
πλάσιο του 9. 


Β: Αν ν Ε Ν να δείξετε ότι 6/ν (ν -- 1) (ν -- 2) και 
μ. 94/ν (ν «« 1) (ν -- 9) (ν -- 8) 
και 2-3 - 5/(ν) - 1) ν(ν) -4),ν2. 


Β, Αν η διαίρεση του 802 µε ἔναν ακέραιο α δίνει πηλί- 
κο 14, βρείτε τις δυνατές τιμές του α και των υπολοίπων 


Β. Ίνα δειχτεί ότι 7/22223555 -- 665633, 


Βι Μέσα στο σύνολο των φυσικών Ν” να λυθεί η εξίσω- 
ση Βχ᾽ Ξ ον’, 
Ὑπόδειξη: 


επ ακα πα 


Να δικαιολογήσετε τις ισότητες 


Β; Οἱ διαιρέσεις του 253 και 525 µε ἕνα φυσικό αριθµό α 
δίνουν υπόλοιπο 15. Να βρεθούν οι δυνατές τιμές του α. 


Β. Με ποιο φυσικό αριθµό πρέπει να διαιρεθούν οι 1268 
και 1802 για να πάρουμε αντίστοιχα υπόλοιπα 8 και 17. 


Β, Για κάθε ν Ε Ν να δειχτεί ότι 1833/1115 -ε αντι 
Βιω Να δειχτεί ότι ϱ 1 Ξ πολ 2 νΕΝ,ν322 


Βιβλιογραφία: Οἱ ασκήσεις που δόθηκαν σε Μαθηματικούς 
διαγωνισμούς ἡ Μαθηματικές Ολυμπιάδες πάρθηκαν απὀ τον 
Ευκλείδη Β΄ και απὀ το βιβλίο Μαθηματικές Ολυμπιάδες του 
Δ. Γ. Κοντογιάννη. 


Τυπογραφική επανόρθωση: Στη στήλη απομυθοποίη- 
ση των Ολυμπιάδων τεύχος 1 σελίδα 29 η παράγραφος 
6 να διορθωθεί ως εξής: Για να δεχτείτε κάτι πρέπει να 
το έχετε αποδείξει εκτός αν η αληθειά του έχει θεµε- 
λειωθεί αξιωμµατικά». 

Επίσης στην άσκηση 4 σελίδα 352 η υπόδειξη να διορ- 
θωθεί: 

κ΄ Εδν) 4σ- 289 κ) (ν2ν)/ { (24) -- 28 

οπότε 


Γρ -ε(- 22) 4 Ἰ[κ” Ε(ν2ν)” Ε (2ε)] 25... 


Ζητούμε συγγνώμη απ᾿ τους αναγνώστες µας γι’ αυ- 
τέστις παραδρομεές και ευχαριστούμε για τα καλά λόγια 
προς τη στήλη. Αλλά θα επανέλθουµε αναλυτικά στο 
επόμενο τεύχος... 


421. ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


δη Ἑλληνικὴ Μαθηματική Ολύμπιόθα 


Δυστυχώς ο χώρος του περιοδικού δεν επιτρέπει να 
παρουσιάσουμε όλες τις λύσεις που ἔδωσαν οι μαθητές 
που πήραν µέρος στην δη Ε.Μ.Ο. και που μερικές απὀ 
τις σχέσεις ήταν πάρα πολύ καλές, Οι λύσεις είναι της 
επιτροπής, ενώ όπου υπάρχει ἔνδειξη μαθητών είναι 
από τα καλύτερα γραπτά του διαγωνισμού. 


ΘΕΜΑΤΑ Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 


θ! ΄Εστω Α το άθροισμα τριών διαδοχικών ακεραίων 
και Β το άθροισμα των αµέσως επομένων τριών δια- 
δοχικών. Είναι δυνατόν να έχουµε ΑΒ -- 33333: 


-- ΄Οχι, γιατί αν ν -Ι, ν, ν {- 1 οι αριθμοί και 


ντδ ν-ὸ, ν-4 οι επόμενοι τους τότε 
Α-θν, ΒΞὸνΤ9 

οπότε Α:ΒΞο9ν(ν -- 3) ἀρτιος σὲ 34333, 

(μαθητών) 


Α .ΒΞ9ν9 (ν 1 3). 
Οἱ αριθμοί Α: Β είναι πολ. 9 ενώ ο 33335 όχι. 


ϐ; Πόσοι δρόμοι υπάρχουν απὀ το Α στο Β τέτοιοι ώστε 
να αποτελούνται από 5 οριζόντια τµήµατα και 9 κα: 
τακόρυφα τµήµατα µήκους 1 το καθένα; (βλ. Σχ. 1). 


Β 


Α Σχ. | 
»- Απάντηση 42. 
θ, Σ᾽ ένα τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς α θεωρούμε τον 
κύκλο Ο που εφάπτεται της πλευράς ΒΓ και των δύο 
ημικυκλίων διαµέτρων ΑΒ και ΓΔ. Να υπολογιστεί η 


ακτίνα του κύκλου Ο, 
Α ᾳ Δ 


Ε Ζ 


ηΝ 
ρω 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


-- Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο ορθογώνιο τρίγω- 
α 
νο ΕΚΟ βρίσκουμε ... 


6, Ν᾽ απλοποιηθούν οι παραστάσεις 


πα ον. 
(α: 1 --- στ (β) ας 
{- ---- σε 
. ΡΤΕΤΡ 


»- (α)ὸ, (Β) ἃ, (Υ)β 


ΘΕΜΑΤΑ ΤΗΣ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


θ, Ανα,β, Υ,δ,κ, ώ, 2, ω εἶναι πραγματικοί αριθμοί τέ- 
τοιοι ώστε 
αχ - βν-ΥΣ- δωΞ0 
βκαν-- ὃσ  γωξ0 
γκ δν α-βωξῦθ 
ὄκχ- γν -βεγσαωξο 
να δειχτεί ότι αξβξγζδΞ0 
ή χΞνζξζζξωζξο 
»- (μαθητών) ΄Εστω ότι 
(ία, β, Υ, δ) 5 (0, 0, 0, 0). 
Πολλαπλασιάζουµε κατά μἔλη την Ίημεα, τη 2η β, την 
8η µε Υ την 4η µε ὃ και προσθέτουμε. Παΐρνουμε 
(α’ -- β «- γ΄ -- δ.κΞ0. 
Τότε χ-ῦθ καιόµοα νξ2ζξω-ζ0. 
΄Αλλη λύση μαθητών 
υΥψώνω τις σχέσεις στο τετράγωνο και µετά προσθέτω 
κατά µέλη. Θα πάρω 
(α) - β ΕΥ) -Ε δ)) (κ) ν΄ σ' ω9Ξ0, 


οπότε δέ ΞΕΘΣ9 


είτε Ζπντζ2ξωΞξ0 


ϐ, Μία συλλογή διηγημάτων του Α. Παπαδιαμάντη πε- 
ριέχει 70 διηγήματα, ένα µιας σελίδας, ένα δύο σελί- 
δων... ἕνα 70 σελίδων και όχι αναγκαστικά µε αυτή 
τη σειρά. Κάθε διήγηµα αρχίζει από καινούργια σε- 
λίδα και η αρίθµηση των σελίδων του βιβλίου αρχίζει 
απὀ την πρώτη σελίδα. Ποιος είναι ο µέγιστος αριθ- 
µός διηγημάτων που αρχίζουν από σελίδα µε περιττό 
αριθµό, 


τι 1/49 


»- (μαθητών) Από τα 70 διηγήματα τα µισά έχουν πε- 
ριτό αριθµό σελίδων και τα 35 θα ἔχουν άρτιο. Το 1ο 
θα αρχίζει από την σελ. 1. Τα επόμενα θα αρχίζουν από 
σελίδα µε περιττό αριθµό, µέχρις ότου φτάσει το πρώτο 
διήγημα µε περιττό αριθµό σελίδων. Το επόμενο θᾳ αρ- 
χίζει από σελίδα µε άρτιο αριθµό (αφού περιττός ήἐ- πε- 
ριττός -- άρτιος), όπως και όσα θᾳ το ακολουθήσουν μέ- 
Χρι να φτάσουμε σε διήγηµα µε περιττό αριθµό σελίδων, 
οπότε το επόμενο του θαᾳ φτάσει σε σελίδα περιττού 
αριθμού. 

΄Ετσι από σελίδα άρτιου αριθμού θα αρχίζουν τα διη- 
γήµατα που ακολουθούν το ]ο, το 3ο, ..., το 33ο, το 35ο. 
΄Αρα τουλάχιστον 17 διηγήματα θα αρχίζουν από σελί- 
δα άρτιου αριθμού. 

Αν τα πρώτα 35 διηγήµατα είναι αυτά µε τον άρτιο 
αριθµό σελίδων, θα αρχίζουν από περιττή σελίδα. Από 
τα υπόλούια 17 θα αρχίζουν από άρτια σελίδα και τα 18 
από περιττή σελίδα. 

΄Αρα συνολικά δὰ -- 35 -- 18θᾳα αρχίζουν από περιττή 
σελίδα. 

ϐ. Από σηµείο Α εκτός ευθείας ε φέρουμε την κάθετο 
ΑΒ επί της ε και τρεις πλάγιες ΑΓ, ΑΦ και ΑΕ που 
ανήκουν στο ἴδιο ηµιεπίπεδο που ορίζεται από την 


ΑΒ και ἐτσι ώστε (ΑΔ) Σ 5 (40) Ἐ(ΑΕ)), Ν᾿ α- 


ποδειχτεί ότι (Γὰ) 32 (ΔΕ). [Τα σηµεία Β, Ε, Δ, Ε κεί- 
νται επί της ευθείας ε]. 


»-΄Εστω Μ το μέσο του ΓΕ. Είναι γνωστό ὅτι 
] 
(ΑΜ)« τ [ΑΓ) -- (ΑΕ). 


΄Αρα (ΑΔ) (ΑΜ) 
και συνεπώς (Β/) 2 (ΒΜ) δηλ. (8) 288) 


6. Ίνα λυθεί η εξίσωση 2 | --2χ] --Ίκ-- 9) κ(κΕΙΒ) 


». κ.ὶ κο 


ΘΕΜΑΤΑ ΤΗΣ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
θ! Θεωρούμε δύο συναρτήσεις {, α: ΒἩ -- ΙΒ τέτοιες 
ώστε για κάποιο α 20 ισχύει για κάθεκ ς ΙΕ 


α(κ) Ξ {κ Τα) 


Αν η { είναι άρτια και η α περιττή συνάρτηση, να δει- 

χτεί ότι και οι δύο συναρτήσεις είναι περιοδικές. 
»-(µαθητών) Είναι 

αίκ -- 4α) --αἰ-κ-- 4α) Ξ 
--ε(- κ--θαξ-{ήκ-δα-αίκ-2α)Ξ 
{-κ-ζοαξήῆ-κ-α)ξίκ-α)ξ αχ) 

΄Ομµοια µε την {. 
ϐ; ΄Εστω Μ ένα σηµείο επί της πλευράς ΒΓ ενός ισο- 

σκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΗ Ξ ΑΙ) και ἔστω Ν 

ἕνα σηµείο επί της προέκτασης της ΒΓ τέτοιο ώστε 


(ΑΜ)᾽ -- (ΑΝ)΄ -- 2(ΑΒ)’. Να βρεθεί ο γεωµετρικός 
τόπος του σημείου Ν όταν το σηµείο Μ κινείται πάνω 


στην πλευρά ΒΓ. 


-- Είναι ΑΜ΄ Ξ ΑΒ΄ - ΒΜ: ΜΓ 
και ΑΝ΄ Ξ ΑΓ’ -- ΒΝ : ΝΓ. 
Θα πρέπει λοιπόν 
ΒΜ:ΜΓ-«ΞΓΜ: ΓΝ. 

Αν θέσουμε ΒΓα, 
ΒΕΜΞΣ, ΓΜΞν 

θα ἔχουμε 

χία--κ) Ξνία τν) 
ήαίχ-ν)Ξκ ν'ὰ0 ο ν 
κ3ν. Για κΞξ0, ν0. 


αν” 1) 
2 


ΓΝΚ 
"Αρα 


α 
Γ ----- 
ία κπο, 


δηλ. ο γεωμετρικός τόπος είναι τα τµήµατα ΒΛ, ΓΚ 
αν2-- 1) 
2 


όπου 


ΒΑΞΓΚΞ 


θ; Αν αἆθ να δειχτεί ότι 
αἱ -- αἱ -- 10α 9α-4320 


»- Είναι α΄ -4 22 9α.. 4-- 4α 
αἱ --θα 329 «θα: -- θα᾽ 
"Αρα αἱ - αἱ -θα -- 4 ὸ» 10α” 


6. Ένα τραπέζιο µε βάσεις α και β και ύψος συ είναι πε- 
ριγεγραμμένο σε κύκλο. Ν᾽ αποδειχτεί ότι υ΄ ες αβ. 


»-(µαθητών) Τα τριγωνα ΑΚΟ, ΟΛΒ είναι προφανής 
όμοια. ΄Αρα 
κ ας ψι 


--- Ξ- --- 9 Β-Ξ να 
παπα 
Όμοια ΕΞ κν᾿ ῥ 


υ’Ξξ4ΒΗ)Ξ4Β:ΒΕΞ4 νχινι: νκν) 
4 νχικ)' γνιν; ς (χι Ἔ κ.) (νι Ἔ νι) Ξ αβ 


Οπότε 


ΘΕΜΑΤΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


θ, Να βρεθούν όλες οι πραγματικές λύσεις του συστή- 
ματος 


1/9 Γκι νο κι Ε.. Ἕνθ-χιωςτ]θθν10 
κ Ίδ χι Ένῖδ-κχ,-Ε... Εν] χιως 100 15 


Σ-- Θεωρούμε τα διανύσματα 


αιξ(νν Γκι, ν]ό6-- κ), ΙΞ 1, 8, ..ι, 100 
και αξτιθθ(ψ1ῶ, ν15). 


44 /τ. 3 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


108 
Τότε 2, αι-α 
Επ 
100 
και θα είναι - αι -- |α| -- 500 
Ξξ 
100 
Αλλά ἰα]Ξ5 και 2. |α| Ξ500, 
Ξ] 
100 100 
δηλ. Σαι- Σ |α!] 
]- {- 


τ Χιου 


΄Αρα αι Βψ αι μα αι, δηλ. Χι ᾗ-Χ)λ Ὥ- «.. 
Τόε νψν Έχκιξ νψΙ0 δηλ. χιξ]τκι 


ϐ, Στο επίπεδο θεωρούμε 70 σηµεία Αι, Α., ..., Απο µε 
ακέραιες συντεταγμένες. Ὑποθέτουμε ότι κάθε ση- 
µείο έχει βάρος 1 µονάδας και ότι τα κέντρα βάρους 
των τριάδων ΑΙΑ2Α:, ΑΙΑΙΑΑ, λθάν ΑκεΑιοΑ)η, ΑΜΑΠΛΑΙ, 
ΑποβΙΑ: έχουν ακέραιες συντεταγμένες. Ν᾿ αποδει- 
χτεί ότι το κεντρο βάρους οποιασδήποτε τριάδας 
ΑΙΑΙΑΙ, έχει ακέραιες συντεταγμένες. 


Σ- (μαθητών) Κέντρο βάρους των σημείων Α:, Α!, Ακ 
είναι το σηµείο 
1 
απ { κηιι - ης Έ νι νι -- νο Ξ 0 πιοὰ ἃ, 
ΙΞ1,2,,.., 70 
και οι δείκτες παίρνονται πιοά 70. 


Αρκεί να δουλέψουμε µε τις τετµηµένες. 


Έστω 


10 
5 Σ κς Τότε 
Γ- 


ϐ --χ;Ξ {0 πιοά 3 (γιατί 70 -- 1-69 -- 0πιοὰ 3 


και οι προσθεταίοι μπορούν να σομαδοποιηθούν ανά ὃ 
διαδοχικούς). 
Τώρα 


3ο (5 χι) (5 -- αι) -(5-- Χκ)Ξξθπιοὰ 8. 


Χἱ ἵ- κι Γ χκΞ 


ϐ: Να βρεθεί το όριο της ακολουθίας (Χν) που ορίζεται 
απὀ την αναδρομική σχέση. 


1 
ἂν {2π-- Χνε πι Χν Ἐ 1 οκ ὃς 


12 2 
για οποιεσδήποτε αρχικές τιμές χι, Χι. 


1 
Χνει Γ--Χν ΓΙ 5 


θητών) Εί Ξ τ-- 
--(µαθητών) Είναι Χνε2 το Ὄ 
. ια Ἱ Φ. 7 
ο σεων μμ 
νο 5 19 νε] 9 ἂν ς 
1 12 1 12 
αλ ἕὰ, -- - . --- απ π- 
15 [ο 5 | 9 µ 5 
Θέτω νν - - 


ο] 
και η παραπάνω σχέση γράφεται 


Ἡ 
Ξ- ----- 1 
υνηΣ το 1 νν 4) 


Ἡ χαρακτηριστική εξίσωση της (1) είναι η 
1 1 
3 2 
ποπ ΞἝθσι -τ- στο 
Τ τὸ Υ Ὄ Τ 
..- 


ὃ 
κ θε ο Ππ τΈ 9 


και ἔχει συνεπώς 2 πραγματικς, άνισες λύσεις. Προκύ- 
πτει, ως γνωστόν, ότι υπάρχουν σταθερές λ και µ (που 
εξαρτώνται από τους νο, νι) ώστε 


λ.)ω[α] 


3 Ἰν 9 Ἰν 
Επειδή προφανώς ο] | 1] Ξ Ιπη Γ :] Ξ0 


. 
ἔχουμε ᾖΙἴΠυνΞ 0, άρα και Ιίπιχν Ξ 0 1- τ Ξ τ 


θ. Σε µια ομάδα (4 ἔχουμε δύο στοιχεία κ και ν τέτοια 
ώστε χηζο,ν-Ξο, νχνΞκ (21). 
Ν᾽ αποδειχτεί ότι για κάθε κ ΕΙΝ έχουµε (κγ)΄--ο. 


-- (μαθητών) Για ΚΞθ γίνεται (ον) Ξεν-- 
αληθές είναι 


νυν Ξξοεςσνςν κανΧντκχ!5 
χι Χν)ν Ξκκ)ν 5 (Χυκ) (νν )Ξ 
ον Ὄκχυχςν Ὄχνκξν (1) 


Έστω ότι αποδεικτέα σχέση ισχύει για τον κ ΕΙΝ. Τότε 


κ] κ] 


ν 1 
(κ ν)) -- κν γκο ν -- κπφκ)κὴν 


κ ηνχ ντ (κ ν) -ο 
(από την υπόθεση της επαγωγής). Συνεπώς ισχύει και 
για τον κ -- 1, άρα και για κάθε κ ΕΙΝ), 


Παρατηρήσεις: Στο 3ο θέµα εάν δε θέλουμε να χρη- 
σιµοποιήσουµε θεωρία σχετική µε την κη 2 -- κικη”] -- 
κ; Χη (όπως ἔγινε παραπάνω), προσδιορίζουµε τους λ 
και µ από το σύστημα νι λ Εμ, νι ριλ Ί- ϱ:µ (που 
ἔχει μοναδική λύση, αφού ρι Ξ ϱ;) και αποδεικνύουµε 
ότι νν Ξ- λρὶ -- μρ! ως εξής: για ν -- 0,1 ισχύει. Εάν 
ισχύει για τους ν, ν { 1, τότε 


1 1 
2 το ννΙ το. 


1 1 
α (Ἀρύ” 1 -- ϱ” 1) -- 5 (λρὶ Ἔ μρ)) Ξ 
1 1 1 1 
κι αν κ [ κ... 
19 Ρι 9 Ρ' Μ 12 ρ: 9 ϱ: 


λρὶ 5 -- μρῦ”, 


αν έν 
κα ΙΕ 


επομένως ισχύει και για ν 2, δηλ. για κάθε ν. 


οπότε 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣΡΒ΄ τ 2/45 


Πανελλήνιος Μαθδττικός 
Διαγωνισμός στα Μαδτματικά 


Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
θ,. Να αποδειχτεί ότι 
α) -ᾱ ρα π Ἡ .. -, ο - Ἡ .ῃ . 
100 101 102 103 ο- 
1 . 1 " 1 « 1 

1000 1001 1002 100 

Ι 1 1 1 

51 52 100 2 


1 
Ξ- --- --------μ» «() ΕΧΟΟµΕ 
ο ωπ ο- 


1 
Επεδή -----ἵΈἙ 
-- α) Επειδή ο αι 


1 ο) 1 ος] 
τος τας] [τς τας |. Ἕ 
| 101 10 103 ΄ 104 


1 1 
Ἑ [-τατς Ἔτςςς |«0 
| 1001 - 


1 
Έτ Έω Ἡ 
1 


πια 

102 100 ρ 

6. Οι εξωτερικὲς γωνίες ενός τριγώνου είναι ανάλογες 

προς τους αριθμούς 2, 3, 4. Να υπολογισθούν οι εσωτε- 
ρικές γωνίες του τριγώνου. 


[] ιο Α 4 ” 
-- ΄Εστω Α΄, Β΄, Γ΄ οι εξωτερικές γωνίες και Α, Β, Γ 
οι εσωτερικές γωνίες του τριγώνου, Τότε 


ας 8 δι ας ΜΟΝ 
ο α ὁ 9 ο 
ρα ἄἀ΄-60, β΄ Ξ 120, Γ’ - 160: 


Α 


και επομένως ΑΞ- 100, Β-- 60, [-- 205. 


θ,. Να βρεθούν τα δύο τελευταία ψηφία του αριθμού 2”". 
»- Έχουμε 2” -- 2). 9)’, Το 2)) Ξ 2048 λήγει σε 48 
το 2” λήγει σε 04, το 2’ λήγει σε 16 και το 2” λήγει σε 
48. ΄Αρατο 2” 2” -4ἳ λήγει σε 68. 


θ.. Στο παρακάτω σχήµα πόσα ορθογώνια παραλληλό- 
γραµµα υπάρχουν; 


-- Τειράγωνα µε πλευρά 1: Ὑπάρχουν 16 
» » » 2: » ντ 
» » » δὲ » 4 
» πο » 4 » 1 


3 σύνολο τετραγώνων: 30 


Ορθογώνια διαστάσεων 1 Χ 2 Ὑπάρχουν 24 
ασ σι » 16 


» » 
» » 1 Χ 4: » 8 
» » 25, » ψακε 
» » 2κ4: » 6 
» » 3 Χά, » 4 


3 σύνολο ορθογωνίων: 70 


τελικό σύνολο 100 
Το 1 α) γενικεύεται; 
1 1 


κ κε] 


1 1 
ως Επ αρ 
κ 


κΤΓ2 τν κ 


Το 2 γενικεύεται: οι αριθμοί 2, 3, 4 αντικαθίστανται µε κ. 

λ, µ µε κάποια συνθήκη (ποια;) το 3: 2’ αντί 2’. 

Το 4: το µεγάλο τετράγωνον Χνήν -- µ. Καιτο 1 β) 

γενικεύετα!; 

1 1 1 
- --. » 
οκ-] 2 


Α΄’ ΛΥΚΕΙΟΥ 


6,. Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ µε(ΑΒ) «(ΑΓ). Πάνω στην 
ηµιευθεία ΑΒ παίρνουμε σηµείο Β΄ τέτοιο ώστε(ΑΒ΄)]Ξ 
(ΑΓ) και πάνω στην πλευρά ΑΓ παίρνουμε σηµείο Γ΄ τὲ- 
τοιο ώστε (ΑΓ΄}Ξ (ΑΒ). ΄Εστω 1] το σηµείο τοµής των 
ευθειών ΒΓ και Β΄ Γ΄. Να αποδειχτεί ότι η ΑΙ είναι η δι- 
χοτόµος της γωνίας Α. 


-- Τα τρίγωνα ΑΒΓ και ΑΒ΄ Γ΄ είναι ίσα και 


άρα β΄ Ξξ π 
΄Αρα τα τρίγωνα ΑΒ΄Ι και ΑΓΙ είναι ίσα και 
άρα ΒΑΙ --ΙΑΓ. 


θ, Αν αθ καια' -α) Γαξδ, ν᾿ αποδειχτεί ότι 
α 365. 


-- α -- 1 --(α)) -- 1-- (αἱ -- 1) (αἲ -- αἱ -- 1) - 
] έ . 1 

αἲ---- ία --αἲ Ί-α.Ξδία---]|.6. 
α α 


θ:. Αν Μ, Ν, Ρ είναι σηµεία επί των πλευρών ΒΓ, ΓΑ, 
ΑΒ, αντίστοιχα ενός τριγώνου ΑΗΓ, ν᾿ αποδειχτεί ότι 


(ΒΓ) -ε (ΓΑ) -- (ΑΒ) «2[(ΑΜ) «Ε (ΒΝ) Ε (ΓΡ) « 
«3[(8Γ) -- (ΓΑ) 4: (ΑΒ)/. 
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»-- Φέρνουμε τα τµήµατα ΑΜ, ΒΝ, ΓΡ. ΄Ἔχουμε: 
(ΒΓ) «(ΒΝ) (ΝΓ, (ΒΙΓ) «(ΡΓ) -Γ (ΒΡ) 
(ΑΓ) «(ΑΜ) -(ΜΙ), (ΑΠ ς(ΡΓ { (ΑΡ) 
(ΑΒ) «(ΑΜ) --(ΒΓ, (ΑΒ) «(ΒΝ) -- (ΑΝ) 
Προσθέτουμε όλες αυτές τις ανισότητες και παίρνουμε 


(ΑΒ) -- (ΒΙΓ) (ΑΓ) «2 ((ΒΝ) (ΑΜ) τ(ΓΡ)). 


Επίσης (ΑΜ) «(ΑΙ) (ΓΜ), 
(ΑΜ) «“«(ΑΒ) -- (ΒΜ) 
και άρα 2(ΑΜ) -- (ΑΒ) -Γ (ΒΓ) -- (ΑΙ). 


Το ίδιο για τις ΒΝ και ΡΓ. Προσθέτοντας βρίσκουμε ότι 
2 ((ΑΜ) -Γ (ΒΝ) -- (ΓΡ) «3 ((ΑΒ) -- (ΒΓ) (ΑΓ) 


θ.. Στην Κάτω Σλοβονδία παίζουν ένα ΠΡΟ-ΠΟ µε 19 
αγώνες αντί για 13 του δικούς µας ΠΡΟ-ΠΟ. ΄Έναςπε- 
ρήφανος Σλοβονδός θέλει να ἔχει τουλάχιστον 7 σω- 
στὲς προβλεψεις σε µία τουλάχιστον στήλη του δελτίου 
του. Ποιος είναι ο ελάχιστος αριθµός στηλών που πρέ- 
πει να συμπληρώσει; 


Σ- Στη νικήτρια στήλη θα υπάρχουν 7 (1) ή 7 (2) ή 7 
(κ). ΄Αρα 3 σταθερές στήλες αρκούν! 


Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


6. ΄Εστω ένα τρίγωνο ΑΒΓ. Στην πλευρά ΒΓ να βρεθεί 
σηµείο Μ τέτοιο ώστε οι παράλληλες ευθείες απὀ το Μ 
προς τις άλλες δύο πλευρές να ορίζουν µε τις πλευρές 
αυτὲς ίσα τµήµατα. [Δηλ. αν ΜΧ || ΑΒ, ΜΥ | ΑΓ, το 
σηµείο τοµής των ΜΝΧ και ΑΓ είναι Δ και το σηµείο το- 
µής των ΜΥ και ΑΒ είναι Ε, θα πρέπει να ἔχουμε 


(ΜΔ) -(ΜΕ)). 
(ΜΔ) (ΜΓ) (ΜΕ) (ΜΒ) 
(ΑΒ) (ΒΓ) ᾿ (ΑΓ)  (ΒΓ) 
μμι.. (ΜΒ) (ΑΒ) 
(ΜΔ) - (ΜΕ) -- (ΜΕ ΑΕ 


δηλαδή το σηµείο Μ είναι ο πόδας της διχοτόµου της 
γωνίας Α. 


ϐ.. Να λυθεί η εξίσωση 
κ Έψκ-1ς-δανκ- κ 
όπου ν ΕΙΝ" και ας. 
-- Επειδή το ϐ και 1 δεν να» ομαὶ της εξίσωσης µπο- 


ρούμενα διαιρέσουµε διά του κ -κ --κ, οπότε παίρνουμε 


τέτ" ελ» 


ῃ Χ ο 
θέτουµε ντ " : 


οπότε η εξίσωση είναι ισοδύναμη µε την 


ν᾿-2αν Ε1Ξ0 


ΕΥΚΛΕΙΛΗΣ Β΄ 


ν-α- να -- 1) 
και κΞξ1/[1--(α- να; -- 1], 


ἰα| 31, απ] 


νάρτιος5 α Σ 1 και µόνο το -- εἶναι αποδεκτό 


νπερπτόςσαε(-σο 1] (1, --θ). 


θ;. Τους αριθμούς 1, 2, 3, ..., 0 τους χωρίζουµε σε δύο 
υποσύνολα µε 35 στοιχεία το καθένα. Έστω αι, αν, ..., 
αι. τα στοιχεία του ενός υποσυνόλου και βι, β., ..., β.: 
τα στοιχεία του άλλου και ἑστω ὅτι 
αι ζ-αι«-αις,.. «αι βι δβ. Ῥὸβι}.., βν., 

Να αποδειχτεί ότι 

αι -- βι] ἠ- |α; -- βὶ| Ί-... |α -- β..| Ξ- (35)’. 
Σ- Δεν μπορούμε να ἔχουμε 
ταυτόχρονα. Πράγματι, αν 


αι δι 


Επίσης βι «35 εἶναι αθύνατο, Περαιτέρω, δεν µπο- 
ρούμε να ἔχουμε ακ 'Σ 35 και βι Σ 35 ταυτόχρονα 


αι » 35 και βι » 35 


τότε αι: 270, άτοπο, 


ούτε ακ «35 και βκ-« ὃδ ταυτόχρονα. Δηλαδή 
ή α-δ και ἃκς 5», 
ή ακς3δ και βκ235 
Αρα 
[αι -- β.! .. ία: --- β.| -.. αι. -- βιε] τ 
ο ο κο οἱ αλ σμωο  μά μμει οξ. 
35 |- 35 1»... Ἔ 35 Ξ- (35) 


[Γενίκευσῃη: αντί 35 θέσατε ν] 


θ.. Προεκτείνουµε τις πλευρες κυρτού τετραπλεύρου 
και για κάθε πλευρά του τετραπλεύρου θεωρούμε τον 
κύκλο που εφάπτεται στην πλευρά αυτή και στις προε- 
κτάσεις των δύο γειτονικών της πλευρών. 

Ν᾽ αποδειχτεί ότι τα κέντρα των κύκλων αυτών κεί- 
νται επί ενός κύκλου (δηλ. είναι ομοκυκλικά). 


-- Ὑπολογίστε το άθροισµα των απέναντι γωνιών του 
τετραπλεύρου που ορίζεται από τα κέντρα των κύκλων. 


Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


θ,. ΄Εστω ένας 4 Χ 4 πίνακας µε στοιχεία ακέραιους 
αριθμούς. Να αποδειχτεί ότι αν η ορίζουσα Ὦ του πίνα- 
κα Α είναι περιττός αριθµός, τότε μεταξύ των στοιχείων 
του Α υπάρχουν τουλάχιστον 3 άρτιοι αριθμοί. 


-- Αν μεταξύ των στοιχείων του Α υπάρχουν το πολύ 2 
άρτιοι αριθμοί, τότε θα υπάρχουν τουλάχιστον δύο 
στήλες του Α., τα στοιχεία των οποίων θα εἶναι περιττοί. 
Προσθέτουμε δύο απ᾿ αυτές τις στήλες και αντικαθι- 
στούµε τη µία απ᾿ αυτές µε το ἀθροισµά τους. Η ορί- 
ζουσα δεν μεταβάλλεται, το άθροισµα των στηλών ἔχει 
άρτια στοιχεία και επομένως η ορίζουσα είναι άρτιος α 

ριθµός. ΄Ατοπο. 


(Γενίκευση: Αντί για 4 θέσατε ν). 


3 


Θ.. Να υπολογιστεί το όριο 
πι Πο (1 -- ο) -- 3) -- ... Ἔ αἲ). 


.- 
Ίσκπ τι 2)-... Επ) «πα. (η - π) Ε... Ἔ π) - 


ο. ο Ἡ η -π Ἱ-πη 
ιε) ον μπω... -- Ἱ 


π-- 1 ο] --ν 


ελ 


Ἱ µη 


θ.. Στο επίπεδο δίνονται 6 διαφορετικά σηµεία Αι, Α., 
Α:, Αι, Α:, Ας. Θεωρούμε τις ευθείες που ορίζονται από 
το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΙΑ.Αι και το βαρύκεντρο 
του τριγώνου που σχηματίζεται από τα υπόλοιπα σηµεία 
[1 ς Π, 9, 8, 4, δ, 6]: αν τα δύο βαρύκεντρα συ- 
µπίπτουν, θεωρούμε οποιαδήποτε ευθεία που διέρχεται 
από το κοινό βαρύκεντρο |. 

Να αποδειχτεί ότι όλες αυτές οἱ ευθείες διέρχονται 
από το ἴδιο σηµείο. 


»- ΄Εστω Ο ἕνα σηµείο του επιπέδου. Το διάνυσμα 


5Ιδὰ, -- ΟΛ. « 64. : Όλι : ΟΛ. 1 Ολ.] 


ἔχει πέρας επί της ευθείας που ορίζεται απὀ τα άκρα 
των διανυσμάτων των 


-. --- -- 1 --- ἀ{- -ᾱ 
πο ΟΑΙ -- ΟΑΚΙ, Ὡ ΤΟΑ/ ΓΟΑκ] 


όπου Η΄, {", κ’ αποτελείτο συμπλήρωμα του συνό- 
λου {, ], κ) 


θ.. Να αποδειχτεί ότι για οποιαδήποτε ΧχΕΙΠΒ.,νΕΠ., 
ισχύει [2χ] 1: [ον] 55 [κ] -- [ν] Ε {κ τν]. 


- κξ[κ]]αιν[ν]--β µε α,β,ς[θ,1) τότε 
[2χ] τ- [21Χ] Τ 2α] -- 21«] τ [2α], [ον] -- [εν] -- [2β1, 
ἱκτν] [κ] [ν] τ[α  βΙ. 

Θεωρούμε δύο περιπτώσεις. 

αξβΕΙΘ,Ἡ, αξβεΕΠΙ, 9) 
και εξετάζουμε την (ισοδύναμη ανισότητα) 
[2α] -- [2β] Ξα -- β]. 


Βραβευθέντες µαθητές Ν. Αττικής 


Τάξης Γ΄ Γυμνασίου 
Θεοδοσίου Διονύσης, 12ο Αθήνας, Λιόγας Δημήτρης, 
40ο Αθήνας, Αναγνωστόπουλος Γιάννης, 30 Ηλιούπο- 
λης, Σιφναίος Γιάννης, 20ο Αθήνας, Γαλιώτος Κώστας, 
420 Αθήνας, Χρυσικόπουλος Ανδρέας, 320 Αθήνας, [ω- 
άννου Κώστας, 129 Αθήνας, Βαρδάκης Μιχάλης, 5ο Ζω- 
γράφου 
Τάξης Α΄ Λυκείου 


Βάρσου Αικατερίνη, 20 Αθήνας, Θεοδωρόπουλος Πανα- 
γιώτης, 20 Αθήνας, Γουλές Ανδρέας, 2ο Αθήνας, ΑΡγι- 
ρίου Ανδρέας, 320 Αθήνας, Μαρκοπούλου Αθηνά, Λ. 
Μελισσίων, Παγουλάτος Νίκος, 1ο Βούλας, Γιαννόπα- 
πας Βασίλης, 4ο Καλλιθέας, Ξενογιάννης Απόστολος, 
Λεόντειο Πατησίων, Ασλανίδης Τιμόθεος, Βαρβάκειο, 
Κωλέττης Βύρων, Λεόντειο Πατησίων, Σιδηράς Γιώρ- 
γος, [ο Ελευσίνας 


Τάξης Β΄ Λυκείου 


Σταθόπουλος Δημήτρης, 6ο Ζωγράφου, Ματέκοβιτς 
Αθηνά, 2ο Ζωγράφου, Πιζάνιας Νίκος, Κολλέγιο Αθή- 
νας, Φραγκάκης Κων/ντίνος, Κολλέγιο Αθήνας, Βελέ- 
νης Δημήτρης, 17ο Αθήνας, Καραβέλας Μενέλαος, όο 
Πειραιά, Κούρτης Σταμάτης, Ι30 Αθήνας, Βλάμου Ελέ- 
νη, /ο Μοσχάτου, Δρίτσας Χρήστος, /ο Ηλιούπολης, 
Κόκκινος Κώστας, ὁ9ο Αθήνας, Μαυροφοράς Νίκος, 2ο 
Νίκαιας, Ζούκης Φοίβος, Σχ. Μωραΐτη, Κιτσιώνας Σπυ- 
ρίδων, 170 Αθήνας 


Τάξης Γ΄ Λυκείου 
Μουρούκος Βαγγέλης, Δ. Κοντοπεύκου, Οικονόμου 


Αντώνης, 350 Αθήνας, Κασιμάτης Αλέξανδρος, Κολλέ- 
γιο Αθήνας, Καλάκος Θανάσης, 20 Αθήνας, Τσιμπής 


Δημήτρης, {ο Κηφισιάς, Στεργιόπουλος Βασίλης, 20 
Κερατσινίου, Πραματάρης Κώστας, 2ο Κερατσινίου, 
Παρασκευοπούλου Ζαχαρούλα, 20 Κερατσινίου, Μιχα- 
ήλ Αναστάσιος, Λεόντειο Ν. Σμύρνης, Μπέλσης Γιώρ- 
γος, δο Καλλιθέας, Αργύρης Παναγιώτης, {ο Γαλατσίου, 
Βασιλόπουλος Λεωνίδας, Γεωργαντόπουλος Βύρων, 
Ε.Π.Λ. Πλιούπολης, Δραβόπουλος Γιάννης, [ο Αθήνας, 
Μπαλατσούκας Νίκος, 20 Ζωγράφου 


ση ΕΜΟ 


Τάξης Γ΄ Γυμνασίου 


Οικονοµίδου Βασιλική, Γερμ. ΣΙ. Θεσ΄κης, Μάρκου 
Βιργινία, 2ο Χαλανδρίου, Ἐηρουχάκης Ιωάννης, 3ο Χα- 
γίων, Τερζούδη Αικατερίνη, 4ο Αλεξ/λεως, Θεοδοσίου 
Διονύσιος, 32ο Αθηνών, Αναγνωστόπουλος ΙΦάννης, Ίο 
ΠΗλιουπόλεως, Βανδώρου Χριστίνα, Πειραματικό Πα- 
τρών, Μητσιάδης Κων/νος, Λεόντειος, Γραβάνης Ιορδά- 
νης, {ο Ιωαννίνων, Μαργαριτίδης Χαράλαμπος, Παππά- 
δου Λέσβου, Σιώµος Αντώνιος, 4ο Καρδίτσας, Σταθακό- 
πουλος Μιχαήλ, 2ο Πειρ. Γυμνάσιο, Σπανόπουλος Στέ- 
φανος, Στ΄ Δημοτικού 


Τάξης Α΄ Λυκείου 


Βάρσου Αικατερίνη, 20 Αβηνών, Κυριακόπουλος Ηλίας, 
1ο Μεσολογγίου, Αδαµάρας Χρήστος, Ανατόλια, Γου- 
λές Ανδρέας, 20 Αθηνών, Κων/πουλος Παναγιώτης, 
Πειρ. Πατρών, Παγουλάτος Νικόλαος, {ο Βούλας, ΕΥΥε- 
γίου Θεόδωρος, Ν. Μουδανιών, Θεοδωρόπουλος Πανα- 
γιώτης, 2ο Αθηνών, Αργυρίου Ανδρέας, 20ο Αθηνών, 
Δημόπουλος Δημήτριος, ο Λειβαδιάς, Αθήτσος Βασί- 
λειος, Αμερ. Κολλ. Θεσ΄κης, Ασλανίδης Τιμόθεος, 
Βαρβάκειος, Καραγιάννης Γεώργιος, Ν. Μουδανιών, 
Μαρκοπούλου Αθηνά, Μελισσίων, Σταθάκη Μάρθα, 2ο 


4δ τ.2 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


Θέμα (Γ 


Σέρρες) [ΦΙΝΛΑΝΔΙΑ] 
9 ΄Εστω {[0, 1] ---[6, 1] για την οποία ισχύει: 
|) {(0)Ξ40. και Π1)Ξ51 
π) {χ εν) -- (κ) Ξ 4χ) - ἄχκ-- ν)γιακάθεχ,ν 
τέτοια ώστε: 
χΕ[θ]]καιίκ-νικτν]ς [θο,1]. 


Να δείξετε ότι; [(κ) Ξ- κγιακάθεκ Ε [θ, 1] 


: Τζήκας - 


Λύση 


9 Πρώταπρώτα, Ὑκε[ο, Ε και νΞσ, 


ἴχκ-νχ Ἑν]ξΞίχκ-σ,αχ Εχ]Ξ[θ,2χ]ς [0,1]. 


Συνεπώς η σχέση (11) δίνει {{2χ) -- (κ) -- (κ) -- (40) 


ή ((2χ) -- 2Ηκ) (1). 
Από την άλλη πλευρά, Ὑ κε [4 1]καιν1 --κ, 
ἵκ-ν,ικ Γν]τ[οκ-- 1,1] 6 [0,1]. 
΄Αρα ή σχέση (1) δίνει (1) -- κ) Ξξ (κ) --(2κ-- 1) 
ή αχ -υ1) Ξ2ήχ)-ἶ] (2) 
Ας θεωρήσουμε τώρα την Ε : [0, 1] -- Β µε 

Είκ)Ξ 4ΣΧ) - κ. 
Είναι φανερό ότι Ε({0, 1) ς- [-- 1, 1], αφού: 
τ]ς-χςεο» 


ὤκε[ο,1]0ςΕ(κ)ς1Ι και 
Εκ) - (κ) -κε[--ἶ, 1]. 

Συνεπώς αν Μ -- 5ιρ|Ε(κ)| -- διρ (κ) -- κ!, 
τότεθς Μς 1Ι(αφού Ψκε[ο, 1] οςιεα ς1) 


Θα αποδείξουμε ότι Μ-Ξ0. 


Πράγματι αν Μ 30, τότε 3 κι Ε [θ, 1], 


Μ 
στο ο [Ε(κι)| 5 Μ και διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 


1 
αλβνθςστσις Τότε από (1) έχουµε: [Ε(2χι)| Ξ- 
Ξ (κι) -- (κι) Ξξι2(Ηκι) -2κι] - 2{{(κι) --κι] 


ῥ 
Ξ 2[Ε(κι/ δλ--Ξ Μ ή |Ε(2κι)|  Μ, το οποίο 


είναι άτοπο (αφού: 2χι Ε {[0, 1] 5» |Ε(2χι)/ « Μ). 


β) Αν 5 «κιτς 1] τότε από την (2) έχουµε: 
ἱΕ(2χι -1)|Ξδχι- 1) -(2χι-1)|Ξ 
Ι2Ηχι) -Ι-δχι1ο2]έαι) - κι] 


᾿ξωμι 2 - 


σ-Μ ή [εδχι-- 9 ΣΜ, 


το οποίο είναι άτοπο (αφού: 2κι -1 Ε [θ, 1] -» 
[Ε(2χι- )ἱςΜ 
Επομένως τελικά, ΜΞξ 0 ευρΕ(κ)/ κε [θ,1]55 
νκε[ο, 1], Ε()/ΞξΙάκ) -κιςΜ 
σκε[ο, 1], [Ε(κ)| (κ) -κιΞο- 


Ὀκείο, 1], (κ) χκΞξθή (κ)Ξξκ. 


τρ» 


Θέμα (Γ. Τζήκας - Σέρρες) [ΕΣΣΑ 

9. Να λύσετε στο σύνολο των ακεραίων το σύστη- 
μα: χ Εν ΕΣ κὰ Εν  α--- 8. 

Λύση 

9 Είναι φανερό ότι ν Χ,ν,Ζ,ΕΖ,(ΧΤν Τζ 
-κδ-ενὶ--2-θ)ς(κ{νσ-θλΛλχὸ εν Γσξ 
Ξ8Λ3ᾶ(χ - ν) (ν ή- 2) (2 κ) Ξ (κ Εν τε 2)3 

(ὁ -ε νὸ -- 535) Ε5(χΈν ΕΖΞζδΒΛΣ(κ Ἔν) (ν --2) 


(Θ. Μπόλης, Δ. Κοντογιάννης, Β. Ζώτος, Γ. Ωραιόπουλος, Β. 
Ντζιαχρήστος, Γ. Τυρλής). 
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σ4κδ-δθβ(β-ι-2.ᾖβῖ 5 

(Γ2ς8- κΛ(χΕν)(8- κ)(σ-κ)Ξ68:3:7- 168) 
ε»(ν«7Ξ8- κΛ(8-κ) [κ -- (8--κ)κ - νζ]-- 168 
(ν:2ζ8-κλ(Β-- κ) (κὲ-θκ -- κξ-Ε ν2) -- 168) 


2 12-8-κΛνε- Εκ τς) (0) 


Το σύστηµα (1) ἔχει ακέραιες λύσεις τότε ακρι- 
βώς, όταν: 
)οῦθ-κχκξωςδ(ιθ)- Δ (25 -8- 7) 
ι) η ὡς προς { εξίσωση: ἑ -(ν Εσ)ιγνζσςθς 
56 --ωι «[-Β(8-ω) ας 150 


µε ρίζεςτουςν, 2 7, Εχει διακρίνουσαΏ Ξωγ -4 


| ω υ-αᾷ ω -- |α| Ε 
Γ 24 6ἳ 30 -- 16 
84 6 30 -- 16 
α.. 312 30 4 
σα 812 30 9 

-Ἱ ο.” Ι8 16 
[ -τ 16 
| 


Λύσεις στα θέµατα της 27ης Δ.Μ.Ο (Απ’᾿ τα προ- 
ηγούμενα) χρόνια. Δείτε τεύχος 2 (σχ. χρονιά 
86-87). Από τον Χ. Αθανασιάδη Θεσ/νίκη. 


3ο Θέμα: (Κίνα) : ΄Εστω Ζὶ ο μιγαδικός που αν- 
τιστοιχεί στο σηµείο Αι, ὧ: ο μιγαδικός που αντι- 
στοιχεί στο Ρι στο μιγαδικό επίπεδο. Αφού το 
Ῥιοι προκύπτει µε στροφή του κ γύρω απ᾿ το 
ΑκΗΙ κατά -- τ το διάνυσμα ΟΜ -- Ακιι Ῥκτι 
προκύπτει από στροφή του ΟΜ -- Ακει Ῥκ κατά 
γωνία α 


ὠκτὶ π Ζκς] 


και αφού στα Μ΄, Μ απεικονίζονται οι 
αντίστοιχα θα ἔχουμε 


ωὠκτ] -' 2κ-Ι Ἔ 


Ξ ως -- 2ο) [ουν [τὰ Εντ] 


Θέτοντας συν -- ὃν] τν --]-α 


παίρνουμε ὠκε -- Ζκει ΞΞ 


Ξ (ωκ -- Ζκει) Α 5 ὠκε - Αωκς (1-Α) Ζει 
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ποπ πως νι αμ 
[Γ8(8-ω) ο ]ω-1θ πο -α 


(όπου α 6 Ζ) καιοω -Ε|α] είναι άρτιος ακέραιος. 
Απότα προηγούμενα συνάγεται ότι το σύστηµα 
(1) έχει λύσεις τις(κΞ8--ω,νζίω Έ]αι: 2, 
ΖΞ(ω--[ᾳα|): 9) και(κΞδ--ω,νξ(ώ--|α!): 2, 
ΖΞ(ω -Ε|9): (2) όπου ω Ε Δ (168) -- 
Ξ(1129,-4,-6,-8δ,- 1]ὸ,- 14, «οἱ, 
34-24, -Ἔ 28, -- 42, Ἔ 56, -Ἔ 84, -Ἔ 168], α΄ -- (ω--16)” 


2 
. µεαΕὔ2,καιω-]α] εΖ,)- 


0, 2, - 4, -- 6,..]. ΄Ἔτσι λοιπόν ἔχουμε τις 
παρακάτω λύσεις: 


6-ω νΞωΗ ΦΞω4 Φ 2. 
9 | 


15 | 
9 15 | 
15 - Ἱς | 
-- 16 [5 | 
9 -- 4 | 
-- 16 9 | 
σκετς... 
ή ων -- Λωυ  (1--Α) Σι 


ὦ. - Αωιξ (1-Α) 2) 


ὠιοεο --Αώιοες Ξ (1--Α) Ζιοις) 


Εύκολα όµως απ᾿ αυτές τις σχέσεις υπολογί- 
ζουμε τον ων. Πράγματι επαγωγικά αποδεικνύου- 
µε ότι 

ὧν Ξ (1--Α) 


(Α’ 1, - Αἱ 22) 1... Ε Αν Ε 2ν) - Α’ωο 
Το Α όµως είναι κυβική ρίζα της µονάδας άρα 
ΑΔ Ξ 1 Α2Ξ -Α-Ι. 


Για ν Ξ 1986 και εφόσον ὧὠιθθ6 Ξ ωυ η (1) 
δίνει: 


ω) 


ὧοΞ (1-Α) 
(Α19852, {- Α964, Ἔ ων. Ἕ ΑΖζιοες ἕ- Ζιοις) -ἐ- 
{- Αγ όόδωο «» (1 -- Α) 


(Α:595.ι -- Αἱ5662, «- .... ΈΑζιο Σι) Ξ 0 95 
ϱΛοδαι ΑΡΗ 1 Αὐθίκς ή... Ἔ 
ΓΑσζ Γ2Ξ09 
«5 ΑὖΣι : 665 1 ΑΖ) 662 - 2," 662-095 
«5 Α2ρι -- ΑΖ, άωκι Ξ05 
9 --7ι-- Ασι--Α2 71 Ξ095 


Έρι ει - τι) (-Α) 35 
ο ατα) Εν 


πράγµα που σηµαίνει ότι το Ζ; προκύπτει απὀ στρο- 
- « . κ 
Φφή του 2, γύρω απ᾿ το Ζι κατά γωνία Φ Ξ 600, 


άρα το Αι: Αν Α5 είναι ισόπλευρο. 


4ο Θέμα (Ισραήλ) Εύκολα βλέπουμε ότι το 
ΧΥΒΖ είναι εγγράψιµο (Υ ΕΑΒ, Ζ Ε ΒΓ, ΧὺΖ 
-- οῇγ, όπου Α, Β, Γ διαδοχικές κορυφές του 
κανονικού πολυγώνου), αφού 

Χ -- ΑΒΓ -- ΒΟΓ :- ΟΒΓ -- -- ΟΙΓΒ -- 80), 
άρα ΥΕ -- Υ2χ - Υβο, 


δηλ. το Χ κινείται στην προέκταση της ΒΟ. Θα 
βρω τη μέγιστη απόσταση ΧΟ. Είναι 


ΧΒ'ΥΖΞΒΥ ΕΓΓΕΒΖ'Π5 


πα ος μη 
ΑΒ α 


όπου ΑΒ Ξ α. Επομένως το ΧΒ γίνεται µέγι- 
στο όταν το ΒΥ -- ΒΖ γίνεται μέγιστο. 


Αλλά Υ7 --α, ΥΒΖ -- 2ῷ -- σταθ. 


άρα ως γνωστόν το ΒΥ { ΒΖ γίνεται μέγιστο 
όταν 


ΒΥοΞ Βζο, άρα ΒΟ | Υσζο, 
α .. 
οπότε Εν ημφ -» 2ΒΥΟ αντάμι ΒΥΟ - Β2ο 


όπου ϕΞ- ΟΒΑΞ 
΄Αρα ο ζητούµενος γ.τ. είναι όλα τα (ν σε πλή- 
θος) τµήµατα ΟΔ;, 1Ξ 1,2,...,ν µε Αιξ ΟΑ: και 


ΟΔιΙΞΓ ΟΧοΞ ΕΒΕ -- 
ημφ 


5ο Θέμα (Αγγλία): Από την 
Ηχί(ν)] : ((ν) -- (κ τν) 

για ν Ξ 2 εἶναι 

{(κτ2) -- Πκί()] (2) 0, 
άρα Γκ) Ξ- 0 κ22. 
Έσω χτἜντοδ,χ,ν 20, τότε 

[κής --κ)](ν) (9ο 

όπου 5 [Π(ν) ά 0] -» ΠχήΣ- χ)]- 0-» 


κ" (2-χ) 3235 φ2-νκ) Ἔ - 


ή αν βάλουμε το 2 --χ όπου κ, 


(κ) 3 ος (1) κ ε[θ, 2]. 


--κ 
Έστω χτν «2. 
Πχ(ν)] ((ν) Ξ Εχ1ν) 505 Πκίν)]ο- 
οκ) «249 «ἕ 
για κν «5, δηλ. ο. όταν κὶν «2. 
χ{νΓεςὂ2, 


Ἔστω ε»20, 


᾽ 2 
τότε ακ) - μι (5) 
Εάν όµως ((κ) 2 -- .. τότε υπάρχει ε32»0 
όπως εύκολα αποδεικνύεται τέτοιο ώστε 


όν, Ἆκι ο ὕ 


2-χ-ε 
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κ οκ--- νη 


(διότι αρκεί να είναι ο άτοπο 
ως προς τη (2). 
’ «-- .. σσ «2. 
Αρα (κ) ος 3 (κ) Ξ τσι 
ο, Ε [ὸ, -ἵ 
ο ἑλά, 


ος» αν Χ Ε [0,2) 


6ο Θέμα (Ανατ. Γερμανία): Θα αποδείξω την 
πρόταση επαγωγικά (ότι δηλαδή ἂν Ε μπορούμε 
να χρωματίσουµε τα σηµεία του μ᾿ αυτόν τον 
τρόπο). 

΄Οταν τα σηµεία είναι 1 ή 2, η πρόταση είναι 
φανερή. ΄Εστω ότι ισχύει για πλήθος κ. Θεωρού- 
µε κ] σηµεία µε ακέραιες συντεταγμένες και 
διακρίνουμε 2 περιπτώσεις. 


α) Κάποιος άξονας περιέχει περιττό πλήθος ση- 
µείων απ᾿ τα κ-], ἔστω ο χκ΄. Διαλέγουμε ένα 
σηµείο του Α στην τύχη και θεωρούμε το χρωμα- 
τισµό των υπόλοιπων κ σύμφωνα µε την υπόθε- 
ση της επαγωγής ώστε σε κάθε οριζόντιο ή κα- 
τακόρυφο άξονα η διαφορά των άσπρων απ᾿ τα 
κόκκινα σηµεία να εἶναι --ὂ, 0 ή 1. Αφού όµως ο 
χχ΄΄ έχει άρτιου πλήθους σηµεία απ᾿ τα κ, περι- 
έχει τόσα άσπρα όσα και κόκκινα σηµεία. Ἐπομέ- 
νως ό,τι κι αν βάψουµε το Α η διαφορά των άσ- 
πρων απ᾿ τα κόκκινα στον κκ΄ (ας τη συµβολί- 
σουµε Δχκ΄) είναι 1 ή --Ι. Αν νν΄΄ ο κάθετος ἆ- 
ἔονας στον χχ΄ στο Α, τότε αν Δνν΄ Ξ 1 (τα 
άσπρα είναι περισσότερα κατά 1) ἡ Δνν Ξθ 
βάφουµε το Α κόκκινο, ενώ το βάφουµε άσπρο 
αν Δνν΄ Ξ 1 και η πρόταση αποδείχτηκε και για 
τον κΓΙ. 

β) ΄Ολοι οι άξονες ἔχουν άρτιο πλήθος σημείων 
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μπεκ ο σνωνωο τοσα. 


--------ο--...----...---.- 


(εννοώ τα αρχικά κ] σηµεία). 

Εξαιρούμαι τυχαία πάλι σηµείο Α και θεωρούμε το 
χρωματισμό, σύμφωνα µε την υπόθεση, των υπο- 
λοίπων κ. ΄Ἔστω χχ΄, νν΄ οι δυο άξονες που περ- 
νούν απ᾿ το Α. Για κάθε άξονα χι χι’, δὲ κχ΄, 


νν΄ είναι Όχι χι’ Ξ 0 αφού ο χι Χι΄ ἔχει άρτιο 
πλήθος σημείων, ενώ 
Δχ΄ Ξ 4 1, Δνν΄ Ξ « ]. 


Αλλά Οχχ΄ Ξ Δνν΄, διότι αν χιχι΄ είναι οι ο: 
ριζόντιοι, ψΨ: οἱ κάθετοι άξονες τότε 


Σ, ΔΑχιχι΄ Ξ Σ, Δννι΄ 5 Αχκ΄ Ξ Δνν’. 


Αν λοιπόν Δαχ΄ Ξ Δνν΄ - -] (σχ. 1) 


τότε βάφουμε το Α άσπρο, ενώ αν 
Δκχχ΄ Ξ Δνν΄ Ξ Ι, 
το βάφουµε κόκκινο και η πρόταση ισχύει και 


για τον κ. 
"Αρα και για κάθε ν, δηλ. για οποιοδήποτε Ε. 


Θέμα δο: (Χ. Αθανασιάδης - Θεσ/νίκη)” 

Για κάθε ν ΕΞ ΙΝ μπορούμε να βρούμε στο επίπε- 
δο ν σηµεία µη συνευθειακά ανά 3 ώστε οι απο- 
στάσεις ανά 2 να εἶναι άρρητες και τα εµβαδά 
όλων των τριγώνων να είναι ρητά. 


Απόδειξη 
Έστω ν Εε Ν3” 


ΑΧ ντ Ε (1, δ,..., ν]Ξ 5 


και τα σηµεία 


στο επίπεδο. Είναι 


ά(Αι Α)) -- ν--κ)” (νι) Ὑ, 15, ἰπ] 
χί νι 1 
και 4 2 (ΕΑΙΑΙΑκ) Ξ |χΧι νί Ἡ 
Χκ ὃὐκ 1 
για {]κςεθδ,ίσ]σκγι 
Αν θέσουµε κ νι ντςες, 
τότε ἀ(Α: ΑΙ) - Ίι-ἰ :ν(ἱ-- ᾖ2ε], 


όπου προφανώς νψ/ίΕβζιιεος 


γιατί θα έπρεπε ἵ ΓΙ 0 άτοπο και 

3- 2(Αι ΑΙ Ακ) Ξ- (1-]) (κ) (1--κ) ΕΕ 03 
(ορίζουσα Ναπάθιπιοπάἀθ). 
Οι δύο συνθήκες ικανοποιούνται. 


3 συνέχεια απ᾿ το προηγούμενο τεύχος 


Έγινε στις 19 Δεκέμβρη ᾿87 στην Αθήνα η ἄη 
Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα µε συμμετοχή 200 πε- 
ρίπου ατόμων απ᾿ όλη την Ἑλλάδα, που είχαν διακρι- 
θεί στου Πανελλήνιο Μαθηματικό Διαγωνισμό της 6ης 
Νοέμβρη 87, ΄Εχει κιόλας γίνει ο Ίος και 2ος προπα- 
ρασκευαστικός γύρος και θα υπάρξει ο αντίστοιχος (6 
Φεβρ. 88) και (12 Μάρτη 88) τελικός γύρος τον 
Απρίλη ᾿88 µε έγκαιρη γνωστοποίηση της ηµεροµηνί- 
ας προς τους προκριθέντες µαθητές. Ο 2ος προπαρα- 
σκευαστικός γύρος περιλαμβάνει ύλη Β΄ Λυκείου, ενώ 
ο 3ος τελικός γύρος περιλαμβάνει ύλη Γ΄ Λυκείου. Σ᾽ 
αυτό το τεύχος δημοσιεύουμε: 


9 Τα θέµατα της 4ης Εθνικής Ολυμπιάδας Μαθηματι- 
κών και τις λύσεις των βραβευθέντων μαθητών, ενώ: 
9 Τα θέµατα του 2ου και 3ου προπαρασκευαστικού κύ- 
κλου και οι λύσεις τους (του Ίου είχαν δημοσιευτεί 
στο 3ο τεύχος). 

9 Τα ονόματα των βραβευθέντων μαθητών στον Ίο 
Πανελλήνιο Μαθηματικό διαγωνισμό καθώς και τα 
ονόματα των βραβευθέντων μαθητών στην 4η Εθνική 
Ολυμπιάδα Μαθηματικών. 

9 Την Εθνική ομάδα που πήρε µέρος στην Κύπρο (5η 
Βαλκανιάδα) και 29η Διεθνή Ολυμπιάδα (Καμπέρα - 
Σίδνεῦ - Αυστραλία), θα δημοσιευτούν στο τεύχος (1) 
της επόµενης σχολικής χρονιάς. 


Γ΄ Γυμνασίου 
61: α) Να γίνουν οἱ πράξεις: 
β 2αβ 


μ-εδεὴ Εντ ντ 
α αἱ -- β 


αξβ α--β β-α 
έτσι ώστε η παράσταση να πάρει την απλούστερη 
μορφή. 
β) Να απλοποιήσετε την παράσταση 
οκ) -- (3α - β)κ -- αἱ «Ε αβ 
2χ΄ -- (α - 3β)κ -- αβ {- β΄ 


κὴ. 


Λύση: 

... πο μι. 
κα. α-β Ἴαξβ β-α α - β 
. ο ---ᾱ- 

ο. α-β : 
ατα σ]- 
αξβ τ-ία-β) (α-β)ία-- β) 


αἱ  αβ-- 4αβ-- αββ' αία - β) 4 βία β) --2αβ 
αβ ' (α { β)ία -- β) 


η 
} 


-. -α- - 2αβ --β' α αβ {- αβ 1 β ρα 
ατβ ία - β) (α -- β) - 
«ία β)  (α-β 

αἲβ  (α 3 β)(α-- β) 
ο α-βὶ (α4β(α- β 
τσ ο  Ἱ--α-β 


α-β (α -- β)᾽ 
Σχ’ -- (3α β)χ 1 αἲ --αβ 
2χ᾽ -- (α -- 3β)χ 4 β᾽ --αβ 
ο δχ -83ακ-- βχ αἱ Γαβ 
το κὶ --ακ -- 3βκ -- β' -- αβ 
ο 2κ) --2ακ-- ακ-- βχ- αἲ Γαβ 
0βκ -- βχ -- β᾽ --αβ 
ο. Σχίχ-- α) Ί αία - κ) Ἔ βία -- κ) 
2χίχ -- β) Έ α(β -- κ) ἵ βίβ -- κ) 


δχ᾽ -- ακ - 


ο. (α-- κ)ί Αχκναγβ α-κ 
το β- κ) 2χή-αβ) β-κ 


Θ2: Να φέρετε το μικρότερο αριθµό ευθυγράµµων τµηµά- 
των που συνδέουν σηµεία του σχήματος έτσι, ώστε το 
νἑο σχήµα που θα προκύψει να ἔχει ακριβώς 

α) έναν άξονα συμμετρίας 

β) δυο άξονες συμμετρίας 

Υ) τέσσερις άξονες συμμετρίας. 
Να γίνει ξεχωριστό σχήµα για κάθε περίπτωση. 


.. 


Λύση: 


α) Στο σχήµα Φέρνουμε το ευθύγραμμο τµήµα ΒΕ. ΄Ετσι το 
σχήµα αποκτά ἔναν άξονα συμμετρίας την ευθεία ΒΟ. 


Γ Δ 
9 ., 
Φ 
Β οχ. 

Ἂ 

κ 
Φ 9 Ν 
Α Ε 


Β) Στο σχήµα φέρνουμε δυο ευθύγραμμα τµήµατα, τα 07, 
ΟΗ. ΄Ετσι το σχήµα αποκτά δυο άξονες συμμετρίας, τις ευ- 


θείες ΔΗ και ε. 
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Η ᾗἆαΑ κε 


Υ) Στο σχήµα φέρνουμε 4 ευθύγραµµα τµήµατα, τα ΟΕ, 
ΟΗ, 08, 02. ΄Ετσι το σχήµα αποκτά 4 άξονες συμμετρίας 
τις ευθείες ΘΕ, ΔΗ, Β7, ΑΓ. 


Θ3: Θεωρούμε τα πολυώνυµα: 
ρ(κ) κ’ - Δκ) Έκ-δ, α(κ) -- κ) - 2κ-- 8, 
Βίκ) - -κἱ -ὄχΓα 
α) Να ορίσετε το α ἔτσι ώστε το πολυώνυμµο Βίκ) να 
διαιρείται απὀ το κ -- 2. β) Να αναλύσετε σε γινόμενα 
παραγόντων τα πολυώμυμα Ρ(κ), Ο(κ), Βίκ). Υ) Να 


Ρ 
δείξετε ότι η παράσταση -κ΄ Γκ -τ Κω, 15 εἰ- 


ναι τἔλειο τετράγωνο. Οία) 
Λύση: 
α) Αφού το πολυώνυµο Βίκ) - --κ᾿ -ὄχ-α, διαιρεί- 


ται απὀ το Χ 2, τότε το Β(2) θα εἶναι ίσο µε το 0, όπως 

ξέρουμε: Δηλαδή: 

βθ--2.-5.2αΞξθ 5 -ᾱ4-1Ιθία-θο 3 
5 αΞ]Ίἶθο- γή 3 ατξ ]ά 

΄Αρα το Β(Χ) διαιρείται απὀ το κ --2, όταν αἲ- 14. 


β) Ρ(κ) κ - Αχ ἐκ-αἘκκ-δ)γίκ-δᾶς 


Ξ(κ-θα Ελ ξα-θ(κ- κ -κττ (1) 
Οι) Ξ κ) -οχ- χξκ- (κ -- 3) (2) 
Βίκ) Κ -- κ΄ --δκ 1 14 


Το πολυώνυµο αυτό θα το αναλύσουμε σε γινόμενο παραγό- 
ντων 
Βίκ) Ξ αίκ --ρι) (κ ϱ)) Ξ 
Ἑ (κλίκ - 2) ξτ( Γ(2- α) 


Ρ(κ) πι 
γ) Εκ πτς ἙΙδ π 
Ο(κ) 


Εμ δκά, (κ 8) (κκ (κ κτλ] νο 
(κ - δ) (κ τ 1) 


Ξ κ κκ -κΕΙ-ς]Ιδ]16ς 4) 


Θ4:α) Αν β Εγ-α βΣΈγ να υπολογίσετ την 
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παράσταση β' Ε γ᾿ β᾽ η Υ’ 
: δεν βδ-ογ 
β) Ανατ -κα 0 να βρεθεί η παράσταση 
1 
ας 
αἳ 


σαν ἔκφραση του κ. 
Λύση: 
α) β' ΕΥ Ξ αἲ (4) 


βαν βτν πώ τώ(βτν) 


ων οπτα ΒΕΥ) (ΑΒ Υ) 
β: -- γ - 
α2(6 Υ) 2βτώ τι ο 
β-γ ο ᾱ 
1 
β αξ--Ξκ (1) 
α 


να, 1 1 
απ η αρα ἡ μοι ὉὍ 
α α α α 


112 
α ε.]- (κ 5 
α 


4 1 3 
-αἳ - --- «4 Ί- 2 1 4αἱ ἠ- 
α 


1 9 
ας 2 κ 5 
α 


1 
χτ Ἐκ 
α 


ο ο. ἃ 3 Ἡ 
. α Πο πκ-θο-αις σα 
α 


1 1 
9» ον ἁάι τμ: Ἐκ'-6- 4 89 α ε-- Ξκὶ --4κὲ 2 
α α 
Οἱ λύσεις ἔχουν δοθεί απ᾿ τον βραβευθέντα µαθητή Μαρ- 
γαριτόπουλο Θωμά του 4ου γυμνασίου Βέροιας. 
Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


Θ1: Εστω ότι αἆθ,β20,Υ 20 και 


ψ]9θθγα νι -ξν ιδ τγ. 
Να αποδειχθεί ότι σ-(α β) 3 γ. 


Λύση: 
ψ 9807 γα Ἐν 1987 { ΞΡΟΥΝ 1907 υγ - 


»Ινττα «ντε - µ ννστν] ο 


«» 2 - 1987 Ί-(α1« β) 4 (1987 4 γ) - 


-2ν (1987 -- α) (1967 5 β) 1295 


918) ία Ρ) 209873 Υ) - 
ον (1987 -- α) (1987 -- β) «5 


1 
πσία.β 2167 3Υ-- 1981 - 
ον (1987 -- α) (1987 -ε β) «5 


1 
Ὅσ αρ το]-ν (5 τα) (907 ΤΡ ... 


α»θ,β32»0ίγ320) 53 (με βΑνισότητα των Μέσων ή Ανι- 
σότητα του (οσον) -- 


(1967 { α) - (β - 1987) 
9 σπα οσο ντα 95 
που λέει ότι: 
αν αι, α; ... ἄν 2 απ 


αι Γ α; Ε ... Ἔ- αν 
δια Εξ Ασολάοα σσ όμι 


3 νψαια; ... ἄν 


ν 


α»δθ β20 


5 Ἰ90]-ασδθ 59 1907 -β20 


1967 20 1987 20 


2 - 1987 -- α - 1987 -- β 
5-3 18871 α)[18Ε7Γβ) 


2 
5 ατα νἒν ψ1οε7 -- α) [1887 -- β) «» 


1 
ό μον αν» ν (1987 -- α) (1987 -- β) 5» 
1 
ο ολα β) 3 ν(19867 - α)(1987 Γβ)- 1967 (2) 


1 
ω, - ο 1β)ῶγ 
Γ. Μιχάι (δο Λύκειο Αιγάλεω) 


Θ20: Σ᾽ ἕνα ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ -- ΑΓ θεωρού- 
µε σηµείο ΔΑ στη βάση ΒΙΓ και σηµείο Ε στην πλευρά 


ΑΓ τέτοια ώστε ΒΑΔ -- ΓΔΕ. Να αποδειχθεί ότι 
ΑΔ - ΑΕ. 


Λύση: 
Απόδειξη: Φέρνω τη διχοτόµο της γωνίας ΒΑΛ, που τέμνει 


4 ἵ ι ιν 
αλλά και ΕΔΓ -- κ. ΄Αραη γωνία ΑΞΔ -- κ-Ε Β (εξωτερική 
του τριγώνου ΑΞΒ) και η γωνία ΑΕΔ Ξκ Έ Γ (εξωτερική 
του τριγώνου ΔΕΓ). ΄Όμως Β . [ (αφού ΑΒΓ ισοσκελές) και. 


συνεπώς ΑΞΔ -- ΑΕΔ. 
Α 


Β Ζ Δ 


Η γωνία ΑΔΕ -- ΑΔΓ --ΕΔΓω« ΑθΕ- κας Γκ-δ 
(όπου ΑΔΑΓ - κ {Γκ σαν εξωτερική στο ΑΔΓ). ΄Αρα, 
᾿ 4 4 [ο] 
ΑΔΕΠΞΓκΤΓΤΓΞ ΑΕΔ -» ΑΔΕ ισοσκελές τρίγωνο 5 ΑΔ--ΑΕ. 
Α. Ματέκοβιτς (Λύκειο Ζωγράφου) 
Θ3: Δυο κύκλοι (Οι, Βι), (Ο., Β)) βρίσκονται ο ἕνας 
Εκτός του άλλου. Να βρεθεί ότι; α) το μικρότερο ευθύ- 
γραµµο τµήµα που συνδέει σηµεία των κύκλων, β) το 


µεγαλύτερο ευθύγραμμο τµήµα που συνδέει σηµεία 
των κύκλων. 


Απόδειξη: 1) Παίΐρνουμε δυο τυχαία σηµεία 

ΜΕΚ/Οι, Βι) και ΝΕΚ/Ο»., Β)). 
Φέρνουμε επίσης την ευθεία ΟΙΌ; (ενώνει τα κέντρα των δυο 
κύκλων) που τέμνει το Κι στο Α και το Μ; στο Β (Α, Β εἶναι 
εσωτερικά σηµεία του ευθ. τμήματος ΟιΟ)2). Παρατηρούμε ότι 
για οποιαδήποτε θέση των Μ και Ν, η τεθλασμένη γραµµή 
ΟΙΜΝΟ; περιβάλλει το τµήµα ΟιΙΟΌ; και συνεπώς: 
ΟΙΜ -- ΜΝ «ΝΟ, 2 ΟἱΟ, «55 Βι « ΜΝ  Βι ΑΒ ΓΕ; 5 

9» ΜΝ Ἔ ΑΒ. 

΄Αρα το ελάχιστο µήκος του ευθ. τµήµατος ΜΝ που συνδέει 
σηµεία των δυο κύκλων είναι ίσο µε το µήκος του ΛΒ, όπου 
ΑΒ βρίσκεται στην ευθεία που συνδέει τα κέντρα του Κι και 
Κ. και ΑΕΕ:, ΒΕΚ; αλλά Οι, Ο. Ε ΑΒ. 


2) Με τα παραπόνω δεδοµένα βλέπουμε ότι για οποιαδή- 


ῃ Λ 
το ΒΓ στο Ξ και σχηματίζονται οι γωνίες ΒΑΞ -- ΞΑΔ- κ | ποτεσηµεία Μ και Ν (που τα ορίσαµε προηγουμένως), η τε- 
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θλασμἔνη γραµµή ΜΟΙΟΙΝ περιβάλλει το τµήµα ΜΝ και 

άρα: 

ΜΟ. -- ΟΙΟ; Έ ΟΙΝ 3 ΜΝ 5 Βι -- ΟἱΟ, ΕΒΕ. 3 ΜΝ (1) 

Αν προεκτείνουµε την ΟἱΌ. µέχρι να τµήσει το Κι δεύτερη 

φορά στο Γ και το Ἡ; στο Δ (Γ, Δ εξωτερικά σηµεία του 
Ο,Ο)) θα έχουµε ότι: ΓΑ - Β, -- ΟΙΟ, -τ Β. (9) 

Από την (1) και (ϱ) ο ΓΣ ΜΝ. 

Επομένως, η µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να πάρει το 
μήκος του ΜΝ είναι ίση µε το µήκος ΓΔ. Και άρα, το µεγαλύ- 
τερο ευθ. τµήµα που συνδέει σηµεία των κύκλων Ν:, Μ; είναι 
αυτό που περνάει από τα κέντρα των δυο κύκλων και ἔχει 
άκρατα![ ΕΚικαιΔΕΝΜ: εω. Γ,Δδ 6 ΟἱΟ, (τµήµα). 

Α. Ματέκοβιτς (Λύκειο Ζωγράφου) 


64: Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν Φυσικοί αριθμοί κ 
και λ. τέτοιοι ώστε οι αριθμοί κ΄ {- 5λ, λ΄ -- ὂκ να 
είναι τετράγωνα φυσικών αριθμών. 


Λύση: ΄Εχουμε: 
κ” -- κ 
κ φθλςκχ 9ολςἉκ -κΞλ- 
2 «5 
λὲ Γὐκςν 
κ ---κὰΐο | οι -μιὰ ᾿ 
Σβεν κπνι” 
95 κ΄ -- Ακκ {- κ { θκΞ αν’ 
«» (κ) -- (κ) (κ) -- (κ' -- θκ) -- (ν)' 
- 


νε Ν ᾗ- 2νΕΝ 
για να ἔχουµε ἕνα τετράγωνο πρέπει: 
(κ) Ξ- κ’ Ε 8κ 5 κ᾿.τκ-οδκ 3 
- κξζθ µα από την υπόθεση κ” 0. 
΄Αρα δεν υπάρχουν κ και λ φυσικοί θετικοί αριθμοί τέτοιοι 
ώστε οι αριθμοί κ᾿ { 2λ και λ - ὃκ να είναι τετράγωνα 


Φυσικών αριθμών. 
Γ, Μιχάι (5ο Λύκειο Αιγάλεω) 


Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
61: Δίνεται ότι Χ,ν,α Ε Ἐ και 
κώντβρα--ό, κχνςα) - Δα-65. 


Ποια είναι η ελάχιστη τιµή του κ΄ Εν’; 
Λύση: κ «ν΄ Ξκ εν) - 8χν Ξ 
Ξ ἀα΄ -- 160 -- 16 -- 2α) -- δα -- 10 -- 2α’ -- Ίθα -- 6. 
΄Οπως είναι γνωστό η ικανή και αναγκαία συνθήκη για να 
είναι συμβιβαστό το σύστηµα 
κΈνςδ, κ ρ κείναιη 5 4ρ, 
άρα στην περίπτωσή µας η Ικανή και αναγκαία συνθήκη είναι η 
(ζα -- 4)’ 3 4(α] -- 3α-- 5) 5 
95 4α] -- Ίδα «1632 4α) -- Ίδα-20940ς-ά4ρας-]ὶ 


Επομένως ζητάμε να βρούμε το πιίῃ Κα) α Ε (-οο, --Ί] 
όπου {{α) -- 2α' - Ίθα -- 6. 
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| 
| 
| 


5 
Ἡ { είναι γνησίως Φθίνουσα στο [-, 5 γνησίως αὐ- 


5 
ἔουσα στο Γ 3 3) επομένως είναι γνησίως φθίνουσα στο 


(ο, --1], ρα το πῄπ {(α) α Ε (--ο, --]] εἶναι το 
{-1Ξ2-10-6-18 αιακςΈν- -- 3). 


Χ. Αθανασιάδης (2ο Λύκειο Θεσσαλονίκης) 


62: Δίνεται ἕνα τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο 


Ο(Ο, ΠΒ). Αν Μ είναι σηµείο του τόξου ΒΓ και αν Δ, Ε, 
Ζ είναι οι πόδες των καθέτων που άγονται απὀ το 
σηµείο Μ επί των ευθειών ΑΒ, ΑΓ, ΒΓ, αντίστοιχα. Να 
αποδειχθεί ότι: 

(Β/)’ - πῶς 

(Μ2'  (ΜΔ):(ΜΕ) 
όπου [δα εἶναι το ύψος του τριγώνου που αντιστοιχεί 
στην πλευρά ΒΓ, 


Λύση: 
Κατ᾽ αρχήν θα δείξω ότι; 


Είναι 


. Λ ὁ [η 
Αλλά ΜΒΕΒΓ - ΜΑΓ - ΜΒΖ: ΜΑΕ 35 


. ι ὄ Γ. 
και ΜΓΒ - ΜΑΒ - ΜΓΖ5 ΜΑΔ - 


(τα τρίγωνα είναι και ορθογώνια). 


διότι το ΑΒΜΓ είναι εγγράψιµο, οπότε 


΄ΩὭστε η (1) αποδείχτηκε [κατά τη διάρκεια της απόδειξης 
θεώρησα τις Φορές των µοναδιαίων διανυσμάτων τέτοιες 
ώστε τα ΑΒ Αἴ, ΒΓ, Μᾶ ΜΕ ΜΖ να είναι θετικά). Εποµέ- 
νως η (1) γράφεται και 
ΑΒ ΑΓ 

τς κ τος (4) 

ΜΖ ΜΔ ΜΕ. 
(όπου ΒΓ, ΜΖ, κ.λπ. τα µέτρα των τμημάτων). 


-- ΒΓ΄ [ΑΒ μΑΓ . ΑΒ ΑΓ 
----' -- |--Ιυ-- ---- Ξ 4ο νο -- 
ΜΖ΄ ΙΜΑ Με ΜΔ ΜΕ 

-4:ΑΒ:ΑΓ  4-2Βῦο  ΔΒΕῦς 


ΜΔ.ΜΕ  ΜΔ.ΜΕ  ΜΔ:ΜΕ 
αφού (κ τν) Ἔ4κν Ὑκ,ν ΕΤ καιως γνωστόν 


ΑΒ: ΑΓ Ξ βγ -- 2Ηἱ)α 
σε κάθε τρίγωνο, 


Α 


Διευκρίνιση: Στη λύση όπως φάνηκε δεν ήταν αναγκαία η 
χρήση αλγεβρικών τιµών. Μένει ακόµα να δειχτεί ότι τυχαίο 


σηµείο Μ του τόξου β προβάλλεται σε µια από τις ΑΒ, ΑΓ 
σε εσωτερικό σηµείο και στην άλλη σε εξωτερικό (στην προ- 
ηγούµενη απόδειξη υπέθεσα πως το Μ προβάλλεται σε εσω- 
τερικό σηµείο της ΑΓ). 

΄Έστω λοιπόν Α΄ το αντιδιαµετρικό του Α, και ἔστω 
Α΄ Ε ΒΓ. Τότε αν Μ Ε ΒΑ΄ τότε το ἵχνος του Μ στην ΑΓ 
εἶναι εσωτερικό της σηµείο, της ΑΒ εξωτερικό. Αντίθετα αν 


Με ων και η πρόταση αποδείχτηκε. 
Είναι επίοης φανερή αν Α΄ ε ΒΓ. 

Χ. Αθανασιάδης (2ο Λύκειο Θεσσαλονίκης) 
Ζη λύση: Για την απόδειξη της ζητουµένης ανισοτικής σχέσης 
θα χρησιμοποιήσω την παρακάτω πρόταση. 

ΗἩ απόσταση ΜΑ, ενός σηµείου Μ του κύκλου (Ο, Β) 
απὀ µια τυχαία χορδή ΑΒ του κύκλου (Ο, Β) είναι ἴση 

.] 

ΜΑ:ΜΒ Μ 


ε 
ὰ 2Η 


Α 28 
ο ών 


Ἡ 


Ι 


1 


| 


Απόόδειζη: Τα τρίγωνα ΜΑΔ και ΜΚΒ είναι όμοια (γιατί 


πο ο ον σι μἩ 
ΗΒ 
Α 
Β Γ 
Δ 
Μ 


Στο τετράπλευρο ΑΒΜΓ ισχύει τὸ θεώρημα του Πτολεμαίου 
δηλαδή 


(ΒΓ) : (ΜΑ) -- (ΑΒ) : (ΜΓ) -- (ΒΜ) : (ΑΓ) - 
α. (ΜΑ) - Υ:(ΜΙ) (ΒΜ):β - 
[α - (ΜΑ)Γ --[ν: (ΜΓ) -- (ΡΜ) βΙ - 
α᾿ " (ΜΑ) Ξ Υ' -(ΜΙ)᾽ -- (ΒΜ)᾽ :β᾽ -- 2βΥ ' (ΒΜ)(ΓΜ) 5 
αἱ: (ΜΑ) -- 4βΥ " (ΒΜ) (ΓΜ) --[ν :(ΜΓ) --(ΒΜ) : βΙ 5 
αἲ '(ΜΑ/΄ -- 4βγ :(ΒΜ)/ΓΜ)30 - 
αἱ :(ΜΑ)᾽ 5 4βν :(ΒΜ) (ΓΜ) - 


βΥ 
- ο 
(ΜΒ) (ΜΓ (ΜΑ)΄ (ΜΒ) (ΜΓ) (ΜΑ)᾽ 
Επειδή ισχύει βΥ -- 29Β/)α 
αὖ Β: Όο 
αν το πο) 
(ΜΒ) (ΜΓ) 


(ΜΑ)᾽ 
αἱ ΠΙΟ 
ο ----ϱ-- »- στολές. ο 
(ΜΒ) (ΜΓ (ΜΑ)΄ (ΜΒ) (ΜΓ) 
48 αἱ 4ΚΕ Όα 
32 κ------- ---α---καοαακασασαασασο 
(ΜΒ)’ (ΜΡ)᾽ (ΜΑ)᾽ (ΜΒ) (ΜΓ) 
αἱ βις 
- ------. σ ϱ8-------------------------- 
β.” . 1 -- . - | ΜΑ - - 
2Η 28 28 
(Βλέπε θεώρηµα στην αρχή) 
αἱ Βἶ]α (Β/)᾽ βῶς 
59 τὴ ῶ -----ῃ-ἷ--α-ᾱ απ πα αλ ὑπαώκωσὸ 
(ΜΖ)’ (ΜΔ) (ΜΕ) (Μ2)7 (ΜΑ) (ΜΕ) 


Α. Οικόνοµου (35ο Λύκειο Αθήνας) - 
Ειδικό βραβείο Γεωμετρίας 


683: Οἱ διχοτόµοι των γωνιών ΒΑΓ και ΓΑΔ σ᾿ ἕνα 
ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΑΒΓΟΑ τέµνουν τις πλευι 
ρὲς ΒΓ και ΓΔ στα σηµεία Μ και Ν αντίστοιχα. Να 
αποδειχτεί ότι: 
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(ΜΒ) (ΝΔ) Α Β 
(ΜΓ) -- πο νὰ. 
Μ 
Δ Ν Γ 


Λύση: Από το 1ο θεώρημα των διχοτόµων (και αφού προσθε- 
σουµε κατά μέλη) έχουµε: 
ΜΒ. Νῶ ΑΒ ΑΦ 


. 4 ---ο- 
ΜΓ ΝΓ Αα ΑΓ ΑΓ ΑΓ 
γιατί οι ΑΒ, ΒΓ, ΑΓ είναι πλευρές τριγώνου ρα 


ΜΒ 
νι 


επίσης τη {- ---- ΝΕ 
ΑΒ ΒΓ2ΑΓ 5 ΑΒ { ΒΓ' --2Α8Β :ΒΓ 2 ΑΓ’ 5 
9 ΑΡΒ:ΒΓ320 αληθές. 
Χ. Αθανασιάδης (2ο Λύκειο Θεσσαλονίκης) 


ΑΒ’ -- ΒΓ΄ -- ΑΓ”, 


64: ΄Εστω Ας. ΙΝ τέτοιο ώστε: 
ἢ Ανα,βΕΑ,τόεναβεΑ 
16ςΑκαιδέεΑ. 
1484 
Να αποδειχτεί ότι: 2 ν2ΡΤς ϱΑ. 


αξΑ » νψαξΑ. 
1ςβ-νψα- ματ 


 αξΑ 53 αξ ΕΑ σ νεΝν’ 


Λύση: 
Πράγματι αξΕΑ Λ 


Για ν -- 1 προκύπτει ἳ να Έ Α αληθής (πρόταση 1). 


α 
΄Έστω πως ισχύει για ν -- κ, δηλ. 2 Ε Α. Τότε από την πρό- 


ταση (1) παίρνουμε: 


] 1 1! 
σα τα] δα ] 
γαἳ ελ. [ει « «δν ΕΑ«αξῖ ΕΑ 


και η πρόταση ισχύει καιγιαν Ἔκ τ 1, άρα η (2) αποδεί- 


χτηκε. 


1 
3) 026ΕΑ Ψν ΕΙΝ" (ισχύει λόγω της (2) αφού 2 6 Α). 
κΈ] 


4) ο ΕΑΞ2Σ1ΕΑ Ψ κνεΝ" 


1 
Έχουμε 2. ΕΑ και απὀ την πρόταση (3) 25 ΕΑ. 
΄Αρα και 
. 1. : κΜ 1 κε] 
μὲ 35] ΕΑ «95 2 ο Ἠ]Σ εα ο οἲἳ ΕΑ 
και η (4) αποδείχτηκε. 


κ 


5) ο ΕΑ-2Σ}ΕΑ ν κινλεΝ"' (ήλΞ0. 


Για λ -- 0 ισχύει όπως καιγια λξ 1 (πρόταση (4)). 
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Έστω πως ισχύειγιαλΞ µ 6 Ν", δηλαδή 
κ. κνμ 
23 ΕΑ 5 23» ΕΑ. 


Αν ρα ον κάποιους κ, ν Ε ΝΑ ισχύει ο ΕΕ Α θα δείξω 
κτμ 
ότι2 ΑΗ ΕΑ. 


κ 
Πράγματι ον 22” Ε Α τότε σύµφωνα µε την υπόθεση της 
κάγμ κτμει 


επαγωγής 237135 6 Α, οπότε σύµφωνα µε την (4) 22ΝΤΕΑ 
και η (5) αποδείχτηκε. 


1821 
Θα δείξω τώρα ότι 2235 ς Α. 
[ 
Σύμφωνα µε την (3) ισχύει ος ος Α. Σύμφωνα µε την (5) 
για λΞ 909, 


ο[ὁ 18) 910 
ΕΑ ο 211 ΕΑ ο 
2:910 1820 
5» 22/1 68Α 5 2215 ΕΑ 
1801 
ο 2153 


άρα σύμφωνα µε την (4) 6: Α και το ζητούμενο σπο- 


δείχτηκε. 
Χ. Αθανασιάδης (2ο Λύκειο Θεσσαλονίκης) 


Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


61: Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις {: Β -- Β οι οποίες 
ικανοποιούν τη συνθήκη: 
2 Ἐν Έκν) πα.) Έβ" [(ν) Τ αν), 


ΦχινΕΕ ὀόπουα,βεβµεα -α» β --β. 
Λύση: 
Στη συνθήκη 2Η Ἐν Έκν) -α.(α) β" ν) (αν), 


σχινςΡρ (1) 
θέτωκ ν Ξ 0 και έχω 
2Ι(01040-θ)-α-κο Εβ- κο -{μο-ο - 


320) - α- 40) --β- 0) -- 0) 5 
3 {(0)-(α-β-1)-035/θθήαβ-ΙΞ0 
Αν όµως 
αἲβ-1Ξ09βξ]-αήσα -ασβ -β (2 
γίνεται: 


αἱ α”βίβ-- 1) 5 αἱ σοι ώ- 1 α--λ) 
«5 αἱ ο οκδα (--α) 5α -υ)ὶ απφα -α. 
άτοπο. Συνεπώς 40) Ξ 
΄Έστω τώρα ότι ΑΡΗ χο ΕΞ ΕΒ µε {κο) 5 0. 
Στην (1) θέτω κ κχοκαι ντ 0 και ἔχω: 


2έ(κο - 0 -- 0) -- α: κο) {- β - (() -- πο) - 
3» Ο(χκο-α”"ίκχο-θο-οθ Ιου” 
92/0) --α. Πχ) α" [ο ας [κο κ 0]. 


Θέτω πάλι στην (1) ΧχΞ0,ν κα και παίρνω 
{0-0 
2/40 - χο Γ0)Ξξα.: 0) {- β: ήχο) {- Κο) - 
9 2[χο)Ξβ' χο 3 βΞ-2. 
Αυτό όµως είναι άτοπο γιατί 


αξβς-ο - α-αςβ- β. 
Συνεπώς δεν υπάρχει χο Ε Β µε [ίχο) 5έ 0 και η µόνη 
συνάρτηση {: Β --Β που ικανοποιεί τις (1), (2) είναι η 
κ) -0, σκςλ. 


Γ. Ιβρισιμιτζής (3ο Λύκειο Θεσσαλονίκης) 


Θ2: Δίνεται κανονικό 1987-γωνο στο επίπεδο µε κορυφές 
Αι, Αν. ΑΙ να βρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των 
σηµείων Μ του επιπέδου τέτοιων ώστε: 


ΙΜΑ, - ΜΑ, 1... Ε ΜΑμ] «1987. 


Λύση: 
Για κανονικό ν-γωνο, γνωρίζω ότι: 


ΟΑ, -- ὁΑ.--... ΕΟλ- 


Απόδειξη: 
6, {- ΟΆ.-- 208, 
ΟΑ; { ΟΑ;Ξ 208, 
ΟΑ, 1- ΟΆι -- 208 
2(0ΑΆι {- 6Α. Γ.Ε ΟΆι) -- 208, κ 08, Ε.Ε 08ν «» 
Οι -- ΟΑ, «...- ΟΆν -- 68, - ὀ8Β, 1-...οΒν (1) 
Και επίσης, κατά τον ἴδιο τρόπο προκύπτει: 
68, -- 68, ...  0Βν-- ΟΆί -- Άγ ή»... { ΟΛΑ 
Από τις (1) και (2) 
5 ΟΑ, - ΟΑ. Ε.Ε ΟἈν-- ΟΥ -- ΟΆν Ε.Ε ΟἈν (3) 


Επειδή το ΑΙΑ; ... Αν είναι κανονικό ν-γωνο και Ο το κέντρο 
του, το Αι΄ κείται πάνω στην Αι. ΄Αρα 


ο. 6ΑΞλΟΑι µελς]. 
Αρα από (3) - 
6Α, {- ΟΛ, 1... Ε ΟΆνς λΟΛΆι ΓλΟΑ, ΓΕ... ΕλΟἈν - 


1 --Ἀ) (0Α, - ΟΑ, Ε.Ε Ον) - ὃ 
Επειδή όµως λ »έ 1 είναι: 
ΟἈι - ΟΆ, «-...Ε ΟΆς -- ὂ. 


(2) 


Στην προκειμένη περίπτωση του 1987-γώνου, αν Μ σηµείο 
του γεωμετρικού τόπου, είναι: 


ΜΑιΞ ΜΟ - ΟἈ, 

ΜΑ, - ΜΟ -- 0Α. 

ΜΑ - ΜΟ { ΟΆιοι 

ΜΑΙ ΜΑ... ΜΑιοη -- 1987.ΜΟ {(9Α.-  ΟΑ::... ὅΆιοι) 
3. ΜΑΙ ΜΑ... ΜΆμε -- Ι907ΜΟ /ὅ - 
ΜΑι 4- ΜΑ, 1... ΜΑιοη -- Ι907ΜΟ 
Για το σηµείο Μ ισχύει 
ΙΜΑ, - ΜΑ. Ε.Ε ΜΑιατ! ς 1907 «5 
[1907 ΜΟΙ «1987 «» 


1907 ΜΟ| «197 ΙΜΟΙς1 


Επομένως το Μ ανήκει στον κυκλικό δίσκο µε κέντρο Ο, το 
κέντρο του 1987-γωνου, και ακτίνα 1 

Λόγω ισαοδυναµιών, κάθε σηµείο του κυκλικού αυτού δί- 
σκου ανήκει στον τόπο. 

Επομένως, ο γεωμετρικός τόπος είναι ο κυκλικός δίσκος κξ- 
ντρου Ο και ακτίνας Ἱ. 


Ν. Παπασπύρου (7ο Λύκειο Αθήνας) 


63: ΄Εσιω Α εἶναι η Χη πίνακας πραγματικών αριθμών 
που ικανοποιεί τη σχέση Α΄ -- Ι -- Α, όπου ἶ ο µοναδι- 
αίος η Χη πίνακας. Να αποδειχθεί ότι ο πίνακας Αὖ’, 
όπου ν 6 Ζ παίρνει µόνο δυο δυνατές τιµές και να 
βρεθούν οι τιμές αυτές. 


Λύση: 
Υπολογίζω τον πίνακα Α΄ 
ΑΞΑ:Α 3 κααφού ΑΕΙΞΑ 5 ΑΞΑ-Ι 
Α ξΞ(/Α-):Α ο ΑξΑ-Α 5 
» ΑΞίΑ-)-Α 95 Α ΞΑ-Ι-Α 5 ΑΞ 
Επεδή(-Ό(-ὃ--[ι(ν]--ουξι 
συµπεραίνω ότι {(- )---ἶ 


΄Αρα(Α)  ΞΑ ξ(υρ]--ι 


Επομένως, ανν «7 μεν Σ 0 τότε: 
ρΕΝ 
ΡρΕΙΝ 


- Ι νΞ-ὂ2ρ, 
μα σα ν2ρτΤ1], 
ΑννεΕΖμµεν«θτόεµμξ-νἍο 


και Αἱ’- ΑΙ -- (Αν --(-Ὁ ’ - [ι- η Ξ- (-- )’ -- 


Ι μξΞὂὸρ ρΕΝ 5 -νξῦδρ 3Ὁ νξ- δρ 
Ί-{μ-δρΕΙ ρΕΝ5-νΞδρΦ19νςξ-δρ-1 
Ανν -- 0 τότε εξ ορισμού Αἱ - Α' -Ι 

Επομένως, συνοψίζοντας 
Ι νζ2ρ ρε 
σναεσζ αν 
τί νζξῦοῶρς] ρε 


Δηλαδή, ο πίνακας Αὖ’ µπορεί να πάρει µόνο δυο τιμἒς, τις 1 
και -- |. 


Ν. Παπασπύρου (Το Λύκειο Αθήνας) 


Θ4: Έσοτωαι- δκαιαιιἜπας,- 2γιαν 1,2... 


ὦ , αντ 
α) Να υπολογιστεί το πι ------------ 
ν--οο αι α. ... αν 


β) Να υπολογιστεί το 


κι |--- Ἑ ο, 

ντε Ία αι "ᾱ- αι "α͵...αν 
Λύση: 
α) Είναι ανν Ξ αὖ δΞξαν(αν ι- 2-2 

αν | -4ας ι Ε2δ- αι (αυ-ι -- 4) - 2. 
Αλλά 


αὐ -ᾱ- αὖ-ι (αὖ-ι - 8) -...Ξ αὖ-ι αὖ-λ... αἱ (αἱ -- 4) 
-- 


αντ] 


ν { 
αὖνι δι] αἱ 2 9 μαμα, 


2 
2 ανγι π αν: 
Τότε [ίπι Ξ0ἵ - Ίπι----- Ξ νο. 
Ίαι τα... αν αι Ἱ . αν 
αντ] αν -- 2 
β) Θέτουμε ὃν -- ο 
αι "αν... ἄν αι 'α.... αν 
αν 2 2 
- -. Ξβ. ι πμ 
αι «ᾱ....ἄν- αι" α....αν αι "ᾱα....ᾱ 
ανιι -2 2 αν -2 
αι "α...αν αι.α....αν αι" α;...αν 
2 2 
αι 'α,...ᾶν αι ' α;...αν 
.ε πιπωοι σσ | Ξε βν 
α αι "ᾱ-... αν 


Γ΄ Γυμνασίου 

Πρώτο βραβείο 
1) Αθηνά Μαρκοπούλου, Ιο Γυμνάσιο Μελισσίων, 2) 
Θωμάς Μαργαριτόπουλος, 40 Γυμνάσιο Βεροίας 


210 


Δεύτερο βραβείο 
|) Ανδρέας Γουλές, 20 Γυμνάσιο Αθήνας 2) Ανδρέας Α/- 
γυρίου, 350 Γυμνάσιο Αθήνας, 


Τρίτο βραβείο 
Ι) Κυριάκος Χουρδάκης, Αμερικάνικο Κολλέγιο Αθη- 
νών,͵ 2) Χρήστος Αδαµάρας, Κολλέγιο Ανατόλια, 3) Δη- 
µήτριος Δημόπουλος, Ίο Γυμνάσιο Λειβαδιάς, 4) Θεόδω- 
ρος Ευγενίου, Γυμνάσιο Ν. Μουδανιών, 5) Αικατερίνη 
Βάρσου, 20 Γυμνάσιο Αθήνας, ϐ) Δημήτριος Μουρατί- 
δης, 20 Κάτω Τούμπα Θεσ/νίκης. 


΄Ἔπαινοι 

|) Γεώργιος Μάτσος, 4ο Γυμνάσιο Βέροιας, 2) Βασίλειος 
Αγγελόπουλος, 7ο Γυμνάσιο Πάτρας, 3) Αντώνιος Μπιλ- 
άρης, 2ο Γυμνάσιο Καλύμνου, 4) Μάρθα Σταθάκη, 2ο 
Γυμνάσιο Χανίων, 5) Αγγελίνα Κουρουμπαλή, Κολλέγιο 
Αθηνών, ϐ) Πασχάλης Αναστασόπουλος, 60 Γυμν. Θεσ/- 
νίκης, 7) Απόστολος Κακκάβας, Γυμνάσιο Ν. Πεντέλης, 
ϐ) Νικόλαος Μόσχος, Γυμνάσιο Ν. Χαλκηδόνας, 9) Λυ- 
δία Τσιούκα, Γυμνάσιο Σοφάδων Καρδίτσας, 0) Νικό- 
λαος Αλεξόπουλος, 6ο Γυμνάσιο Λαμίας, !1) Ευαγγελία 
Καρδάτου, Γυμνάσιο Πολυχνίτου Λέσβου. 


Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Πρώτο βραβείο 
|) Αθηνά Ματέκοβιτς, 2ο Λύκειο Ζωγράφου, 2) Γεώργιος 
Μιχάϊ 5ο Λύκειο Αιγάλεω. 


Δεύτερο βραβείο 
1) Δημήτρης Σταθόπουλος, [ο Λύκειο Σερρών. 


Τρίτο βραβείο 

|) Μιχαήλ. Λουλάκης, 9ο Λύκειο Περιστερίου, 2) Μαρία 
Καραπατάκη, 20 Λύκειο Χανίων, 3) Ανδρέας Σταλίδης, 
1ο Λύκειο Καλαμαριάς Θεσ/νίκης, 4) Ελευθέριος Τιά- 
κας, [ο Λύκειο ΄Ανω Τούμπας Θεσ/νίκης, 5) Κων/νος 
Λεριάδης, 20 Λύκειο Ηλιούπολης, ϐ) Γεώργιος Καρακό- 
στας ο Λύκειο Κορίνθου 7) Αργυρώ Χριστοφοράκη Εν. 
Πολυκ. Λύκειο Αιγάλεω. 


΄Ἔπαινος 
|) Σταµάτιος Κούρτης, 130 Λύκειο Αθήνας, 2) Φοίβος 


Ζούκης, Σχολή Μωραίτη. 


Β΄ Λυκείου 
Πρώτο Βραβείο 
|) Χρήστος Αθανασιάδης, |ο Λύκειο Κάτω Τούμπα θΘεσ! - 
νίκης, Ειδικό Βραβείο Γεωμετρίας. 
Δεύτερο βραβείο 
1) Ευάγγελος Μουρούκος, Λύκειο Κοντοπεύκου Αττικής. 
Τρίτο βραβείο 
Ι) Αντώνιος Οικονόμου, 35ο Λύκειο Αθηνών και Ειδικό 


Βραβείο Γεωμετρίας, 


΄Ἔπαινος 
|) Δημήτρης Μαυροειδής, 50 Λύκειο Χανίων, 2) Γεώργι- 
ος Παπουτσής, Γερμανική Σχολή Θεσ/νίκης, 3) Αλέξαν- 


ὄρος Λαμπρινίδης, 2ο Λ. Κομοτινής. 


Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Πρώτο βραβείο 
|) Ιωάννης Ιβρισιμτζής, 3ο Λ. Χαριλάου Θεσ/νίκης, 2) 
Δημήτριος Κοντοκώστας, Ιο Λ. Τρικάλων. 


Δεύτερο βραβείο 
|) Νικόκαος Παπασπύρου, 7ο Λ. Αθηνών, 2) Σωκράτης 
Βαμβάκος, Γερμ. Σχολή Αθηνών, 3) Στέφανος Παντέλης, 
[ο Λ. Σερρών, 4) Νικόλαος Διαμάντης, Πειρ. Λ. Παν / µί- 
ου Πατρών, 
Τρίτο βραβείο 
|) Ηλίας Κακιόπουλος, 29 Λ. Καρδίτσας. 


Ἔπαινος 
|) Αντώνιος Παπαντωνάκης, 20 Λ. Χανίων, 2) Δημήτριος 
Τραπέρας, 4ο Λ. Ιωαννίνων, 3) Παναγιώτης Μπαζιώτας, 
20 Λ. Γρεβενών. 


Εγκαινιάζουµε µια νέα στήλη σε θέµατα Ολυμπιάδων 
από τους µαθητές της Ελληνικής ομάδας και περιµένου: 
µε λύσεις για δημοσίευση. Σ᾽ αυτό το τεύχος προτείνει ο 
Χ. Ταµβάκης3 


1) Ένα τετράπλευρο έχει την ιδιότητα: το άθροισµα των 
αποστάσεων ενός τυχαίου σημείου στο εσωτερικό του 
από τις πλευρές του είναι σταθερό. Να δείξετε ότι το 


τετράπλευρο είναι παραλληλόγραμμο. 
ϱ)Αν (χι κο) -- (κ. -Ε κι)’ .... Ἔ (Χῃ Ἔ κι)” Ξ 4 
να βρείτε τη μέγιστη τιµή της παράστασης 

ΧΙΧ2 - Χ.Χ» Γ- .... Ἔ ΧηΧι 


3) Να βρείτε το 


πα --- 


Ι. [ημχ ημὂχ | 
Χο Χ ος 2χ 


4) Να λύσετετη Διοφαντική εξίσωση: αβζα" --β, όπου 
ν ορισµένος θετικός ακέραιος. 

5) Δίνεται ευθεία (ε) και δυο σηµεία Α,Β εκτός αυτής και 
προς το ΐδιο µέρος της. Να βρείτε σηµείο Ρ της (ε) µετην 
ιδιότητα 

α) το άθροισμα ΡΑ’ Ε ΡΒ’ είναι ελάχιστο 

β) η (ε) αποκόβει από τον περιγεγραμμένο κύκλο του 
τριγώνου ΑΒΡ χορδή µήκους ΑΒ. 


Ἀ Φοιτητής στο Α΄ έτοςτου Πανεπιστηµίου Αθήνας Βαλκανιονί- ᾿ 


κης (Αθήνα) και Ολυμππονίκης του 1987 (Κούβα). 


ΡΑ 


λό σσ 
Υ) ο λόγος Ρ 


ϐ) ΄Εστω κ περιτός ακέραιος. Να δείξετε ότι υπάρχουν 

άπειροι σύνθετοι της µορφής ν΄ κν Ἑ]Ι,ν ΕΙΝ. 
1985] 

1987 


είναι ελάχιστος. 


7) Ορίζουµε {[χ] - κ-- [κ]. Να βρείτε το 


Μπορείτε να κάνετε γενίκευση; 


8) Θεωρούμε την πεπερασμένη ακολουθία φυσικών 
αριθμών αι, α;,... αν (ν 25 7) που είναι αύξουσα αριθµητι- 
κή πρόοδος, Ορίζουµε την εξής πράξη: η ακολουθία των 
ν αριθμών αι,α., ...., αν αντικαθιστάται απὀ την ακολου- 
θία ν-] αριθμών αι - α., αι -Ἔ αι, ...., αν.ι - αν. 

Εν εφαρμόσουμε αυτή τη πράξη ν-] φορές αρχίζοντας µε 
την ακολουθία αι, α., ...., αν καταλήγουμε σε έναν αριθ- 
µό. Αν ο αριθµός αυτός είναι ο 1984, να προσδιορίσετε 
πλήρως την ακολουθία αι, α;, ...., αν. 


9) Να αποδείξετε ότιαν Χ,ν,2,ΤΕ Ἡ! και 
χνΖ {- χζί {ἰ- χνί -- νζίς 8, 
τότε χν-ζτἜιτ24 χνζι. 


10) Το περίκεντρο Ο ενόςτετραέδρου ΑΒΓ Δ βρίσκεται στο 
εσωτερικό του ΑΒΓΔ. Οι ευθείες ΑΟ, ΒΟ, ΓΟ τέµνουν 
τις εδρες ΒΓΔ, ΑΓΔΛ, ΑΒΔ στα σηµεία ΑΙ, Βι, Γι αντί- 
ὁ ΒΟ ΤΟ 8 
ΑΑι ΒΒι ΓΓι 4) 


τετράεδρο είναι ισοεδρικό. 


να δείξετε ότιτο 


11) Η ακολουθία (αν) είναι αριθμητική πρόοδος µε δια- 
φορά ω, ενώ η ακολουθία (ηµαν) είναι γεωμετρική πρόὀο- 
δος. 

Να δείξετε ότι 


ωξκπ,κςζ, 


ο πω κκ «μον Θα 2 

Στην 28η Δ.Μ.Ο. πήραν µέρος 42 χώρες και 
κάθε µια από αυτὲς πρότεινε διάφορα προβλήµα- 
τα. Ἡ χώρα µας πρότεινε 4. 

Μετά το τέλος της Ολυμπιάδας οι διοργανω:- 
τές, δεν ἔδωσαν στις αποστολές τα προταθέντα 
θέµατα. 

Γνωστό μαθηματικό περιοδικό του Καναδά 
δηµοσίευσε µια επιλογή από 53 θέµατα, ανάµεσα 
στα οποία και τα 4 ελληνικά. 

Αυτή την επιλογή παρουσιάζουμε εδώ, µε την 
ίδια σειρά. 
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ΑΥΣΤΡΑΛΙΑ 


1. Έστω κι, Χ:, ..., Χν ακέραιοι και ρ θετι- 
κός ακξραιος μικρότερος του ν. Θέτουμε:: - 


ΦιΞχι Έχι "ΓΕ... Χρ, Τιξκρει -χριςἍΕ... Ἔκν, 


Θ)ΞΞΧ2 ΓΧι Γ... Γ ΧρΕΙ, ΤΟ Χρ. Χρ Γ... δις 


ὋνΞ Χν ΓχΧι ή... Γχρ-ι, Τνξχρ--Χρει -... Ε χν-ι 
(όπου µετά τον Χν βρίσκεται ο κι). 

Έστω τώρα ππία, β) το πλήθος των αριθμών | 
για τους οποίους ο 9; δίνει υπόλοιπο α και ο Τι 
δίνει υπόλοιπο β, αν διαιρεθούν µε το ἃ, 
όπου θςα,β-«οὰ. 

Να δείξετε ότι οι αριθμοί πι(1, 2) και πι», 1) 
είναι ισοὔπόλοιποι ὡς προς 3. 


2. Αν αι, α., αι, βι, β., βι εἶναι θετικοί αριθ- 


μοί, να δείξετε ότι; 
(αιβ:  βια; -- αἲβι - βαι τ αιβι τ βιαι)” ΞΞ 
3 4 (αια; -- ααι - αιαι) (βιβ: -- β.Β. -- β:β.) 


και ότι το {σον ισχύει αν και µόνο αν 
αι -α αι 


Βι Ββ βι 


3. Ένα τέλειο ανακάτεµα µιας δεσµίδας χαρτιών 
που ἔχουν διάταξη 1, 6, 3, ..., ὃν την κάνει 
ν ΓΙ, Ι  ν ἵ δ, δι. ν -- 1, ὃν δηλαδή τα 
χαρτιά που αρχικά είχαν τις ν πρώτες θέσεις, 
μετακινούνται στις θέσεις 2, 4, 6, ..., ὃν ενώ 
τα υπόλοιπα ν χαρτιά στην αρχική διάταξη, 
παίρνουν τις θέσεις 1, 3, 9, ο ὃν -- 1. 

Να ορίσετε τον αριθµό ν, ώστε µετά από ν τέ- 
λεια ανακατέµατα, αρχίζοντας από τη διάταξη 
1, 2,...,ν να ξαναγυρίσουµε σ᾿ αυτήν. 


4. ΄Ἑστω Κι, Κ:, Κι τρεις κύκλοι µε κέντρα Οι, 
Ο:, Οἱ αντίστοιχα που τέμνονται στο σηµείο Β. 
΄Έστω ότι οι κύκλοι Κι, 1; τέμνονται στο σηµείο 
Α, οι Κ., Κι τέμνονται στο σηµείο Β και οι ἴάι, Μι 
στο σηµείο «. ΄Ἐστω Χ σηµείο του Κι. Συνδέου- 
µε το Χ µε το Α και η ΧΑ τέμνει τον Κ; στο Ψ, 
ενώ η Χς τέμνει τον Κ., στο Ζ. 

{) Να δείξετε ότι τα Ζ, Β, Ψ είναι συνευθειακά. 

ἵ) Να δείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου ΧΟο2 
είναι μικρότερο ή ἰσο από το τετραπλάσιο του 
εμβαδού του τριγώνου ΟιΟ.Ο9, 
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ΒΕΛΠΙΟ 


1. Αν { (0, 99) -- 
την ιδιότητα 


ακ) -ί πα] για κάθε κ 20, 


είναι µια συνάρτηση µε 


να δείξετε ότι υπάρχει µια συνάρτηση 


α: Π1, οο) -- 
τέτοια ώστε 
να . 
υ[ 9 |-κω, για κάθεκ 20. 


2. Να βρείτε τη μικρότερη δυνατή τιµή του Φυ- 
σικού αριθμού .ν, ώστε ο αριθµός ν! να λήγει σε 
1987 μηδενικά. 


ΓΑΛΛΙΑ 
1. Έστω τι, Τ2, ..., τν πραγματικοί αριθμοί, τέ- 
τοιοι ώστε: 
θεος δα, 
Να δείξετε ότι: 


2 
. } Τι Τ} 
ο ο) [πρ Π { [πρ αι. Ἔ λες Ἑ 


2. Έστω τρι. ΑΒΓ. Για κάθε σηµείο Μ του τµή- 
µατος ΒΓ ορίζουμε Β΄, Γ΄ τις ορθές προβολές 
του Μ στις ευθείες ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα. Να βρε- 
θούν τα σηµεία Μ, για τα οποία το µήκος του 
Β΄Γ΄ γίνεται ελάχιστο. 


3. Έστω αι, α», αἲ, βι, β., Β., Υι, Υ, Υν 9 θε- 
τικοί αριθμοί. Έστω: 

5! στ αιβ.Υ:, 92 - αρβ"γι, 

Τι Ξ- αιβιγ;, Τ; -- αβιγι, 
Ὑποθέτουμε ότι το σύνολο 

(5ι, 52, 9., Τι, Τ2, Τε] 

ἔχει το πολύ δυο στοιχεία. 

Να δείξετε ότι οι Ἐ- 9) Ἔ Θ) Τι {- Τ, 1 Τ.. 


ϐ) Ξ α1βιγ» 
Τι - αἴιβογι 


4. Έστω ΑΗΓΔΑ΄Β΄Γ΄Δ΄ ενα παραλληλεπί- 
πεδο (Σχ. 1). Να δείξετε ότι: 

ΑΒ΄ - ΑΔ΄ --ΑΓς ΑΒ -- ΑΔ --ΑΑ΄ ΑΓ. 
Πότε ισχύει το ίσον; 


Α Β 


ΜΕΓΑΛΗ ΒΡΕΤΑΝΙΑ 


1. Να δείξετε ότι αν η εξίσωση 
χ΄ {- αχ) --βκ-ΥΞο0 
έχει όλες τις ρίζες πραγματικές, τότε αβ «0. 


2. Οι αριθμοί ἆἄ(ν, πι) όπου ν, πι ακέραιοι και 
θΟςπιςν, ορίζονται απὀ τις σχέσεις: 
ἄ(ν, 0) Ξ ἁ(ν, ν) - 1 


πι" α(ν,πιΞ πι: ἆα(ν -- 1, πι) -Γ 
Ἔ (2ν - πι). ἁ(ν-- 1,πι- 1) γιαθς«πι«ν. 


για κάθε ν 3 0 και 


Να δείξετε ότι οι αριθμοί α (ν, πι) είναι ακέραιοι. 


3. Να προσδιορίσετε τον ελάχιστο πραγµατικό 
αριθµό ο που ἔχει την ιδιότητα: Για κάθε ακο- 
λουθία ({Χι] θετικών αριθμών, τέτοιων ώστε: 


Χι {- Χ, Ε ... Ἱ- ἂἩνς Χνι, γιανξ]1,2,3,... 
είναι 

Σι νΧιΕ..Ἑν ἂν Κεν Χι Τι ΤΕ... ἂν 
γιανΞξ 1, 2, 3, ... 


[Ο ς« είναι ανεξάρτητος από τους Χι και τον ν]. 


4. Να προσδιοριστεί, µε απόδειξη, σηµείο Ρ στο 
εσωτερικό οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΟ, για το 
οποίο το άθροισμα (ΒΙ)᾽ -- (ΟΜ)΄ «Ε (ΑΝ) γί- 
νεται ελάχιστο, όπου Ι., Μ, Ν τα ἴχνη των καθέ- 
των από το Ρ στις Β6, 6Α, ΑΒ αντίστοιχα. 


5. Να δείξεε ότι αν για τους πραγματικούς 


αριθμούς κ, ν, Ζ ισχύει: 
χ Εν σΞ2, τόε κΈν Έσςκνζ-τ2. 


ΕΛΛΑΔΑ 


1. Θεωρούμε το κανονικό 1987-γωνο ΑιΙΑ....Αιοβ] 
µε κέντρο Ο. Να δείξετε ότι το άθροισµα των 
διανυσμάτων που ανήκουν σε κάθε κατάλληλο 
υποσύνολο του 

ΜΠΞ(ΟΑΙ:1Ξ 1, 2, ..., 1987) 


είναι µη μηδενικό. Δ. Κοντογιάννης 


2. Να λυθεί η εξίσωση 28" -- 19Υ -ε 67, 
όπου χ,ν,ΖζΕ72. 
Θ. Μπόλης 


3. Να κατασκευαστεί τρίγωνο ΑΒΟ αν δίνονται 
η πλευρά του αΞξ Β6, η ακτίνα Ε του περιγε- 
γραμµένου του κύκλου (28 Σ α) και η διαφορά 
οἳ --Ό-Ι, όπου ο ΑΒ και ὉΞξαΑς. 

Δ. Κοντογιάννιακς 


4. Να δείξετε ότι αν α, Ὁ, ο είναι τα µήκη των 
πλευρών ενός τριγώνου καιαν2;τζα Εὺ τς, 


τότε 
αν [οι ο) 9 ἐπ -2 
----- -- ------ τὸ |--- ναι 
ῦ {ς στα ατῦ [5] κ. 
η 3 Ι. 


Γ, Τζίντζιφας 


ΟΛΛΑΝΔΙΑ 


1. Αν δίνονται 6 πραγματικοί αριθμοί το, 41, ῶ:, 
υ3, ν, να δείξεε ότι μπορούμε πάντοτε να 
βρούμε 5 πραγματικούς αριθμούς νο, νι, νε, νι, 
ν. που να ικανοποιούν τις παρακάτω συνθήκες: 


() αν εἶναι ακέραιος για κάθε Ἱ. 


() » (νι --ν)) «4. 


Οξις/ςά 


2. ΄Ἔστω Ρ σηµείο στο εσωτερικό του τριγώνου 
ΑΒΟ. Φέρουμε από το Ρ ευθείες |, πι και π κάθε- 
τες στις ΑΡ, ΒΡ και ΟΡ αντίστοιχα. Να δείξετε 
ότι αν η | τέμνει την ευθεία ΒΟ στο Ω, η πι τέ- 
μνει την ευθεία ΑΟ στο Ε, και η π τέμνει την ευ- 
θεία ΑΒ στο 5, τότε τα σηµεία Ω, Β και 95 είναι 
συνευθειακά. 


ΟΥΓΓΑΡΙΑ 


1. Ὑπάρχει σύνολο Μ στο συνήθη Ευκλείδειο 
χώρο, τέτοιο ώστε για κάθε επίπεδο σ, η τοµή 

Ἱ Μωσ 
να είναι σύνολο πεπερασμένο και µη κενό; 


2. (ἱ) Ας υποθέσουμε ότι Μ.Κ.Δ. (πι, Ι) Ξ 1. 
Να δείξετε ότι υπάρχουν ακέραιοι αι, α2, ..., ἄπι 
και ὃι, Ὀ., ..., ὃκ τέτοιοι ώστε κάθε γινόμενο αθ 
(κ 1, δ, πι, 1, 2, ..., 1) να δίνει διαφο- 
ρετικό υπόλοιπο, διαιρούµενο µε πη]κ. 

(1) Ας υποθέσουμε ότι Μ.Κ.Δ. (πι, Κ) «Ἱ. Να 
δείξετε ότι για οποιουσδήποτε ακέραιους΄αι, αν, 
κο σπι και ὃι, Ὀ2, ..., Ὁκ πρέπει να υπάρχουν δυο 
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γινόμενα α; και αεοι ((, ὃ τσ (8, 9) που να 
αφήνουν το ἴδιο υπόλοιπο όταν διαιρούνται µε 
πη]κ. 


ΙΣΛΑΝΔΙΑ 


1. ΄Ἔστω δι και 9; δυο σφαίρες µε διαφορετικές 
ακτίνες, που εφάπτονται εξωτερικά. Οι σφαίρες 
βρίσκονται στο εσωτερικό κώνου ϐὉ, και κάθε 
σφαίρα εφάπτεται του κώνου κατά ἔναν πλήρη 
κύκλο. Στο εσωτερικό του κώνουν υπάρχουν η 
στερεές σφαίρες τοποθετημένες σ᾿ ἕνα δακτύλιο 
µε τέτοιο τρόποο ώστε κάθε στερεά σφαίρα εφά- 
πτεται του κώνου Ὁ, και στις σφαίρες ὃι και 9; 
εξωτερικά, όπως και στις δυο γειτονικές στερεές 
σφαίρες. ΓΠοιες είναι οι δυνατές τιμές του η; 


2. ΠΕντε διαφορετικοί αριθμοί επιλέγονται διαδο- 
χικά και κατά τυχαίο τρόπο από το σύνολο 
δι” 

Δείξτε ότι τόσο η πιθανότητα να σχηματίζουν οἱ 
τρεις πρώτοι αριθμοί αριθµητική πρόοδο, όσο και 
η πιθανότητα να σχηματίζουν και οι πέντε αριθ- 
μοί αριθµητική πρόοδο (και στις δυο περιπτώσεις 
µε κατάλληλη διάταξη των αριθμών), είναι µεγα- 


ὁ 6 
λύτερη από οι 


ΜΑΡΟΜΟ 


1. ΄Εστω θι, θ;, ..., θι πραγματικοί αριθμοί τέτοι- 
οι ώστε: Ἠημθι - ηµθ, -- ... - ηµθν -- 0. 


Δείξτε ότι: ι 
ημθι -- 2ηµθ; --.... Ἔ π: ηµθνπ ς β] 


όπου [χ] το ακέραιο µέρος του κ. 


2. ΄Εστω Ο σταθερός κύκλος στο επίπεδο και 
Ισταθερή ευθεία που τέμνει τον Ο. Ας υποθέσου- 
µε ότι τα Ρι, Ρ., ..., Ῥχη είναι καθορισμένα σηµεία 
της | τέτοια ώστε να υπάρχει κάποιο πολύγωνο 
Αι, Α;, ...., Αη εγγεγραμμένο στον Ο για το 
οποίο το Ῥι θα ανήκει στο τµήµα ΑιΑι για 
ἵ «2η και το Ῥοη θα ανήκει στο Α2ηΑι. Να δεί- 
ξετε ότι αν Νι, Ψ., ..., Μο είναι εγγεγραμμένο 
στον Ο πολύγωνο, για το οποίο το Ρι ανήκει 
στο τµήµα Νληει για ἶ «2η, τότε το Ῥ2π θα ανή- 
κει στο τµήµα ἵ2ηΝ!. 


ΠΟΛΩΝΙΑ 
1. Να βρεθεί ο αριθµός των διαμερισμών του 
συνόλου {1, 2, ..., πὶ σε τρία υποσύνολα Αι, 
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| 
| 


Α;, ΑΙ, µερικά απ᾿ τα οποία µπορεί να είναι κε- 
νά, ἐτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες 
συνθήκες: 

(1) αφού τα στοιχεία καθενός υποσυνόλου δι- 
αταχθούν κατά αύξουσα τάξη, κάθε δυο διαδοχι- 
κά στοιχεία καθενός υποσυνόλου να µην είναι 
ισοὐπόλοιπα πιο». 

(1) αν τα Αι, Α:, Αι είναι µη κενά, τότε σε 
ακριβώς ένα απ᾿ αυτά ο ελάχιστος αριθµός είναι 
άρτιος, 

Σηµείωση: Ένας διαµερισµός καθορίζεται από 
µια οικογένεια συνόλων Αι, Α;, Αι: τέτοιων ώστε: 
ΑΙ) Α.Α) ΑΙ Ξ {, πρὸ, η] και 
ΑιΙΩΑΙΞΑ;,ΩΑΙΞΑιΩΑΙΞ 2 
άλλη διάταξη των συνόλων, π.χ. Α;, Α:, Αι δίνει 

τον ίδιο διαµερισµό µετην Αι;, Α:, Α.. 


2. Εστω Ρ, Ω, Β πολυώνυµα µε πραγματικούς 
συντελεστές, τέτοια ώστε Ρ΄ -- Ω΄ - ΕΚ’. Να 
δείξετε ότι υπάρχουν πραγματικοί αριθμοί ϱ, α, ἵ 
και πολυώνυµο 9, ώστε να είναι 


βρ:ς ὣξα-θ κα ιδ. 


3. ΄Εστω Ε µια αμφιμονοσήµαντη απεικόνιση του 
επιπέδου στον εαυτό του, που απεικονίζει κλει- 
στά ορθογώνια σε κλειστά ορθογώνια. Δείξτε ότι 
η Ε απεικονίζει τετράγωνα σε τετράγωνα. Η συ- 
νέχεια της { δεν προῦὔποτίθεται. 


ΡΟΥΜΑΝΙΑ 


1. Δείξτε ότι οι αριθμοί 1, 2, ..., 1987 μπορούν να 
χρωματιστούν µε 4 χρώματα, ἔτσι ώστε όλοι οἱ 
όροι κάθε αριθμητικής προόδου µε 10 όρους να 
µην έχουν το ίδιο χρώμα. 


2. Οι διχοτόµοι των γωνιών Β και « ενός τριγώ- 
νου ΑΒΟ τέµνουν τις απέναντι πλευρές στα Β΄ 
και Ο΄ αντίστοιχα. Δείξτε ότι η ευθεία Β΄/6΄ τέ- 
μνει τον εγγεγραμμένο στο ΑΒΟ κύκλο. 


8. Για κάθε ακέραιο τ ὰ 1, να προσδιοριστεί ο 
ελάχιστος ακέραιος Η(τ) 3 1, τέτοιος ώστε για κά- 
θε διαµέρισµό του συνόλου {1, 2, ..., π(] σετ 
τάξεις να υπάρχουν ακέραιοι 

αἲθ, ἹσκςνςλΠίη 
ώστεοιαριθµοί αχ,ανκαια  κτν 


΄ 


να ανήκουν στην ἴδια τάξη. 


ΙΣΠΑΝΙΑ 
1. Να προσδιορίσετε, µε απόδειξη, τις ακέραιες 


λύσεις της εξίσωσης: 
37 -- οκ᾽ - 38οχ΄ {- 256κ -- 58195. 


2. Γνωρίζοντας ότι αι, αλ είναι πραγματικοί 
αριθμοί και ότι Οἱ χι, Χ., αι;, ὃι, Ὁ είναι µιγαδι- 
κοί αριθμοί που ικανοποιούν τη σχέση 
αιια» Ξ αιᾶι 
(όπου Ζ είναι ο μιγαδικός συζυγής του 2), θεωρή- 
στε το σύστημα των εξισώσεων: 
χι (αιιΧι - αι)κ2) Ξ- Όι 
Χ2 (αι; χι αι” ασσκ2) σμτς Β; 
(0) ΊΝα βρείτε συνθήκη (-εςο), ώστε το σύστηµα 
να είναι συµβιβαστό. 
(1) Να βρείτε συνθήκη (-ες), ώστε το πρωτεύ- 
ον όρισμα του χι να υπερβαίνει το πρωτεύον 
όρισμα του χ; κατά 905. 


Η.Π.Α. 


1. ΄Ἔστωτ Σ 1 πραγματικός αριθµός και π ο µε- 
γαλύτερος ακέραιος που είναι μικρότερος του τ, 
Θεωρούμε τυχαίο πραγµατικό αριθµό κ µε 


η 
θεκς«----, 
ο αὶ 


Θα καλούμε ανάπτυγμα του χ µε βάση τ, κάθε 
παράσταση του Χ που έχει τη µορφή: 


όπου οἱ αι είναι ακέραιοι µεθ ται «τ. Ὑποθέ- 
τουµε ότι κάθε αριθµός α του διαστήματος 
τδτ 
παπι 
ἔχει τουλάχιστον ένα ανάπτυγμα µε βάση τ. 
Δείξτε ότι, αν ο Υ δεν είναι ακέραιος, τότε υπάρ- 
χει αριθµός ῥρ του διαστήματος ο τα .ο οπο(- 
ος ἔχει άπειρα το πλήθος διαφορετικά αναπτύ- 


γµατα µε βάση τ. 


2. Οι κλίμακες ενός δεκαδικού αριθμού ἆι ἆ, ... 
ᾱμ είναι οι οµάδες των ψηφίων του µε το μέγιστο 
αριθµό ψηφίων, κατά αύξουσα ή Φθίνουσα διάτα- 


ξη (εδώ κάθε ἆ είναι ένα ψηφίο και επιτρέπεται 


να είναι ἀι - 0). ΄Ετσι ο αριθµός 024379 ἔχει 
τρεις κλίμακες: 024, 43 και 379. Να προσδιορι- 
στεί ο µέσος αριθµός κλιμάκων για ἕνα δεκαδικό 
αριθµό στο σύνολο 

[άι 4; ὅσα ᾱμ | αι σᾱ ἀκι, κ ΞΤΙ, μά) να απ 1} 
για κάθεηῃ 32. 


38. Σ ἕνα πάρτυ στο οποίο παρευρίσκονται π 
ζευγάρια, κάθε άτοµο παίρνει ανά πάσα στιγµή 


µέρος σε κάποια οµάδα που συζητά (από δω και 
στο εξής θα τη λέμε «παρέα»). Ἕνα άτοµο και ο 
(η) σύζυγός του δεν εἶναι ποτε στην ἴδια «παρέα» 
αλλά κάθε άλλο ζευγάρι ατόμων παίρνει µέρος 
στην ἴδια παρέα ακριβώς µια φορά. Να δείξετε 
ότι Αν ο ολικός αριθµός των «παρέων» που 
σχηματίστηκαν κατά τη διάρκεια του πάρτυ εἶναι 
Κ και αν Π 2 4, τότε | 2 2η. 


ΒΙΕΤΝΑΜ 


1. Μπορεί µια αυλή σχήµατος ορθογωνίου µε δι- 
αστάσεις πι Χ η να καλυφθεί µε πλακάκια απο- 
τελούμενα από τετράγωνα 1 Χ 1 σχήµατος Ι. αν 


(α) πι Χπτ 1985 Χ 1987 
(0) πι Χπ- 1987 Χ 1989. 


2. Έστω {[ακ] ακολουθία θετικών πραγματικών 
αριθμών, τέτοιων ώστε 

αι 3 1 και ακ-ι --ακ -δ 1 (ΙΞ 1, 2, ...). 
Δείξτε ότι: 


«1987, για κάθε η 2 ]. 


Σ 
-- 1987 
Ἱ ακγι: νακ 


8. Υποθέτουμε ότι οι {[ακ] και [Ὀκ} είναι δυο 
ακολουθίες θετικών αριθμών τέτοιες ώστε: 
() -ακζ Ὁκ και 


(1) συναικ -- συνόκκ ὰ - τ, 
για όλους τους πραγματικούς κ και για κάθε 
ὃς ο Μη 


- 
Δείξτε ότι το ἶπῃ σπή υπάρχει και βρείτε το. 


ΟΜΟΣΠΟΝΔΙΑΚΗ ΔΗΜΟΕΡ. ΓΕΡΜΑΝΙΑΣ 

1. Πόσεις «λέξειο µε π ψηφία μπορούν να σχη- 
ματιστούν από το «αλφάβητο» ({θ, 1, 2, 3, 4], 
αν τα µγειτονικά ψηφία πρέπει να διαφέρουν 
ακριβώς κατά ἕνα (1); 


2. ΄Ἔστω 3 ένα σύνολο µε π στοιχεία. Συµβολί- 
ζουμε µε Ρικ) τον αριθµό όλων των µεταθέσεων 
του 5 που έχουν ακριβώς κ σταθερά σηµεία. Να 
δείξετε ότι; 


νο ο -- ΩΙ] 
Σετ)’: Ρικ) -- πὶ 
ΓΙΟΥΓΚΟΣΛΑΒΙΑ 
2. Να βρεθεί ο ελάχιστος αριθµός Ἰ ώστε για κά- 
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θε ας [0, 1] και για κάθε φυσικό η, η ανισό- 
τητα 


αἅ (1 -- α)ἲ « είναι έγκυρη. 


(α - 1)’ 


2. Ίνα δείξετε ότι για κάθε ὰ -- 2, 3, 4, ... υπάρχει 
ἒνας άρρητος αριθµός Γ τέτοιος ώστε 

[τη] -- 1 (πιοὰ ]9), 
για κάθε Φυσικό πι, όπου µε [χ] συμβολίζουμε το 
ακέραιο µέρος του χ. 


ΑΝ. ΓΕΡΜΑΝΙΑ 
1. Σε ενα τουρνουά σκακιού µε ν 3 5 παίκτες 
ήδη Εχουν παιχθεί μη { 2 αγώνες. (κ! το 
ακέραιο µέρος του κ). 


(α) Να δείξετε ότι υπάρχουν 5 παίκτες α, β,ς, 
ἆ, ε, που ἔχουν παίξει τα παρακάτω παιχνίδια: 


αβ, ας, βς, αά, αθ, ἆθ. 


(Β) Ισχύει αυτό αν έχουν παιχθεί µόνο 
αγώνες, 


η 


π 


ν 
ο] 1 
Ἡ 


ΦΙΝΛΑΝΔΙΑ 


1. Σε ενα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων 
χον θεωρούμε σηµείο Α(1, 0) και τον κύκλο Οι 
µε κέντρο Οι(-- 2, 0) και ακτίνα 3. 

Να δείξετε ότι υπάρχει ἕνας σταθερός αριθµός 
ς, ώστε για κάθε σηµείο Χ εξωτερικό του Οι, να 
ισχύει 

ΟΧ -- 1 3 ς πιίη {ΑΧ, ΑΧ”]. 


Να υπολογίσετε τον ελάχιστο ο. 


2. Έστω 96 [0,1] ἕνα σύνολο µε 5 σηµεία, 
µε {0, 1} ς. 95. Ἔστω { [0, 1] -- (6, 1] µια 
συνεχής πραγματική συνάρτηση που είναι γραµ- 
µική σε κάθε διάστηµα ἵ 6 [06, 1] µε άκρα 
(αλλά όχι εσωτερικά σηµεία) στο 95. Θέλουμε να 
υπολογίσουμε, χωρίς τη βοήθεια Η/Υ, τα ακρό- 
τατα της συνάρτησης 


ο ακ τυ - (κ) 
αίχ, θ ο. Ηχ) ας αχ πρ !) 


για[χ-ικχτι]ςή6, 1] 
Ποιος είναι ο αριθµός των ζευγών (Χ, ἓ) για τα 
οποία μπορούμε να υπολογίσουμε την α(κ, !); 


3. Ὑπάρχει δευτεροβάθµιο πολυώνυμο (ΣΧ, ν) 
έτσι ώστε κάθε µη αρνητικός ακέραιος ν να εἶναι 
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ίσος µε Ρ{ίς, πι) για ενα μοναδικό διατεταγμένο 
ζεύγος (ἷς, πι) µη αρνητικὠν ακεραίων; 


Για τα παρακάτω θέµατα, η χώρα που τα 
πρότεινε δεν είναι γνωστή. 


1. Δίνεται ότι 

Χτ -- 2215, ν -- 10) -- 10 -- 100 -- α 
και 2 Ξ 1 και ότι οι Χ, ν 2 ικανοποιούν την εξί- 
σωση αχ {Γ ὂν {ΓοχΞ]1, όπου οι α, Ὁ, ς είναι 
θετικοί ακέραιοιµεα« Ὁ «ς, Να βρεθείο ν. 


2. ΄Ἔστω ΡΩ ενα ευθύγραμμο τµήµα µε σταθερό 
μήκος αλλά µεταβλητή θέση στην πλευρά Β6 
ενός τριγώνου ΑΒΕΟ, µε τη σειρά ΒΡΩΕΟ, και 
έστω ότι οἱ παράλληλες από τα Ρ, Ω στις πλευ- 
ρὲς του τριγώνου τέµνουν τις ΑΟ, ΑΒ στα Ρι, Οι 
και Ρ:, Ω; αντίστοιχα. Να δείξετε ότι το άθροι- 
σµα των εµβαδών των τραπεζίων ΡΩΘΩΙΡΙ και 
ΡΩΩ)Ρ; είναι ανεξάρτητο απὀ τη θέση του ΡΩ 
στη ΒΟ. 


3. Εστω | και |΄ δυο ευθείες στον ἃ-διάστατο 
χώρο και ἔστω Α, Β, Ο τρία σηµεία της Ἱ, τέτοια 
ώστε το ΕΒ να είναι µέσο του ΑΟ. Ανα, Ὁ, ς εἴ- 
ναι οι απορτάσεις των Α, Β, 6 απὀ την |’ αντί- 
στοιχα, να δείξετε ότι: 


ὃν. μἳ 

ευ α Τὸ 

τπτ 
. 2 


µε την ισότητα να ισχύει αν οι | και |’ είναι πα 
ράλληλες. 

2η 
4. Να υπολογιστεί το Σ, (-1αι 


όπου οἱ ακ είναι οι συντελεστές του αναπτύγµα- 


τ 
ος 2η 


-- 2γη --- κ 
4 2 κ - χΆἩ Σα κ. 


Τις ασκήσεις µετεφρασαν, ο συνάδελφος Δ. Κοντογιάννης 
και ο βραβευμένος μαθητής απ᾿ την Εθνική Ολυμπιάδα 88 
Β. Μουρούκος. 


ὁ 


ν 


3 
τ. 
8 


Ο Ίος ΠΡΟΠΑΡΑΣΚΕΥΛΣΠΚΟΣ 
ΔΙΑΤΩΝΙΣΜΟΣ ΕΜΕ 


Στις 11 Φλεβάρη 1989 έγινε ταυτόχρονα στην 
Αθήνα-Θεσ/νικη-Χανιά-Πάτρα και άλλες πόλεις ο 
Ίος προπαρασκευαστικός διαγωνισμός για την 
επιλογή των μαθητών που θα αποτελέσουν την 
Ολυμπιακή οµάδα, που θα αντιπροσωπεύσει τη 
χώρα µας στην 6η Μαθηματική Βαλκανιάδα και 
στην ἄθη Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα. 

Τα θέµατα που προτάθηκαν είναι τα παρακάτω: 


Ζήτημα 1ο 
΄Έστω αν ο πλησιέστερος ακέραιος του αριθμού 
Μν (ν Ε Ν3). Να δείξετε ότι αια;... αρωο 29-. 


Ζήτημα 2ο 

Έστω α, β Φυσικοί µη µηδενικοί και σχετικά 
πρώτοι αριθμοί. Χωρίζουμε το διάστηµα [0, 1] σε 
ντ α-- βίσα κλειστά διαστήματα. (2 διαστήµατα 
µπορεί να ἔχουν κοινό σηµείο ένα άκρο τους). Σε 
κάποια απ᾿ τα διαστήματα αυτά υπάρχουν οἱ 
αριθμοί: 
α-ι 1 2 βΒβ-1 

τι Γκ 
Να υπολογίσετε το άθροισμα των µηκών των δια- 
στηµάτων στα οποία ανήκουν οἱ αριθμοί αυτοί. 


1 - 
α α᾿ ο 


Ζήτημα 5ο 
Έστω ΑΒΓ, ΔΒΓ δύο ισόπλευρα τρίγωνα καιΟ 
σηµείο του περιγγεγραμµένου κύκλου στο ΔΒΙ 


που βρίσκεται στο εσωτερικό του ΑΒΓ τριγώνου. 
Να δειχθεί ότι 2:(ΟΔ’ -- ΟΑ3 ςδ(0Β’ -- ΟΓ3 


Ζήτημα 4ο 

Στο επίπεδο θεωρούμε σημειοσύνολο Μ που 
περιέχει ν (ν 3 3) σηµεία που ανά τρία δεν εἶναι 
συνευθειακά. Μερικά από τα σηµεία τα συνδέουµε 
µε ευθύγραµµα τµήµατα που ορίζουν ένα σύνολο 
Ε. Το ζεύγος (Μ, Ε) ἔχει τις ιδιότητες. 


α) Κάθε σηµείο του Μ ανήκει σε 3 τµήµατα του 
Ε. 

β) Κάθε 2 σηµεία του Μ είτε είναι άκρα τµήµα- 
τος του Ε, είτε είναι άκρα µιας γραµµής που απο- 
τελείται από δυο τµήµατα του Ε. 

Να υπολογίσετε τη µέγιστη τιµή του ν. 


Οι αποδείξεις που δίνουμε στη συνέχεια είναι 
μαθητών που πήραν µέρος στον διαγωνισμό. 


1) (Β. Μουρούκος, Αθήνα) Είναι γνωστό ότι ο 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


πλησιέστερος ακέραιος του αριθμού Μν (ν ΕΝ") 
είναι ο 


ον] 


όπου [Χ] το ακέραιο µέρος του κ. Ανάμεσα στους 
αριθμούς κ΄ και (κ -Ε 1)’ (δηλαδή ανάµεσα σε δυο 
διαδοχικά τέλεια τετράγωνα), υπάρχουν 


(κ {- 1): --κ- --ἷ-δκ 


ακέραιο! αριθμοί (µη συμπεριλαμβανομένων των 
κ; και (κ - 1)’). Από αυτούς τους 2κ αριθμούς, οι 
μισοί, δηλ. οἱ κ έχουν πλησιέστερο ακέραιο τον κ΄, 
και οι επόμενοι κ ἔχουν πλησιέστερο ακέραιο τον 
(κ -- 1)’, ΄Αρα, οἱ αριθμοί µε πλησιέστερο ακέραιο 
1 είναι 2, οι αριθμοί µε πλησιέτερο ακέραιο 2 είναι 
4 -- 9. 2, οι αριθμοί γενικά µε πλησιέστερο ακέ- 
ραιοκ είναι 2κζξίκ-1)--1 --κ (οι προηγού- 
µενοι κ.-- 1 απὀτον κ’, ο ίδιος ο κ’, και οἱ επόµε- 
νοι καπ᾿ αυτόν). 


΄Ωστε, αιΞξ1,σ)Ξ1, σα... 
Ξαιζζ»,αιξ..Ξξ αμ δ, 
και το δοσμένο γινόμενο γίνεται: 
αι. αι... αοΞ 1)" 2). 8... 49 
Αρκεί, λοιπόν, να δείξουµε ότι: 
11 «οἱ «8... 48 28919 -- ο 9» 

(124 49)... ο 24) «σα ο 
΄Ομως, ισχύει: 


1489 28). 293 

9-44”. 523.08" 

. 9 

ο κ με 
θα 6 --- ρα 


2143...388:90 6ος ὁ 
95ο αια, ... ἄλοο 2 23 να -ᾖ 2 - 


-- 931546 --- ϱ 91070 
΄Αρα, η ανισότητα δείχτηκε. 
ϱ Με τον ἴδιο ή παρόμοιο τρόπο ἔλυσαν την ἆ- 
σκηση και πολλοί άλλοι µαθητές. 
2) (Ν. Κυριακόπουλος, Μεσολόγγι): Δύο αρι- 


τα 47 


θµοί ο και . (κσ Ἀ) δεν ανήκουν στο ίδιο 
διάστηµα, γιατί η διαφορά τους είναι 


κ --λΙ 1 1 
ο ο ο. 
α  πρῃ 


ενώ το µήκος κάθε διαστήματος είναι και 


1 
Τβ 
έτσι η απὀστασή τους εἶναι µεγαλύτερη του µή- 
κους του διαστήµατος, 

λ 


λα. δεν 


Ανάλογα οι αριθμοί [ και 


ανήκουν στο ἰδιο διάστηµα. 


Τέλος θα αποδείξουµε ότι οι αριθμοί . και : 
(κΕ{[1,α-- 1] λΕ{[Ι,β -- 1]) δεν ανήκουν στο 


ίδιο διάστηµα (κ, λε: Ν) 
΄Εστω ότι ανήκουν στο διάστηµα 


Χ ΧΙ] 
α-β]ατβ 
Ευ κείςατρ-1) 
Ἔτσι θα είναι: 
Χ κ ουσ] 
α-β α αξβ ο. 
Χ λ κ--λ 
και ορ ποσο (2) 


9, αχ «κία -- β) «(κ -- Ί]α 
και βκ «λία-Γβ) «(κε 1)β 


θχς-κἝἙλ«άκ-τ] 


που σηµαίνει ότι ένας ακέραιος {κ -Γ λ) βρίσκεται 
ανάμεσα σε 2 γειτονικούς ακέραιους, πράγµα ἆ- 
τοπο. 

Στις (1) και (2) χρησιµοποιήσαμµε γνήσια ανισό- 


[ή κ / ΄ { 
τητα γιατίτο -- ή -π- δεν ανήκει σε άκρο κά- 
α 


β 
ποιου διαστήματος. Πράγματι, ἑστω 


κ Χ 


α ατ 


(9) θκία  β) - καξθ 


και επειδή (α,β)Ξ 1 Θία,α--β)Ξ]1Ι η διοφα- 
ντική αυτή εξίσωση δεν ἔχει λύση (κ, χ) µεκε 
[1, α -- 1]. Δηλαδή δεν υπάρχουν α χμεκε 
[1,α ”-- 1] που να ικανοποιούν την (3). Ανάλογα 

. λ 
αποδεικνύουµε ότι δεν υπάρχει Ῥ που να ανήκει 
στο άκρο κάποιου διαστήματος. 


Έτσι όλοι οι δοσμένοι αριθμοί που ανήκουν στο 
[0, 1] ανήκουν σε διαστήµατα διαφορετικά µε µή- 


και ἔτσι το άθροισµα των µηκών των 


1 
ο ατβ 
διαστημάτων αυτών (το πλήθος τους είναι α-- 1 
β -- 1) είναι: 


ατρ-Σ 
α-β 


3ο (Δ. Σταθόπουλος, Αθήνα) Φέρνουμε την 
κάθετη στη ΒΓ από το Δ που την τέµνει στο Μ, 
και το περιγεγραμμένο κύκλο το ΔΒΓ στο Ο΄’. Τό- 
τε για κάθε σηµείο Ο του περιγεγραμµένου κύ- 
κλου του ΔΒΓ (Γ, Β) θα ισχύει: 


Α 


ακ------ᾱ 


Δ 


(1) ΑΟ Σ ΑΟ΄ (Επειδή όταν Ο5έΟ’,η ΔΟ΄’Ο 
είναι οξεία, άρα η ΑΟΟ αμβλεία, επειδή τα Α, Δ, 
Μ συνευθειακά και άρα ΔΟ΄Ο - ΑΟ΄Ο Ξ 1805, 
οπότε στο αμβυγώνιο τρίγωνο ΑΟ΄Ο θα είναι 
ΑΟ 3 ΑΟ΄) 

2)  ΟΒ’ -ΟΓ2Ο΄Β’ -- Ο΄Γ’ 

(Γιατί ΟΒ’ -- ΟΓ ΞΟ΄/Γ 5 


ο ε2Μο΄2:ς Φ2ΜΟ΄’᾽ 


(θεώρημα διαμέσου) 9ΞΜΟ᾽ ΣΑΜΟ’ 5 
ΜΟΣΜΟ΄ ΞΜΟ-ΞΔΜΞΜΟ΄ ΓΔδΔΜΑ95 
ΜΟΔΜΤΗΞΜΟΞΙΔΜΞΔΟ 


που ισχύει (τριγωνική ανισότητα) 
Αρκεί λοιπόν να δείξουμε τη σχέση γιαΟο΄ ΞΟ. 
Έτσι θα έχουµε 


2(0Δ’ - ΟΑ3 ς 3(0Β’ --ΟΓ2 5 


2 
3ν' -20Λ’ «9 ν)] 


45 / τ.4 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β’ 


4’ -- 38) ς ας’ -- 38’ 40Α’ -- 120Μ’ «» 
ΚΕ) 40Α -- Ι20Μ΄ «»Ε) « 4(Β -- 2ΟΜ): {- 120Μ’ «5 
Β) ς 4Β΄ -- 40Μ᾽ - 2-28: ΟΜ -- Ι20Μ’ «» 
3Η’ -- 48: ΟΜ 3 Ι6ΜΟ᾽ 0 (8) 


Θεωρούμε το α΄ μἔλος της (3) τριώνυµο ὡς 
προς Β, οπότε αφού Δἂ «0καιαξΞδ20,η (8) 
ισχύει, 


9 Την άσκηση αυτή ἔλυσαν όλοι σχεδόν οἱ µα- 
θητές (ακόµα και της Α΄ Λυκείου). Μερικοί µάλι- 
στα έδωσαν και εξαιρετικά προτότυπες λύσεις, Ε- 
δώ παρουσιάσαµε µιαν απὀ τις πιο απλές. 


4) (Γ. Παπουτσής, Θεσ/νίκη) ΄Ἑστω ότι υπήρ- 
χαν τουλάχιστον 11 σηµεία, τα Κι, Κ., ..., ΚΙ. 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας υποθέτουμε ότι 
το κι συνδέεται µε 1 ευθύγραμμο τµήµα µε τα κ;, 
κα, κα. Το κ; δεν µπορεί να συνδέεται µε τα κ:, Κι. 
µε 1 ευθύγραμμο τµήµα και ἐτσι, πάλι χωρίς βλά- 
βη της γενικότητας υποθέτουμε ότι συνδέεται µε 
τα Κι, κ», κο. Το κι πρέπει να συνδέεται µε ἕνα εὐ- 
θύγραμμο τµήµα µε τα κι, κ. (χωρίς βλάβη της γε- 
νικότητας). 


(Πρέπει να συνδέεται µε ἕνα από τα κι, κ. µε 1] 
ευθ. τµήµα, για να συνδέεται µε το κι µε 2 ευθ. τµή- 
µατα και µε ένα από τα κς, κε µε 1 ευθ. τµ. για να 
συνδέεται µε το κ; µε 2 ευὐθ. τμήματα). 


΄ὍΟμοια και το κε θα πρέπει να συνδέται µε 2 
ἀπό τα κ., κα, κε, κε και όµοια και τα Κο, Κιο. 


Αν υπήρχε και 11ο σηµείο θα έπρεπε κι αυτό να 
συνδέεται µε δυο από αυτά, αλλά τότε µε τα κ:, Κα, 
κ», κε θα συνδεόταν συνολικά 2: 7 -- 14 ευθ. τµή- 
µατα”, άτοπο γιατί μ᾿ αυτά συνδέονται το πολύ 3: 
4 -- 12 ευθ. τμήματα. 


Ἔτσι υπάρχουν το πολύ 10 σηµεία, ενώ για 10 η 
πρόταση ισχύει, όπως στο σχήμα. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


Δηλαδή η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρειον 
είναι ν Ξ 10. 


Ἁ(γιατί µε 2 απ᾿ αυτά συνδέονται τα Κι, Κ2, Κ;, Κε, 
Κο, κια, Κιτ) 


9 Η άσκηση αυτή εκτός από τον Γ. Παπουτσή 
λύθηκε εν μέρει από άλλους δύο µαθητές (Δ. Στα- 
θόπουλο, Τ. Ασλανίδη, Αθήνα). 


κ 


ΤΟ ΟΛΟΚΜΗΡΩΜΑ 
ΣΤΟ ΛΥΚΕΙΟ 


ΓΙΩΡΓΟΣ ΣΙΩΤΟΣ 
Π. ΕΥΘΥΜΙΟΠΟΥΛΟΣ 
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τά / 49 


ΘΕΜΑΤΑ 29ης 1.Μ.Ο. (ΙΟΥΛΙΟΣ 1986) 


. 1 (Βουλγαρία 1). Μια ακολουθία ακεραίων, ορίζεται 
από τη σχέση 


η 2αμ-ι Γσαη-ρί(πὸ])Ξαιξθ,αιξ]. 
Να δείξετε ότι 2”/αµ, τότε και µόνο τότε όταν 2”/η. 
2 (Βουλγαρία 2). Έστω 
απ [νίπ 1 Έπ]η1,2,.. 


όπου [χ] είναι το ακέραιο µέρος του κ, Να δείξετε ότι; 
) Ὑπάρχουν άπειροι θετικοί ακέραιοι Πῃ, ώστε 
απςι --απι-2 1 
) Ὑπάρχουν άπειροι θετικοί αριθμοί πλ, ώστε 
απ] παπι - 1 


. 3 (Βουλγαρία 3). ΄Εστω π θετικός ακέραιος. Να 
βρείτε τον αριθµό των περιττών συντελεστών του πο- 
λυωνύμου μη(κ) (κ) “κ - 1)”, 


4 (Καναδάς Ἰ). Το τριγ. ΑΒΟ είναι εγγεγραμμένο 
σε κύκλο. Οι εσωτερικές διχοτόμοιτων γωνιώνβ,βΒ,ςο 
επανατέµνουν τον κύκλο στα σηµεία Α΄, Β΄, Ο΄ αντί- 
στοιχα. Ίνα δείξετε ότι το εμβαδό του τριγ. Α΄Β΄Γ΄ 3 
του εμβαδού του ΑΒΟ. 


5 (Κούβα 1). ΄Έστω κ θετικός και Μκ το σύνολο όλων 
των ακεραίων μεταξύ του 2κ΄ -Ε κ και 2κ’ Ί- ἃκ. Είναι 
δυνατό να διαµερισθεί το σύνολο Μκ σε δύο υποσύνολα 


Α, Β τέτοια ώστε κ -Σ κ; 
κςΑ κ 

3 6 (Τσεχοσλοβακία 1). Τα τετράγωνα µιας π Χ η 
σκακιέρας (π -Σ 2) αριθμούνται µε τους αριθμούς Ἱ, 2, ..., 
π᾿ ώστε κάθε αριθμούς από αυτούς να εμφανίζεται. Να 
δείξετε ότι υπάρχουν δύο γειτονικά τετράγωνα {µε κοι- 
νή πλευρά) τέτοια ώστε οι αριθμοί τους να διαφέρουν 
κατά π τουλάχιστον. 


.» 7 (Τσεχοσλοβακία 2). ΄Εστω π ἑνας άρτιος, θετι- 
κὀς ακέραιος και ἔστω Α:, Α:. ..., ΑΕΙ σύνολα µε η στοι- 
χεία το καθένα και τέτοια ώστε κάθε δύο από αυτά ἔ- 
χουν ακριβώς ἕνα κοινό στοιχείο και κάθε στοιχείο της 
ένωσης του ανήκει, σε δύο τουλάχιστον απὀ αυτά τα 
σύνολα. Για ποια π μπορούμε να αντιστοιχίσουµε σε 
κάθε στοιχεία της ένωσης τοὺς, ἔναν από τους αριθμούς 
0, 1 µε τέτοιο τρόπο, ώστε καθένα από τα σύνολα να 


ο ώ η 3 « 
Εχει ακριβώς 5 στοιχεία που αντιστοιχούν στο Ο. 


3 8 (Τσεχοσλοβακία 3). ΄Εστω ΑΒ(Ώ ἕνα τετράεδρο 
και [ά, [. τα µέσα των ακµών ΑΒ, ΟΏ αντίστοιχα. Να 
αποδειχθεί ότι κάθε είπεδο που περιέχει την ευθεία ΚΙ. 
διαιρεί το τετράεδρο σε δύο ισοδύναμα µέρη. 


9 (Γαλλία 1). Αν αυ θετικός πραγματικός αριθµός, θε- 
ωρούμε την ακολουθία [απ] µε 
αὖἶ -]1 
απ 
π 


γαπΞβο 


Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ένας θετικός αριθµός α, 
τέτοιος ώστε 
ὃ Για κάθε πραγµατικό αυἌα, η ακολουθία 
απ] -- οσο 
Π) Για κάθε πραγµατικό αο-α, η ακολουθία 
{απ} πμ 0. 


α 10 (Γαλλία 2). Εστω α η µεγαλύτερη θετική ρίζα 
της εξίσωσης κ) --ἂκ Κ10. 

Να αποδειχθεί ότι ο 17 διαιρεί.τους [αἲ 95], {α 
({κ] το ακέραιο µέρος του κ). 


.." 


1] (Γαλλία 3). Έστω υ, 0, ... ἄπι επίπεδα διανύ- 
σµατα µε άθροισµα το μηδενικό διάνυσμα, που καθένα 
Εχει μήκος 5 1, Να αποδειχθεί ότι μπορούμε να διατά- 
ἔουμε τα διανύσματα :, ἄν, ., απ σε καινούργια ακο- 
λουθία ΌἨ, Ό2, ..ι, Όπι ἔτσι ώστε κάθε µερικό άθροισμα 


Όἱ, Όι  Ός, Ὁι  ὐς  Όνιωνν Ὁν Ἑ ὓς ιν, Ἑ Όπι 
να ἔχει µήκος μικρότερο ή ίσο απότο νὸ. 


12 (Γαλλία 4). Να αποδειχθεί ότι δεν υπάρχουν πε: 
ρισσότερες από 27 ηµιευθείες που ξεκινούν από το ἴδιο 
σηµείο του 3 --- διαστάτου χώρου, ἔτσι ὥστε η γωνία µε- 


π 
ταξύ οποιονδήποτε ζεύγους απὀ αυτές να είναι Ἑ υ, 


13 (Γαλλία 5). ΄Εστω Τ τρίγωνο µε εγγεγραμμένο κύ- 
κλο Ο. Ένα τετράγωνο πλευράς α είναι περιγεγραμμέ- 
νο στον ἴδιο κύκλο Ο. ἵΝα αποδειχθεί ότι το ολικό µήκος 
των μερών των πλευρών του τετραγώνου που βρίσκο- 
νται στο εσωτερικό του τριγώνου Τ, είναι τουλάχιστον 
2α. 


Ἀ. 14 (4, Γερμανία 1). ΄Εστω α, Ὁ θετικοί ακέραιοι, τ- 
τοιοι ώστε αὖ ή- 1 / αἲ {- δ. Να αποδειχθεί ότι ο 


.. 
αριθµός τα είναι τέλειο τετράγωνο. 
αὖ {- 1 
15 (4. Γερμανία 9), Εστω 1 Έκ«ςπ. Θεωρούμε όλες 
τις πεπερασμένες ακολουθίες θετικών ακεραίων µε ά. 
θροισµα 1. Να υπολογισθεί ο ολικός αριθµός Τίῃ, κ) 


των όρων όλων των ακολουθιών που είναι ίσοι µετο κ. 


16 (4. Γερμανία 3). Αν το Π διατρέχει όλους τους θε- 
τικούς ακεραίους, τότε η τιµή του 


5ο / τ.4 ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β᾽ 


[η ] 
ο. εσ] 


διατρέχει όλους τους θετικούς ακεραίους, εκτός από 
τους αριθμούς της µορφής 3π᾽ -- 2η. 


17 (Δ. Γερμανία 4). Αν το π διατρέχει όλους τους θε- 
τικούς ακεραίους, τότε η τιµή του 


ο 3η εφ] 


διατρέχει όλους τους θετικούς ακεραίους, εκτός από 
π᾽ -- Ξ] 
38 


α 18(Α. Γερμανία 1) Έστω ΝΞ/ 1, 2...., π], π 22. 
Μια συλλογή ΕΞ Αι, Α:., ..., ΑΙ] υποσυνόλων Ας Ν, 
ΙΞ1 2... λέγεται διαχωρίζουσα, αν για κάθε τεύχος 
ἱκ,ν] «. Ν, υπάρχει ένα σύνολο ΑΙΕΕ τέτοιο ώστε 
ΑΙΩ (κ, ν) περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο. Η Ε λέγεται 

«καλύπτουσα αν κάθε στοιχείο του Ν περιέχεται σε ἕνα 
τουλάχιστον από τα σύνολα της Ε. Ποια είναι η µικρό- 
τερη τιµή {(π) του {, ώστε να υπάρχει µια συλλογή ΕΞ 
ΓΑ.,... Ατἱ που να είναι ταυτόχρονα διαχωρίζουσα και 
καλύπτουσα; 


τους αριθμούς της µορφής | 


19 (Αν. Γερμανία 2). ΄Εστω Ζιι πτο σύνολο όλων των 
διατεταγµένων ζευγών (ἱ, 1} µε {6 {[1, 5, ..ι, πι] και 
ΤΕ ΙΙ, 2, ..., π]. Εστω ακόµα απι π ο αριθµός των υ- 
ποσυνόλων του Ζπιπ που δεν περιέχουν διατεταγμένα 


ζεύγη της µορφής 

(δν, 11), (ες 11) µε ἡἷν -- εν) ἕ- [ντ 1 Ξ1. 
Να αποδειχθεί ότι για όλους τους θετικούς ακεραίους 
πι, κ ισχύει αι 2κ 5 απι, 2κ--Ίαπι, 2Κ4Ί. 


20 (Αν. Γερμανίας 3). Ο μηχανισμός ενός θησαυ- 
ροφυλακίου αποτελείται απὀ 3 τροχούς, ο καθένας από 
τοὺς οποίους µπορεί να βρίσκεται σε 8 διαφορετικές θΕ- 
σεις, Δόγω ατέλειας του μηχανισμού η πόρτα ανοίγει αν 
οποιοδήποτε 2 απὀ τους 3 τροχούς βρεθούν στη σωστή 
θέση. Ποιος είναι ο μικρότερος αριθμών συνδυασμών οι 
οποίοι πρέπει να δοκιµαστούν για να είµαστε σίγουροι 
ότι το θησαυροφυλάκιο θα ανοίξει; 


21 (Ελλάδα 1). ΄Ἔστω ΑΒ, («ἨΏ δύο κάθετες χορδές 
ενός κύκλους µε κέντρο Ο και ακτίνα τ. ΄Ἑστω ακόµα 
Χ, Ψ, Ζ, / τα 4 µβρη στα οποία χωρίζεται ο κύκλος κα- 
τά κυκλική σειρά. Να βρεθεί το πιακ και το ππίπ της πια- 
ράστασης 

Α() -- Α(Ζ) 
Α(Ψ) -- Α(ΙΛ)) 
όπου Α (υ) το εμβαδό του υ. 
(Γ. Τζντζιφας) 


. 22 (Ελλάδα 2). Σε τρίγωνο ΑΒΟ παίρνουμε σηµεία 
ΚΕΒΟ,Ι ΕΑΟ,ΜΕΑΒ,ΝΕΙΜ,Η ΑΕ ΜΚ και 
ΕΕΜΙ. Αν Ει,Ε., Ει,Ε., Ει,Εει και Ε τα εµβαδά των 
τριγώνων ΑΜΒΗ, ΟΚΗ, ΒΚΕ, ΑΙΕ, ΒΝΜ, ΟΙΝ και ΑΒΟ 
αντίστοιχα, να δείξετε ότι 


Ε 32 Β(ΕιΕ.Ε.Ε.Ε.Ες9) 2 
(Δ. Κοντογιάννης) 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


.. 98 (Ελλάδα 3). Σ᾽ ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΟ φξρ- 
νουµε το ύψος ΑΦ στην ὑποτείνουσα και την ευθεία που 
συνδέει τα ἔγκεντρα των τριγώνων ΑΒΡΏ, ΑΟΒΡ και που 
τέμνει τις πλευρές ΑΒ, Ας; στα σηµεία Ἰά, [. αντίστοιχα. 
Αν Ε, Ει είναι τα εµβαδά των τριγώνων ΑΒΟ και ΑΚΙ. 
αντίστοιχα, να δείξετε ότι Ε/Ει 3 2. 

(Δ, Κοντογιάννης) 


24 (Ελλάδα 4). Να βρεθούν θετικοί ακέραιοι Χι, Χ., ..., 
Χ ενας τουλάχιστον απὀ τους οποίους είναι µεγα- 
λύτερος από τον 1988, ἐτσι ώστε 


χ] ὝῬ π, 1... Ἑ Χ2ο Ξ 20χιχ., ... Χου 
(Θ. Μπόλης) 


25 (Χ. Κόγκ 1). Να βρείτε όλες τις τιμές της συνάρτη- 
σης 


{κ) Ξ [κ] 1 [2κ] | 5] { [9χ] {- [4χ] 


όταν Όςκς 100, 


26 (Χ. Κογκ 2). Ο κύκλος χ΄ -Ε ν΄ Ξ τ’ τέμνει τους 
άξονες των συντεταγμένων στα σηµεία Αίτ, ο), Βί-- τ, ο), 
Ο(ο, τ), Ὀίο, --τ). ΄Έστωβτ{(κ, 0) καιΩαξ(-- κ, 0) δύο 
σηµεία της περιφέρειας του κύκλου, ΄Ἐστω Ν το σηµείο 
τοµής της ΡΩ µε τον άξονα των ν και Μ το ίχνος της 
κάθετης από το Ρ προς τον άξονα των κ. Αν το τ΄ είναι 
περιητός, κΞ ρ" 2α.τυ, όπου ϱ͵ α πρώτοι αριθμοί 
και πῃ, η Φυσικοί, να δειχθεί ότι ΙΑΜΙΞ 1, ΙΒΜΙ 9, 
ΙΏΜΙ! -- 8, ΙΡΩ/! 8. 


27 (Χ. Κουκ 3). Ὑποθέτουμε ότι οι ρίζες της εξίσωσης 
κ - ρχ) ἵ- αχ το 


είναι όλες πραγματικές και θετικές. Να βρεθεί µια σχέση 
μεταξύ των ϱ,͵ ς, τ που να δίνει µιαν αναγκαία συνθήκη, 
ώστε οι ρίζες να είναι τα συνηµίτονα των γωνιών ενός 
τριγώνου. 


28 (Χ. Κουκ 4). Να βρεθεί η ικανή και αναγκαία συν- 
θήκη για τον Φυσικό αριθµό π, ώστε η εξίσωση 


χ Γον (ο κ) ο, 


να ἔχει µια πραγματική ρίζα. 


29 (Χ. Κογκ 5). Να εκφράσετε τον αριθµό 1988 σαν 
άθροισμα θετικών ακεραίων που το γινόμενο τους είναι 
μέγιστο. 


30 (Χ. Κογκ 6). Σε κάθε τρίγωνο, τα µέσα των πλευ- 
ρών, τα ἴχνη των υψών και τα µέσα των αποστάσεων 
του ορθοκέντρου απὀ τις κορυφές είναι σηµεία οµοκυ- 
κλικά. 


. 3] (Ουγγ. 1). Για τιμες του η υπάρχει η π Χ π πίνα- 
κας µε στοιχεία -- 1, 0 ή 1 τέτοιος ώστε όλα τα 2η 
αθροίσµατα των γραμμών και στηλών να είναι διαφορε- 
τικά. 


32 (ΟυὐΥγ. 2). Στην επιφάνεια µιας σφαίρας δίνονται Π 
σηµεία. Να δειχθεί ότι μπορούμε να χωρίσουµε την επι- 
Φάνεια σε π ισοδύναμες περιοχές, ἔτσι ώστε κάθε µια 
απὀ αυτές να περιέχει ακριβώς ένα από τα δοσµένα ση- 
μεία. 


τά / δι 


33 (ΟυΥγ. 3). Σ᾽ ενα ἴρθ πολλαπλών επιλογών υπήρ- 
χαν 4 ερωτήσεις και 3 δυνατές απαντήσεις για κάθε 
ερώτηση. Μια οµάδα μαθητών εξετάσθηκε και για κάθε 
3 από αυτούς υπήρχε µια ερώτηση στην οποία ἃ µαθη- 
τὲς απάντησαν διαφορετικά. Ποιος είναι ο μεγαλύτερος 
αριθµός μαθητών που εξετάσθηκαν; 


χ 34 (Ίσλαν. 1). ΄Εστω ΑΒΟ ένα οξυγώνιο τρίγωνο. 
Τρεις ευθείες [ ρα, [Β και[ς που περνούν απόταβ,Β,ο 
αντίστοιχα, κατασκευάζονται µε τον ακολούθο τρόπο: 
Εστω ἩΗ το ίχνος του ύψους απὀ το Α και Φα ο κύκλος 
µε διάµετρο ΑΗ. Ο 5α τέμνει τις ΑΒ, ΑΟ στα Μ, Ν 
ανῄστοιχα (ΜΑ, Ν 76 Α). Τότε ἶ α είναι κάθετη από 
το Α στην ΜΝ, Ανάλογα κατασκευάζονται οι ευθείες 
ΛΒ, Ι.ς. Να δείξετε ότι οι ευθείες [ α, {8, Ι.ς περνούν 
απὀ το ἰδιο σηµείο. 


36 (Ίσλαν. 9). Μια ακολουθία αριθμών απ, η -- 1, 2,... 
ορίζεται µε τον ακολούθο τρόπο: 
2η -- : 
π--] 


2η 
Να δειχθεί ότι Σαν «1, γιακάθε ἨΠῃ2]. 
Χ 


1 
μὴ καιγιακάθε ηΠ32, απ 


36 (Ίνδον. 1). 1) ΄Εστω ΑΒΟ ένα τρίγωνο µε ΑΒ Ξ]12, 
Ας Ξ16, Έστω Μτο µέσοτης ΒΟ καιΕ, Ε σηµεία των 
Α6, ΑΒ αντίστοιχα, ώστε οι ευθείες ΕΕ ΑΜ να τεµνο- 
νται στο Ο. Αν ΑΕΞΞ 2: ΑΕ, να βρείτετο λόγο ΕΟ/ΟΕ. 

Π) ΄Εστω Ε. σηµείο εξωτερικό ενός κύκλου και ἔστω 
δύο χορδές ΕΑΒ, ΕΌΟ τέμνονται κατά γωνία 40’, Αν 
ΑΒ ΞΒΕΟ Ξ (Ώ να υπολογίσετε τη γωνία ΑΟΡ. 


37 (Ίνδον. 2). ἱ) 4 μπάλες ακτίνας 1 εφάπτονται. 3 βρί- 
σκονται στο πάτωμα και η τέταρτη πάνω από αυτές. 
Ένα τετράεδρο που κάθε ακµή τους έχει µήκος 5 είναι 
περιγεγραμμένο στις µπάλες, Ίνα υπολογίσετε την τιµή 
τους. 

ἵ) Αν ΑΒΟΡ και ΕΕΗΩ είναι απέναντι ἑδρες ενός ορθο- 
γωνίου παραλληλεπιπέδου µε δῄς Ξ.45" καιΕΗΒ -- 605, 
να βρεθεί το συνηµίτονο της γωνίας ΒΗΟ. 


38 (Ίνδον. 3). ἰ) Να βρεθεί η τιµή του κ ΕΕ ΙΝ αν είναι 
γνωστό ότι το πολυώνυµο κ΄ Ἔ κ 1 δεν διαιρεί το πο- 
λυώνυμο κ2ά -Ε 1 -- (κ - 929. 

Π) Αν ϱ, α, τ είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

κ -χ Έκ-2Ξ0 


να βρεθεί το άθροισµα ϱ) -- α) -- τ. 

ΠΠ) Αν τ είναι το υπόλοιπο της διαίρεσης των αριθμών 
1059, 1417 και 2312 µε ἕναν αριθµό α Σ 1, να βρεθεί η 
τιµή του ἆ --τ. 

ἵν) Ίνα βρεθεί η μικρότερη τιµή του θετικού περιττού 
αριθμού η για τον οποίο το γινόμενο των αριθμών ου 
231... 2) ΥΤ είναι μικρότερο του 1000. 


39 (Ίνδον. 4). ἢ Έστω 
αἰκ) - κὶ ἁ κ Εκ) Εκ «κ. 
Να βρεθεί το υπόλοιπο της διαίρεσης του α(κ’’) µε το 
α(κ). 
Ι) ΄Εστω κ΄2 0 και { µία συνάρτηση τέτοια ώστε 


(κ - Όνλ -κσκεἢβλ. 


«ν΄ ιν 1ήν 
-- τ - | όπουν 20. 
ν 

ΠΠ) Ἡ συνάρτηση {ικανοποιεί τις σχέσεις 


(κ)  Κν) κκ ην) -ακν-ἶ ο)νΕΒ), (9-1. 


Να βρεθείητιήτου «{ 


Να βρεθεί ο αριθµός των ακεραίων π που ικανοποιούν 
τη σχέση [(η) Ξ π. 

40 (Ίνδον. 5). ἳ) Θεωρούμε κύκλο Ἐ µε διάµετρο ΑΒ. 
Ακόμα ἕνα κύκλο Ι. πο εφάπτεται στην ΑΒ και τον 
και ἕνα κύκλο Μ που εφάπτεται στους κύκλους [α, |. 
και στην ΑΒ. Να υπολογίσετε το λόγο των εμβαδών 
των κύκλων Κ και Μ. Ἡ 

ἵ) Στο τρίγωνο ΑΒΟ είναι ΑΒ Ξ ΑΟ και 6ΑΒ Ξ 805. 
Αν τα Ὀ, Ε, Ε είναι σηµεία των πλευρών Β6, Α6, ΑΒ 
αντίστοιχα και οΕΞ (8Ώ, ΒΕ Ξ ΒΏ να υπολογίσετε τη 
γωνία ΕΡΕ. 


4] (1νδον. 6). ἱ) Να υπολογίσετετο κ, αν κ 


(11 --δν2) ψΙ --6ν5 --(11-- δν) ν1Ι --όν2 
(ννδ --ὂ-ννδᾖ-5)--(ν -1) 
Ἱ) Για κάθε θετικό αριθµό κ, ἔστω 


οκ Γκ) (κ κ) -2 
σσ ας Ε 1/κ) Ε (κ) α- 1/κδ 


Να υπολογίσετε το ελάχιστο του κ. 


αν 42 (ρλανδία 1). Να δείξετε ότι το σύνολο λύσεων 
της ανισώσεως. 


74 
ιτ... 
κπικ--κ 4 
είναι η ἔνωση ξενων διαστημάτων, που το άθροσιµα 
των µηκών τους είναι 1988. 


43 (Ιρλανδία 2). Να βρείτε τα τρίγωνα του επιπέδου 
που οι πλευρές τους ἔχουν µήκη ακέραιους αριθμούς 
και οι ακτίνες των εγγεγραμμένων τους κύκλων ἔχουν 
μήκος Ἱ. 


44 (Ἰρλανδία 8). Έστω ---Ι«κ«], Ναδείξετε ότι 


6 1 --κ ο ΤΙ - κ)’ 
πι] 2κπ ο 4 -σ 
ν -Σκουν[η]ακ ) 
Να επαληθεύσετε ότι 
ο σος ιν -Ἡ 
μσστεμ ο Ἔστμ 


49 (Ιρλανδία 4). Το α(π) ορίζεται µε τον παρακάτω 
τρόπο 
α!)/-0, α2Ξ1 
και απ --2)Ξξα(π) -αίπ 1) ΕΙ (31). 
Αν ν2δ, όπου ν πρώτος αριθµός, να δείξετε ότι 
π/α(η) (Α(η) -- 1). 


46 (Ισραήλ 1). Οι Α:, Α., ..., Α:ν είναι 20 διαφορετικές 
ακολουθίες θετικών ακεραίων. Για] ςῖς]ς 29 και 
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κάθε φυσικός αριθµός κ, ορίζουµε ἈΝμκ)- 0 αριθµός 
των στοιχείων της ακολουθίας Αι: που δεν ξεπερνούν το 
κ και Νη(κ) -- 0 αριθµός των στοιχείων της τοµής Αι Ώ 
Α/ που δεν ξεπερνούν το κ. Είναι γνωστό, ότι για κάθε 
1 ςἰς 29 και κάθε φυσικό αριθµό κ ισχύει 


Ν() 3 ---, όπου 6-27198.. 
Θ 


Ίνα δείξετε ότι υπάρχει ένα τουλάχιστον ζεύγος 
1 σεις] ς 2ο) 
Νή (1988) » 200 
κ 47 (Ισραήλ 2). Στο κυρτό 5-γωνο ΑΒΟΡΕ. είναι 
Βς -- ΟΡ -- ΡΕ και κάθε διαγώνιος είναι παράλληλη σε 
µια πλευρά (Α6 // ΡΕ, ΒΌ // ΑΕ κλπ.). Να δείξετε ότι 
το ὃ Ύωνο είναι κανονικό, 


τέτοιο ώστε 


αν 4δ (Λουξεμβούργο 1). Θεωρούμε δύο οµόκεντρους 
κύκλους µε ακτίνες Β και τ (Β 75 τ) και κέντρο Ο. Ένα 
στεθρό σηµείο ρ βρίσκοεται στο μικρό κύκλο και µια 
μεταβλητή χορδή ΡΑ ανήκει στο μικρό κύκλο. Τα ση: 
µεία Β, 6 ανήκουν στον µεγάλο κύκλο, τα Β, Ρ, Ο είναι 
συνευθειακά και ΒΟ | ΑΡ. 

ἢ Για ποια τιµή (ες) της ΟΡΑ το άθροισμα 

ΒΟ’ -- ΟΑ᾽ -- ΑΒ΄ 

Εχει ακρότατα; 

ἴ) Ποιες είναι οι δυνατές θέσεις των µέσων Ὁ) της ΑΒ 
και Ψ της ΑΟ, όταν η ΟΡΑ µεταβάλεται; 


. 49 (Μεξικό 1). Έστω {Ζ. ο µια συνάρτηση 
για την οποία ισχύει ΠΠ) ἠ- (πι) -- πι ἠ-π, για κάθε 
πεΕΖζ.πεζ.. Ίνα βρείτε όλες τις πιθανὲς τιμές του 
(1988). 


50 (Μεξικό 2). Να δείξετε ότι οι αριθμοί Α, Β, « είναι 
ίσοι, όπου 
Α Ξ ο αριθµός των τρόπων που μπορούμε να καλύ- 
Ψουμε ένα 2 Χ π ορθογώνιο µε»2 Χ 1 ορθογώνια. 
Β -- ο αριθµός 


μι ωρα) αν ηΞ 2πι 
0 2 2πι 
σ- 


Μπα λω, μαμά 
1 8 5 25η -- 1) 
αν ΠΞξ2π ή] 


5] (Μογγολία 1). Ο θετικός ακἔραιος π ἔχει την Ιδιό- 
τητα: 
Σε κάθε σύνολο ν ακεραίων από τους 1, 2, ..., 1988 υ- 
πάρχουν 29 στοιχεία του που αποτελούν αριθμητική 
πρόοδο. 


Να δείξετε ότι η 5 1788. 


52 (Μογγολία 2). ΄Ἔσιω ΑΒΟςΡΏ ἕνα τετράπλευρο, 
Α΄Β6ΟΒ΄ το συμμετρικό του ως προς τη Β6Ο, Α΄΄Β΄’ΟΡ΄ 
το συμμετρικό του Α΄ΒΟΒΡ΄ ως προς τη ΟΓ΄’ και 
Α΄ Β΄ Ὠ΄ τοσυμµετρικότου Α΄΄Β΄ΟΠΡ΄ στην Ρ΄Α΄’. 
Αν οι ευθείες ΑΑ΄’΄, ΒΒ΄’ είναι παράλληλες να δείξετε 
ότι το ΑΒ(Γ είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 


53 (Μογγολία 3). Θεωρούμε π σηµεία Α,, Α:, ..., Απ όχι 
συνευθειακά ανά τρία. Να δείξετε ότι το πΠ-γώνο ΑΙΑ.... 
Απ είναι εγγράψιµο, αν και µόνο αν 


ΕΥΕΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


ΑΙΑ; ' ΑιΑπ.., Απ-ιΑη  Α2Α: : ΑιΑη : 
ων Απ. ]Απ ΑΙΑι Γ.,, Ἔ 
ΑπιΑι ο” ΑιΑῃ ους Απ αΑη -- 

ΑιΑῃ-ι : Α1Αῃ νο. Αῃ--2Απ 
κ 4 (Μογγολία). Να βρείτε τον ελάχιστο φυσικό Π 
που έχει την Ιδιότητα: Αν το σύνολο { 1, 2, ..., πὶ διαµε- 
ρισθεί µε οποιοδήποτε τρόπο σε δύο ξένα μεταξύ τους 
σύνολα, τότε το ένα από τα σύνολα περιέχει 3 διαφορε- 


τικούς αριθμούς τέτοιους ώστε, το γινόμενο των δύο να 
είναι ίσο µε τον τρίτο. 


55 (Μογγολία 5). ΄Εστω αι»δθ,βιὸ0 
για 1ςίςξπί(η 21) 
και Σα Σβιπ 
{--] ΕΞΙ 


η] . Π 
Να δείξετε ότι: άν -«Σ-σφα 

ΕΙ ηµαι ἴξι 

56 (Ολλανδία 1). Θεωρούμε στο επίπεδο 1988 σηµεία, 

που ανά 4 δεν είναι συγγραµµικά. Τα σηµεία ενός υπο- 
συνόλου µε 1788 στοιχεία τα χρωµατίζουµε µπλε και τα 
υπόλοιπα 200 κόκκινα. Να δείξετε ότι υπάρχει µια ευ- 
θεία του επιπέδου, σε καθένα απὀ τα ηµιεπίπεδα της 
οποίας υπάρχουν 889ά µπλε και 100 κόκκινα σηµεία. 


57 (Ολλανδία 2). Έστω 5 το σύνολο των ακολουθιών 
ία. ]ςίςζ7,ατξθτ 1]. 
Ἡ απόσταση δύο στοιχείων {α:], [βι] ορίζεται σαν 
Ἰ 
Σ. |αι -- βή. 


Έστω Τ υποσύνολο του ὃ στο οποίο κάθε δύο στοι- 
χεία του ἔχουν απόσταση µεγαλύτερη ή ίση του 3. Να 
δείξετε ότι το Τ περιέχει τουλάχιστον 16 στοιχεία. Να 
δώσετε ἑνα παράδειγµα ενός τέτοιου συνόλου µε 16 
στοιχεία. 


5δ. (Πολωνία 1). ΄Εστω Ρ κυρτό επίπεδο πολύγωνο 
και Ρ΄ το κυρτό πολύγωνο µε κορυφές τα µέσα των 
πλευρών του Ρ. Αν ν ακέραιος 3 3, να βρείτε ακριβή 
Φράγµατα για το λόγο (εμβαδό Ρ΄} : (εμβαδό Ε). 


59 (Πολωνία 2). Στον τρισδιάστατο χώρο θεωρούμε 
σηµείο Ο και πεπερασμένο σύνολο τμημάτων που το 
άθροισμα των µηκών τους είναι 1988. 

Να δείξετε ότι υπάρχει ένα επίπεδο που τέµνεται από 
στοιχεία του Α και η απόσταση του Ο απὀ αυτό δεν ξε- 
περνά το 574. . 


60 (Πολωνία 3). ΄Εστω αι, α;, ..., αιω ακέραιος αριθ- 
µός, Ίνα δείξετε ότι υπάρχει µια µη µηδενική ακολουθία 
(κιν Κάτι Χιο) τέτοια ώστε όλοι οι χι να ανήκουν στο 
10 

σύνολο {-- 1, 0, 1] και ο αριθµός 3 χίαι να διαιρεί: 
-- 

ται µε τον 1001. 

κ 6] (Πολωνία 4). 49 σπουδαστές επιλύουν 3 προβλή- 
µατα. Ἡ βαθμολογία για κάθε πρόβλημα είναι ἑνας ακξ- 
ραιος αριθµός μεταξύ 0 ἕως 7. ἵνα δείξετε ότι υπάρχουν 
δυό φοιτητές Α, Β τέτοιοι ώστε, για κάθε πρόβληµαο Α 


τά / 58 


ἔχει βαθμολογία τουλάχιστον τόσους βαθμούς, όσους 
και ο ΕΒ. 


62 (Μίνα 1). Έστω κτρ,ντξα,Ζξτωςξς ημµο- 
ναδική λύση του γραμμικού συστήµατος 
κ-αν--αῖς-ταωςα, 1, 2,3,4 


Να εκφράσετε τη λύση του παρακάτω συστήµατος 


χ--αἰν -αἲζ--αωξαὶ, ἰξ]1,2,3,4 


συναρτήσει των ρ, 41, 5. 


3. 63 (Κίνα 2). Εστω ρ το γινόμενο δυο διαδοχικών 
ακεραίων μεγαλύτερων του 2. Να δείξετε ότι δεν υπάρ- 
χουν ακέραιοι ακέραιοι κι, ΧΣ,... Χρ ποὺ να ικανοποιούν 


την εξίσωση 
κ - οι (ὅτι ι ο. 


είτε υπάρχουν µόνο δύο τιμές του ϱ, για τις οποίες 
υπάρχουν ακέραιοι που ικανοποιούν την (1). 


64 (Κίνα 3). Να βρείτε όλους τους θετικούς ακέραιους 
Χ, που είναι τέτοιοι ώστε το γινόμενο των ψηφίων τους 
να είναι κ΄ -- 10κ-- 22. 


65 (Κίνα 4). Η ακολουθία Εἰροπαςοί ορίζεται µε τον 
παρακάτω τρόπο 


απ] απ αη-Ι (π3 1), αφθ, αι-α)ι]1 


Ίνα βρείτε το Μ.Κ.Α. του 19ό60ου και 198δου όρου της 
ακολουθίας, 


66 (Κίνα 8). ΄Εστω 6 ένας κύβος µε ακμές που ἔχουν 
μήκος 2. Κατασκευάζουµε ένα στερεό µε 14 ἕδρες κό- 
βοντας πλησίον κάθε κορυφής τον κύβο, ώστε οἱ νέες 
ἔδρες να είναι κάθετες στις διαγώνιες του κύβου και 
ίσες. 

Αν οι 14 έδρες του στερεού είναι ισοδύναμες, να υπο- 
λογίσετε το εμβαδό τους, 


67 (Κίνα 6). Για κάθε ζεύγος θετικών ακεραίων κ και 
Π, ἕστω Θκ(η) το άθροισµα των ψηφίων του η γραμµένου 
στο σύστηµα αρίθµησης µε βάση κ. Να δείξετε ότι υπάρ- 
χουν το πολύ δυο πρώτοι ρ «ς 20.000 για τους οποίους ο 
Ῥι{ρ) είναι σύνθετος. 


68 (Σιγγαπούρη 1). Σε µια ομάδα π ατόμων καθένας 
γνωρίζει ακριβώς 3 άλλους, Τα άτοµα είναι καθισµένα 
σε ἕνα στρογγυλό τραπέζι. Θα λέμε ότι τα άτοµα κάθο- 
νται «τέλεια», αν καθένας γνωρίζει τους δυο διπλανούς 
τους. Να δείξετε ότι αν υπάρχει µια «τέλεια» τοποθέτηση 
9 των ατόμων της ομάδας, τότε υπάρχει και άλλη «τέ- 
λεια» τοποθέτηση 3 των ατόμων της ομάδας, που δεν 
προκύπτει από την 5 µε στροφή ή αξονική συμμετρία. 


69 (Σιγγαπούρη 2). ΄Έστω Ω το έγκεντρο του τριγώ- 
νου ΑΒΟ, Να δείξετε ότι για κάθε σηµείο Ρ είναι 


αί(ΡΑ)’ -- ο(ΡΒ)᾽ « ο(ρο)Ξ- 
αί(ΩΑ)’ {- Ρ(ΦΒ)’ -- Ο(ΦΟ)’ -- (α -- Ὁ -Ἔ «) (2Ρ)’, 
όπου αΞξΒο, δΞΟΑ, «Ξ ΑΒ. 


70 (Ισπανία 1). Αν τ, Β οι ακτίνες του εγγεγραμμµένου 


και περιγεγραμµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΒΓ να δεί- 
ἒετε ότι 
Α Β Β ή Α 5 Τ 
σημ σημ Ἑ-ημτς τς 
ο πω ἁσω οἩοσ“ετα 
71 (Ισπανία 2). Έστω ΑΙΑ;Α.Α. τετράπλευρο εγγρά- 
Ψιμμο σε κύκλο µε πλευρές 


α.ΞΑιΑ.:, α)Ξξ Α:Α:, αἲΞξ ΑΙΑι, αιἝΞ Α.ΙΑ.. 


Οι αντίστοιχοι κύκλοι µε κέντρα Ἱι και αντίνες ρι εφά: 
πτονται σε κάθε πλευρά αι και στις πλευρές αμ-1, αι--] 
(προεκτεινόµενες) (αυ Ξξ αι). 

αἱ . 
Να δείξετε ότι: Π ο Ξ ᾷ (στεµΑι; {- στεµΑ))’. 

72 (Ισπανία 3). Θεωρούμε Η { 1 σκακιέρες. Αριθμού- 
µε τα τετράγωνα κάθε σκακιέρας από 1] ως 64 µε τέτοιο 
τρόπο, ώστε αν οἱ περίµετροι από δύο οποιεσθήποτε 
σκακιέρες της συλλογής µας τοποθετηθούν µε οποιονδή- 
ποτε τρόπο η µια πάνω στην άλλη, δυο τετράγωνα που 
ἔχουν την ἴδια θέση, να µην ἔχουν τον ἴδιο αριθµό. Ποια 
είναι η μέγιστη τιµή του 


73 (Σουηδία 1). Ένα παιχνίδι για δύο παίκτες παίζεται 
µε 9 κουτιά τοποθετημένα σε ἕνα 3 Χ ὃ τετράγωνο και 
µε άσπρες και μαύρες πέτρες. Σε κάθε κίνηση ο παίκτης 
τοποθετεί 3 πέτρες, ὀχι απαραίτητα του ίδιου χρώματος, 
σε 3 κουτιά σε µια οριζόντια ή κατακόρυφη γραµµή. Κά: 
θε κουτί δεν περιέχει πέτρες διαφορετικού χρώματος: 
αν, για παράδειγµα ἕνας παίκτης τοποθετεί µιαν άσπρη 
πέτρα σε ἕνα κουτί που περιέχει μαύρες πέτρες, η 
άσπρη πέτρα και µια απὀ τις μαύρες, αφαιρούνται από 
το κουτί, 

Το παιχνίδι τελειώνει όταν το κεντρικό κοὺτί και τα 
κουτιά ποὺ είναι τοποθετημένα στις κορυφές περιέχουν 
µια μαύρη πέτρα και τα υπόλοιπα είναι άδεια. 

Σε µια Φάση του παιχνιδιού κ κουτιά περιέχουν µια 
μαύρη πέτρα, ενώ τα υπόλοιπα είναι άδεια, Να προσδι- 
ορίσετε όλες τις δυνατές τιμὲς του κ. 


74 (Σουδηδία 2). Έστω {ακ]; µια ακολουθία µη αρνη: 
τικών πραγματικών αριθμών, τέτοια ώστε 


κ 
ακ-- 2ακ-ι -- ακι230 και Σα κ] 
|- 
γιακάθε κ1,δ,.. 
Να δείξετε ότι Οξί(ακ-- ακει)ς .. 
κ 


για κάθε κΞ1,Σ,. 


75 (Σουηδία 3). Ένα απειροσύνολο 5 ακεραίων περι- 
ἔχει το Ο και είναι τέτοιο ώστε η διαφορά δύο διαδοχι- 
κών αριθμών δεν ξεπερνά ἕνα δοσμένο σταθερό αριθµό. 
Θεωρούμε την παρακάτω διαδικασία: 

Παίρνουµμε ένα σύνολο ακεραίων Χ και κατασκευά- 
ζουμε ἕνα νέο σύνολο που περιέχει όλους τους αριθ- 
μούςχ -ς5,όπουχ Εκαις εδ. 

Αρχίζοντας από το 9υ Ξ- [0] κατασκευάζουµε διαδοχι- 
κά τα σύνολα 5ι, 5», 5.,... εφαρμόζοντας την προηγού- 
µενη διαδικασία. Να δείξετε ότι µετά απὀ πεπερασμένο 
αριθµό βημάτων δεν θα παίρνουμε πια νέα σύνολα, 
δηλ. Ὁκ Ξ- Όκο, Υια κ κο, 
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76 (Αγγλία 1). Ένας θετικός ακέραιος θα λέμε ότι εἷ- 
ναι ἕνας «διπλός αριθµός» αν η ψηφιακή του παράστα- 
ση αποτελείται απὀ ἕνα «µπλοκ» ψηφίων, που δεν αρχί- 
ζει από 0 και ακολουθείται από ένα ἴδιο µπλοκ, Έτσι 
π.χ. ο 360360 είναι ένας διπλός αριθµός, ενώ ο 36036 
δεν είναι. Να δείξετε ότι υπάρχουν άπειροι διπλοί αριθ- 
μοί που είναι τέλεια τετράγωνα. 


απ 77 (Αγγλία 2). Έστω {:ᾷ. --Ζ. µια συνάρτηση 
για την οποία 


1) Ξξ1, (3) - 3, Π2π) -- (ίη), 
[4η -- 1) -- 242η -- 1) -- άπ), 
((4π - 8) -- 342 -- 1) -- δί(π) 


γιακάθε πΕΖ., 
Να ορίσετε µε απόδειξη το πλήθος των θετικών ακε- 
ραίΐων που είναι «- 1988, για τους οποίους {(η) Ξ- Π. 


78 (Αγγλία 3). Θέλουμε να διαµερίσουµε το σύνολο 
των θετικών αριθμών σε δύο ξένα μεταξύ τους υποσύ- 
νολα Α και Β που να έχουν τις Ιδιότητες: 

)1ςΑ. 

ἤ) Δεν υπάρχουν δύο στοιχεία του Α που να ἔχουν 
άθροισμα της µορφής 2’ Ε2(κΞ0,1, 2, ...) και 

Ππ) Δεν υπάρχουν δύο στοιχεία του Β που να ἔχουν 
άθροισμα αυτής της µορφής, 

Να δείξετε ότι η διαµξριση αυτή µπορεί να γίνει µε 
ένα µόνο τρόπο και να προσδιορίσετε το υποσύνολο 
στο οποίο ανήκουν οι αριθμοί 1987, 1988, 19890, 


79 (Αγγλία 4). Έστω ΑΒΟ οξυγώνειο τρίγωνο και [. 
ευθεία στο επίπεδο του. Αν υ, ὐ, ω τα µήκη των αποστά- 
σεων των Α, Β, Ο απὀ την 1. αντίστοιχα, να δείξετε ότι 


αεφΑ -- υ’εΦΒ -- ω΄εφο 32 
(Δ το εμβαδό του ΑΒΟ). Πότε ισχύει το ἴσο; 


80 (Αγγλία 5). Μια ακολουθία ακεραίων [απ] ορίζεται 
µε τον παρακάτω τρόπο αιΞξ2, α͵Ξξ7 και 


αν 


| 
τς γα ν22 


1 
--- '« -- 
2 αντ] ᾱμ-ἲ ϱ 


Να δείξετε ότι ο αν είναι περιττός για κάθεν 21. 


81 (ΗΠΑ 1). Ὑπάρχουν π ὰ 3 κενές θέσεις σε ένα ερ- 
γοστάσιο, που αριθμούνται από 1 έως π κατά φθίνουσα 
τάξη αμοιβής. Υπάρχουν η αιτήσεις για εργασία αριθµη- 
µένες απὀ 1] έως π κατά φθίνουσα τάξη ικανότητας (προ- 
σόντων). Ἡ αίτηση { είναι κατάλληλη για τη δουλεία |, 
αν και µόνο αν { 23]. 

Οἱ αιτήσεις ἔφθασαν κατά τυχαία τάξη. Καθένας έχει 
προσληφθεί στην υψηλότερα βαθμολογημένη εργασία, 
για την οποία αυτός ή αυτή είναι ικανοί, και για την 
οποία ἔχει το υψηλότερο επίπεδο απὀ οποιαδήποτε άλ- 
λη εργασία που ἔχει επιλέξει. (Με βάση αυτούς τους κα: 
νονισμούς.η εργασία 1 ἔχει ήδη καλυφθεί και ἔχει απο- 
περατωθεί η διαδικασία πρόσληψης). Να δείξετε ότι οι 
αιτήσεις, π και π -- 1 έχουν την ἴδια πιθανότητα πρόσ- 
λήψης: 


82 (ΗΠΙΑ 2). Το τρίγωνο ΑΒΟς είναι ορθογώνιο στο Ο. 
Το σηµείο Ῥ βρίσκεται στο τµήµα Αί' και τα τρίγωνα 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ 


ΡΒΑ, ΡΒΟ ἔχουν ἴσους εγγεγραμμένους κύκλους. Να 
εκφράσετετο µήκος κΞΡΟ συναρτήση των αΞξΒς, 
ΒΞξ(0Α και ΟΞΑΒ. 


88 (ΗΠΑ 8). Ένα πλήθος φωτεινών σημάτων είναι 
τοποθετημένα σε ίσες αποστάσεις κατά μήκος µιας σι- 
δηροδροµικής γραµµής µονής κατεύθυνσης και είναι 
αριθµημένα κατά σειρά 1, 2, ..., Ν (Ν 55 2). Για λόγους 
ασφαλείας, ἑνα τρένο δεν επιτρέπεται να περάσει ένα 
σήμα αν κάθε άλλο τρένο κινείται κατά µήκος της σιδη- 
ροτροχίας που βρίσκεται μεταξύ του σήματος αυτού και 
του εποµένου, ΄Όμως δεν υπάρχει όριο για τον αριθµό 
των τρένων που μπορούν να σταθµεύσουν σε ένα σήμα, 
το ενα πίσω από το ἆλλο (υποθέτουμε ότι τα τρένα 
ἔχουν μηδενικό μήκος), 

Μια σειρά από Κ μεταφορικά τρένα πρέπει να οδηγη- 
θούν από το σήμα 1 στο σήµα Ν. Κάθε τρὲνο κινείται µε 
διαφορετική, αλλά σταθερή ταχύτητα, όταν κινείται και 
δεν είναι μπλοκαρισμένο για λόγους ασφαλείας. 

Να δείξετε ανεξάρτητα από τη σειρά µε την οποία τα 
τρένα είναι τοποθετημένα, ο ίδιος χρόνος θα περάσει 
μεταξύ της αναχώρησης του πρώτου τρένου από το σή- 
μα 1 και της άφιξης του τελευταίου τρένου στο σήμα Ν. 


84 (ΕΣΣΑ 1). Θεωρούμε σηµείο Μ στην πλευρά Ας 
του τριγώνου ΑΒΟ µε τέτοιο τρόπο ώστε οι ακτίνες των 
εγγεγραμμένων κύκλων στα τρίγωνα ΑΒΜ, ΒΜΕ να εἴ- 


Ἡ Β 
ναι ίσες. Να δείξετε ότι ΒΜ΄Ξ ἂσφ . (Α το εμβαδό 
του ΑΒΟ). 


85 (ΕΣΣΔ 9). Γύρω απὀ ἕνα κυκλικό τραπέζι, άρτιο 
πλήθος ατόμων συζητά, Μετά από ἕνα διάλειµα ξανακά- 
θονται στο κυκλικό τραπέζι µε διαφορετική σειρά. Να 
δείξετε ότι υπάρχουν τουλάχιστον δυο άτοµα τέτοια 
ώστε ο αριθµός των ατόμων που βρίσκονται μεταξύ 
τους πριν και µετά το διάλειµα είναι ο ἴδιος, 


86 (ΕΣΣΔ 3). Ἔστωα,ῦ,ς Ε 2". Είναι γνωστό ότι η 
εξίσωση αχ’ - Ον΄ -- οΖ΄ Ξ 0 έχει ακέραια λύση διαφο- 
ρετική απότην κ ν--2--0. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
αχ᾽ Ε βν᾽ -- ο Ξ 1 ἔχει µια ρητή λύση. 


87 (ΕΣΣΔ 4). Γράφουμε στη σειρά κατά αύξουσα τάξη 
όλους του ανάγωγους ρητούς αριθμούς, που το γινόμενο 
του αριθμητή και του παρονομαστή τους είναι µικρότε- 
ρο από 1988. ἵνα δείξετε ότι για κάθε δυο γειτονικά κλά- 

α α Υ 
ος πο σ --- ισχύει η σχέση βς -- αά -- Ι. 
β Ρ Ἡ ι 

88 (ΕΣΣΔ 5). Θεωρούμε 5 κύκλους, από τους οποίους 
6 κύκλοι βρίσκονται στο εσωτερικό του σταθερού Του 
και καθένας εφάπτεται στον 7ο και στους δύο διπλα- 


νούς του, Αν τα σηµεία επαφής των 6 κύκλων µε τον 7ο 
είναι κατά σειρά τα Αι, Α:, Α:, Α., Α., Αι να δείξετε ότι 


ΑΙΑ; : Α.Α. : Α.Α. -- Α.Α." ΑΙΑ. : ΑΡΑ 


89 (Βιετνάμ 1). Κάθε σύνολο Μ σημείων του επιπε- 
δου, θα λέμε ότι ανήκει στο Μ3 σύνολο, αν και µόνο αν 
κκἩ { νν" ς 1, όπου (Χχ”, νἩ) Ε Μ" και (κ, ν) Ε Μ. Να 
Βρείτε τα τρίγωνα Υ που είναι τίποτα ώστε, το Υ” και ενα 
το συμμετρικό του Ύ ὡς προς την αρχή των συντεταγμέ- 
νων 


Υ 
σµατα --- και ---με 
Ε 


τά / 55 


90 (Βιετναµ 2). Ὑπάρχει αριθµός α(θ «ας 1) τἔτοιος 
ώστε να υπάρχει µια ακολουθία {απ] θετικών ακεραίων 
για την οποία ισχύει 


νπεΙΝ", 


α 
1] - απγι τς σαῃ-ἵ -αη, 
η 


9] (Βιετνάμ 3). Ένα κανονικό 14-γωνο µε πλευρά α 
είναι εγγεγραµένο σε κύκλο µε ακτίνα 1]. Να δείξετε ότι 


0--α π 
δ49|3συν ---. 
2α γ 7 


ϱ2 (Βιετνάμ 4). Έστω ρ Ἔ 2 φυσικός. Να δείξετε ότι 
υπάρχει ακέραιος πο τέτοιος ώστε 


ον κσλσ-ε- 
-” νι] 


93 (Βιετνάμ 5) ΄Εστω κ 6 ΙΝ. Να βρείτε όλα τα 


2ρ. 


πολυώνυμµα Ρ(κ) βαθμού «πι, που ικανοποιούν τη σχέση 


Σ Ρ(ῦ (-- ντο. 


Οή (Βιετνάμ ϐ). Έστω π -Ε 1 (η 35 1) θετικοί ακέραιοι 
που δημιουργούνται αν πάρουμε το γινόμενο π πρώτων 
αριθμών (ἕνας πρώτος µπορεί να ληφθεί περισσότερες 
Φορές ή ακόµα να µην ληφθεί στα γινόμενα). Να δείξετε 
ότι ανάµεσα στους π {- 1 αυτούς αριθμούς μπορούμε να 
βρούμε μερικούς αριθμούς που το γινόμενο τους είναι 
τέλειο τετράγωνο. 


Παρατηρήσεις ΄Όσες αοκήσεις ἔχουν 3” επιλέχθηκαν σαν 
υποψήφια θέµατα. ΄Ωσες έχουν “3 τέθηκαν στην 19η Δ.Μ.Ο. 
µε βάση το αποτέλεσµα ψηφοφορίας που έγινε ανάµεσα στους 
αρχηγούς των αποστολών. Τη μετάφραση έκαναν οι συνάδελ- 
Φοι Θ, Μπόλης - Δ. Κοντογιάννης, 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΠΟΥ 
ΕΠΙΔΕΞΕΣΜΕ 


Κεσογλίδης 


΄Ασκηση 1, τεύχος 4, Απρ. 1988, σελ. 211 
(Ευκλείδης Β) 


Ἓνα τετράπλευρο ἔχει την ιδιότητα: το άθροισμα 
των αποστάσεων ενός τυχαίου σημείου στο εσωτε- 
ρικό του από τις πλευρές του είναι σταθερό. Να δεί- 
ξετε ότι το τετράπλευρο αυτό είναι παραλληλόγραμ- 
μο. 


Απόδειξη. 

Θεωρούμε γνωστές τις ακόλουθες προτάσεις: 
() Αν για κάθε σηµείο Μ της πλευράς ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ το άθροισµα των αποστάσεων του σημείου Μ από 
τις πλευρές ΑΒ, ΑΓ είναι σταθερό, τότε το τρίγωνο ΑΒΓ 
είναι ισοσκελές µε ΑΒ -- ΑΓ και αντίστροφα. 


Α 


Σή. ] 


(14) Αν σε ἕνα τετράπλευρο οι διχοτόµοι δύο απέναντι 
γωνιών είναι παράλληλες, τότε οι άλλες δύο γωνίεςτου 
είναι ἶσες. 

Δηλαδή, αν ΑΖ, ΓΕ. οι διχοτόµοι των γωνιών Α, Γ αντί- 
στοιχα, τότε 


β-Δ 


ΑΖ {ΓΕ και 


ἀΔ 
ΑΟ. 


Ἐστω τώρα ΑΒΓΔ το τετράπλευρο της άσκησης και Μ 
ἕνα τυχαίο σηµείο στο εσωτερικό αυτού, Από την υπό- 
θεση ἔχουμε: 


(1) ΜΑΙ -- ΜΒι -- ΜΓι {- ΜΔι Ξ σταθ. 


Από το σηµείο Μ φέρνουμε ευθεία (ε) τέµνουσα τις 
πλευρές ΑΒ, ΑΔ του τετραπλεύρου ΑΒΓῶ στα σηµεία 


Ε, Ζ αντίστοιχα ἔτσι ώστε ΑΕ -- ΑΖ, τότε σύµφωνα µε το 
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Μαθηματικές Ολυμπιάδες 
| 12" Β.Μ.Ο. 


Επιμέλεια: Π. Μπρέγιαννης, Σ. Ράππος, Γ. Τάκος 
Λύσεις: Σ. Ράππος 


Η 12” Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα διεξήχθη στην πόλη Φιλιππούπολη της Βουλγαρίας 
στο διάστηµα 7--13 Μαΐου 1995, µε συµµετοχή των χωρών της Ἑλλάδας, Βουλγαρίας, Σερθίας, 
Κύπρου, Σκοπίων και Αλθανίας. Ἡ φιλοξενία των Βουλγάρων ήταν άψογη και το πρόγραµµα 
πλούσιο (επισκέψεις σε µαθηµατικά σχολεία, μουσεία κ.λ.Π.). Η εξαµελής ελληνική αποστολή απο- 
τελούνταν από τους 


Π. Θεοδωρίδη, Σ. Ράππο, 
Ν. Καρανασιάση, Σ. Ρουνιζούνη, 
Π. Μπρέγιαννη, Γ. Τάκο 


και συνοδεύονταν από τους Θ. Μπόλη, Δ. Κοντογιάννη και ΠΠ. Βλάμο. Η οµάδα µας κατάφερε να 
αποσπάσει 4 πάλκινα μετάλλια, µε τους ΠΠ. Θεοδωρίδη, ΠΠ. Μπρέγιαννη, Σ. Ρουνιζούνῃ, Γ.Τάκο 
και } αργυρό µετον Σ. Ράππο. 


Τα θέµατατης 12’ ΒΜΟ µε σύντομες λύσεις ήταν τα εξής: 


Θέμα πρώτο (ΕΥΒΟΜ) 
Να θρείτε την τιµή της έκφρασας: {...(((2 3) 4)» 5) » ...) " 1995, όπου 


ο πήτν 
χ.ν σωρό ψ. 


2 


Λύση 


Παραιπρούµε ότι π πράξη είναι προσεταιρισική Και µε επαγωγή δείχνουμε ότι 


πι 1)-2 
2198... ηΠ πία ας 1) 2) ἵνα Ἡ πβρπιό. 


Θέμα δεύτερο (ΕΛΛΑΔΑ Δ. Κοντογιάννης) 


Θεωρούμε ους κύκλους οι(ο,, σι) και Ο2(Ο:, {2) που τέμνονται στα ΑΛ, Β όπου 
σι «τρκαι ΟιἱΛΆο. - 90». Η ευθεία Οἱ0; τέμνει τον Οι, στα Ο, Ὁ ενώ τον (, στα Ε, 
Ε. Το Ε είναι µεταξύτων 6, ΡΏ και το Ὦ µεταξύ των Ε, Ε. Ἡ ΒΕ τέμνειτον ιστοί 
και ταν ΑΟ στο Μ, ενώ πι ΒΙ) τέμνει τον Ὁ, στο Ι. και των ΑΕ στο Ν. Να δείξδετε ότι 
η «ΚΕ. ιν 
σι κη τὰ 

Λύσα 

Επειδή αἱ μύκλοι τέμνονται κάθετα, εύκολα δείχνουμε ότι «, Α, Ι. συνευθειαµά και Ε, Α, Μ συ- 
νευθειακά. 

Από το θεώρημα Μενελάου στα τρίγωνα ΜΟΕ. και ΝΏΕ, που τέμνονται από τις ευθείες ΕΑΜ, 
ΚΜ ΑΟ 2 ο ΙΝ ΑΕ 2 (1) 
Γον ΑΜ ος ΤΡ ΑΝ ΟΕ 

Στο εγγράψιµο ΑΜΒΗΝ, εύκολα δείχνουμε ότι ΜΝ // ΕΕ, οπότε από την (1) προκύπτει 
2 ΡΕ ΙΝ᾽ 
τι ΚΜ ΙὈ' 
Παράχάρπσα. Όπως µας είπε ο κ. Μοντογιάννης, που Ματασκεύασε την άσκηση, αυτή Ιχύει και 


οταν Οι Ά΄ ο 905. 


ΟΑΙ. αντίστοιχα, έχουµε ότι: 
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Μαθαματικές Ολυμπιάδες 
Θέμά τρίτο (ΑΛΒΑΝΙΑ/ 
Έστω α, ὃ θετικοί ακέραιοι µεα» Όναιαἡ ὃ - άρτιο. Να δείξετε ότι οι ρίτες 
τας εξίσωσας κ΄ - (αἱ -α 4 1) - ν΄ - 1) - (οἱ ο 1)” Ξ9 είναι θετικοί ακέραιοι 
κανένας από τους οποίους δεν είναι τέλειο τετράγωνο. 


5 Λύσα 


Οι η της εξίσωσης είναι κι Ξ υὁ -- 1 κο -- οἱ -- Ὁἱ -- α και επειδή ἃ 2 Ὁ «Ε 1, έχουµε ότι 
α'-- οὐ -χα-125-120, δηλ. ΧΙ, Χο θετικοί ακέραιοι. Το χι ουδέποτε είναι τέλειο τετράγωνο, 


αφού υὐ « κι «(0 -- 1) . Για το κο θέτουµε πι Ξ Έλα η Ξ τὰ μαι υποθέτουμε ότι 


ἕ- ΧοΞ Απιη -- Π-- πι για κάποιο « ακέραιο. Τότε (πι -- 1)(4η -- 1) Ξ 4(4πιη --πι-- π) 1 (1). 
Αν όµως ένας αριθµός α είναι της µορφής α Ξ 4κ Η- 1 θα έχει πρώτο διαιρέτῃ της µορφής 

ρ Ξ 4λ - 1. Έσιω φυσικοί Χ, ν ώστε (Χ, ϱ) Ξ (ψ, ϱ) Ξ 1, οπότε από Θ. Εαππαἰί προκύπτει ότι: 
212-] 2-1 2 

(κ ο (ὔ) -2Ξ Ο(πιοά ϱ) --» χὸ -- νν δε διαιρείτο --χ ν δε διαιρείτοα (2). 
Θέτουμεχ- 2ςε,νΞ 1, οπότε οἱ (1), (2) καταλήγουν σε αντίφαση. 


Θέμα τέταρτο (ΣΕΡΒΙΑ) 


Έστωη θετικός ακέραιος και 9 το σύνολο όλων των σημείων ία, ν) όπουΣσ,ν 
θετικοί ακέραιοι µεκςμ,νς η. Ὑποθέτουμε ότι Τ είναι το σύνολο όλων των τε- 
τραγώνων με κορυφές στο 9. Συµθοβλίσουµε µε α, (κ 2 0), τον αριθµό των Ζευγών 
των σαµείων του 9, που είναι κορυφές ακριθώς κ τετραγώνων του Τ. Να δείξετε 
ότι αρ - ας -- 2αᾳ. 

Λύσα 
Προφανώς υπάρχουν µόνο τα αρ, αι, ἄρ, αλ. Ο πληθάριθμος του 9 είναι 
ρ 2 2 
ἳ ο ἁὐο, 8 
Το πλήθος των τετραγώνων του Τ πλευράς κ που έχουν πλευρές παράλληλες στους άξονες είναι 


(η -- κ)”. Στις πλευρές των τετραγώνων αυτών περιέχονται οι κορυφές ακριθώς κ τετραγώνων του τΤ. 
Ο πληθάριθµος του ν νάμμ ών. 


πι -Σίκα- κ) ολ. (η -- κ) Ξ λ. -Σιὸ- πα -- --- 


Αν το πλήθος των πανω ον Τ οριστεί µε βάση τα η του 5, έχουµε: 


ο (αι 4- 2423 3α.) πί(η -- 1)(η - 1) 
ῃ -- 6 --- 12 (2) 
Από (1) και (2) προκύπτει ότι αρ αρ {- 2α9. 


ς. Θα θέλαµε τέλος να ευχαριστήσουμε την Ε.Μ.Ε. καιτον κ. Δ. Κοντογιάννη για την πολύτιμη ϐΘο- 
ήθειάτου στις εππυχίες µας αυτές. 
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Ο Πανελλήνιος 


Διαγωνισμός | 


Μαθητικός 


(Θαλῆς) 


Επιτροπή Διαγωνισμών 


Όπως κάθε χρόνο, έτσι και φέτος διεξήχθη µε αρκετή επιτυχία ο Πανελλήνιος Μαθητικός 


Διαγωνισμός της Ε.Μ.Ε. Η προσέλευση τῶν μαθητών ήταν πολύ µεγάλη, αν και σε αρκετά σχο- 
λεία οι µαθητές άργησαν να ειδοποιηθούν. 


Η επιτροπή και από τη θέση αυτή ευχαριστεί τους συναδέλφους που βοήθησαν στη διεξα- 


γωγή του διαγωνισμού είτε ὡς διορθωτές είτε Ως επιτηρητές. 


1Α. 


2Α. 


3Α. 


4Α. 


18. 


Τα θέµατα με τιςλύσειςτους δημοσιεύουμε παρακάτω: 
Θέματα γιατην Α΄ τάξη Λυκείου 


Δύο µαθητές Α, Β παίζουν το ακόλουθο παιχνίδι: 

Τους δίνεται ένα κανονικό πολύγωνο µε άρτιο πλήθος πλευρών, µεγαλύτερο από 6 (π.χ. ένα 
100-γώνο). Κάθε παίκτης συνδέει δύο από τις κορυφές του πολυγώνου µε ένα τµήµα το ο- 
ποίο, όµως, να µην τέμνει κανένα από άλλα τέτοια τμήματα που οι παίκτες είχαν φέρει 
προηγουμένῶς. Θα χάσει ο παίκτης που πρώτος δε θα μπορέσει να φέρει ένα τέτοιο τµήµα. 
Μπορεί ένας παίκτης να ακολουθήσει µια στρατηγική ώστε να νικήσει σίγουρα; 


Ένα τετράγωνο ΚΛΜΝ είναι εγγεγραμμένο σε ένα τετράγῶὠνο ΑΒΓΔ ώστε οι κορυφές του 
Κ., Λ, Μ, Ν να βρίσκονται πάνω στις πλευρές ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ και ΔΑ αντιστοίχῶς. Αν ο λόγος 
του εμβαδού του ΚΛΜΝ προς το εμβαδόν του ΑΒΓΑΔ είναι λ, να βρείτε το λόγο των μηκών 
των τμημάτων στα οποία διαιρούνται οι πλευρές του τετραγώνου ΑΒΓΔ απότις κορυφές του 
άλλου τετραγώνου. 


Ὑπάρχει τρίγώνο µε όλες τις πλευρές του και ένα ύψος του να έχουν ακέραια µήκη και η 
περίµετρός του να είναι 2]; 


2 2 
Ανα»0,β20 νααποδείξετε ότι ψα --β ας 


ή "Θέματα για τη Β’ τάξη Λυκείου ς ρω” | 


Έστω κύκλος ακτίνας 1, στον οποίο ορίζουµε ένα συγκεκριµένο σηµείο Αῃ. Στη συνέχεια 


ορίζουµε τα σηµεία Αγ, ν ΕΝ ὡς εξής: 


Το µήκος του τόξου ΑΦΑ, (όπου αυτό µπορεί να είναι μεγαλύτερο του 2π) να εἶναι 
1 1 


! ς Ε-. Έτ, 
2 ν 
Να δείξετε ότι: 
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28. 


38. 


48. 


1Γ. 


1Γ.. 


αἳ., 


4ΤΓ. 


1Α. 


Ο Πανελλήνιος Μαθητικός Διαγωνισμός (Θαλής) 
α) Δεν υπάρχει σηµείο Αγ, ν 2 ] που να συμπίπτει µετο Αι. 


β) Δεν υπάρχουν µ, ν ΕΝ, µ- ν ώστετα σηµεία Αμ, Αν να συμπίπτουν. 


Αν ΑΒΓΔ είναι ένα τετράπλευρο περιγεγραμµένο σε κύκλο ακτίνας ρ, να δείξετε ότι ισχύει: 
ΑΒ ΓΓΔ}24ρ. 


Να εξετάσετε αν υπάρχουν φυσικοί αριθμοί ν µετην ιδιότητα: 
Από το σύνολο Α(ν) Ξ {1, 2, ...., ν) μπορούμε να διαλέξουµε κ αριθμούς αι, αλ, ..., ἄκ όπου 
κ2 3, αἱ - αἱ, έτσι, ώστε να ισχύει: 


ία, -α)Ίαι- αι" Ιαςι-- ακ[--|ας-- αι]- 
Τι συμβαίνει αν απλάκλ]; 


Να αποδειχθεί ότι ο αριθµός σι σα διαιρείται µε το 1930, 


Θέματα γιατην Γ’ τάξη Λυκείου 


Να βρεθεί η μέγιστη τιµή της παράστασης: 


πίς κ) --αψν -ψ ει κι «Ι -ψ) μελος. 


Έστω η συνάρτηση Γ: Κ -- Κ τέτοια ώστε για κάθεχ εἰ να ισχύει ότι: 


εκ -- 2) -- ἔχ -«2) Ξ ΣΧ). 


Να δείξετε ότι η Γ είναι περιοδική. 


Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και (ε) µια ευθεία που περνάει από το βαρύκεντρο Θ του τριγώνου και 
τέµνειτις ΑΒ, ΑΓ στα Κ, Λ αντίστοιχα. 
ΑΚ σ4 ΓΔ 


Να δείξετε ότι: ΚΕ2431. 
Έστω Α ένα σύνολο ν ακεραίων αριθμών. Από το σύνολο αυτό κατασκευάζουµε όλες τις δυ- 
νατές παραστάσεις παίρνοντας ένα ορισμένο πλήθος αριθμών και προσθαφαιρώντας τους 
μεταξύ τους. Π.χ. αν αἴι, αἱ), αγ, αἰι ε Α τότε µια δυνατή παράσταση είναι η 
α,-α- αι -αιή-αιτα,τα,ταις 

Δύο διαφορετικές παραστάσεις ανεξάρτητα από το αριθμητικό τους αποτέλεσµα θα θεωρού- 
νται διακεκριμένες. 

Να υπολογίσετε το πλήθος των δυνατών παραστάσεων. 


Λύσεις του 56ου Πανελλήνιου ἨΤαθητικού Διαγωνισμού «Ο Θαλής» 


Τάξη Α΄ Λυκείου 


Αι 


Θα νικήσει ο Α παίκτης αν ακολουθήσει την παρακάτω 
στρατηγική: Α.νι 
Φέρει τη διαγώνιο ΑΙΑ., που χωρίζει το 2ν-γῶνο σε δύο ίσα 
(ν -ε 1)-γὠνα (σχήµα). Τα σχήµατα αυτά είναι ίσα και συµ- 
µετρικά. 

Ο δεύτερος παίκτης έστω ότι φέρει µια διαγώνιο ΑΙΑΙ. Τό- 
τεο Αφέρνειτη συμμετρική αυτής ὣς προς την ΑΙΑ, κ.λ.π. 


Α.ν-2 
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2Α. 


3Α. 


4Α. 


18. 


28. 


38. 


Ο Πανελλήνιος Μαθητικός Διαγωνισμός (Θαλής) 


Έστω ΑΒ-Ι,ΚΛ-νψλκαιΚκΒβ -χ(σχήµα). 
ΤόΕΒΛΞΓΜΞΑΝΞΑΚΞΙ -χκαι Χ 
2 2 ” 1 Ν 
Χα. κ) Ξλήκξσι Φνλ). 
Λ 
ΑΚ Ίἱ-χ ΙΣνλ . 
Επομένως κα πο πι 
Α κ χ Β 
Έστω ότι υπάρχει ορθογώνιο τρίγῶνο µεα, β, Υγ, υ ακέραιους (σχήµα). Γ 


Τότε συνβ-δεο, συΓΞ1εο. Αλλά συνΒ -Ὅλε ϱ άρα ΒΔ, ΔΓ 


ρητοί αριθμοί. Αλλά από το Πυθαγόρειο θεώρημα προκύπτει ότι ΒΔ, 
ΓΔ ακέραιοι. 
Εξετάζουµετις περιπτώσεις: β α 


α) Αν ΒΔ, ΓΔ και οι δύο άρτιοι είτε περιττοί. Δ 
Τότε η ΒΓ είναι άρτιος, και από το Πυθαγόρειο θεώρημα προκύπτει 

ότι οι β, Υ θα είναι είτε και οι δύο άρτιοι, είται και οι δύο περιττοί. 

Τότε όµως η περίµετρος είναι άρτιος, πράγµα άτοπο. 


β) Είναι ΒΔ άρτιος, ΓΔ περιττός. Όμοια. .. 7 Β 


Μετάτις πράξεις βρίσκουμε αὖβ «βνψα« αὖα -- βΝβ ή (ψα-- ψβ)ία -- β) 20 που ισχύει. 


Τάξη Β΄ Λυκείου 


α) Αν υπάρχει σηµείο Αν που να ταυτίζεται µε το Αᾳ, θα πρέπει | -- : ... - Ξ 2κπ (1) (κ 


φυσικός), άτοπο. 


Πράγματι το α΄’ µέλος της (1) είναι ρητός, ενώ το β’ μέλλος άρητος. 
. α .. ι 
β) Όμοια θα πρέπει τ . τ --- Οκπ (κ ΕΝ), άτοπο. 
Πρωτα αποδεικνύεται ότι σε 
τρίγωνο ΑΡΒΓ ισχύει: 
Α Α 
α22ΑΔ εφ 5) 
όπου ΑΔ το ύψος από το Α 
(σχήμα). 
Ακολούθως εφαρμόζοντας το 
παραπάνω στα τρίγωνα ΑΟΒ 
και ΓΟΔ παίρνουμε: Β Δ 
ΑΒ ΓΔ 22ρ (εφ ἀ ον εφ σι 2ρ (εφ ---ᾱ- σφ .. (1), αφού αΌΒ «ΓΌΑ -- 180». 


Οπότε ΑΒ «ΓΔ 2 2ρ:2Ξ4ρ. Αφού εφ 3Η ασφθς 22 εφθτ σφθς- -ῃΠ ο. 


Προφανώς η πρόταση για κΞ2ισχύει: [αι --α)/Ξα, --αι]. 

Παρατηρούμε ότι η ακολουθία αι, α», ..., ας πρέπει να είναι γνησίως μονότονη, γιατί αν 
αιι «αἴκαιαμι «αρτότεα,- αιιζ]αι- αιι/Ξ]αμ-αι/ζαι- αμι οπότε αι. ιΞ αμ. Αυτό ό- 
μῶς είναι άτοπο αφού οι αριθμοί θα πρέπει να είναι κτο πλήθος, άρα διαφορετικοί. 
Ἑστωότι[α, -α/Ξία;--αιΞ--:Ξαιι--α]|Ξπι. 


ο μώσ κ .... (0) 
1Ξ 
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4Β. 


Ο Πανελλήνιος Μαθητικός Διαγωνισμός (Θαλής) 
Η (1) ισχύειανκ2. 


Ὡς γνωστόν αἱ «β΄ «γ΄ --3αβΥ--(α--β”- γχα΄ «β΄ «γ΄ --αβ--βΥ -- γα) (1) 
Ανα-χ,β--2,γ--Ιη(1)γίνεται3 --2--Ι- 1930. 


Τάξη Γ΄ Λυκείου 


.. 


2Γ. 


3 


4Γ. 


Θέτουµεχζσυνα, ψ Ξ συνβ. Είναι: 
Πίσυνα, συνβ) - συνασυνβ -- συναηµβ -- συνβηµα - ηµαηµβ-Ξ 


συν(α - β) 4- ηµία « β) “γσημ(αν βι”)«νΣ 
Άρα η μέγιστη τιµή της Π(Χ, ψ) είναιτο ψ2. 


Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση Πχ --2) -- ἄχ --2)Ξ νὰ) και παίρνουμε: 

νδίκ --2) «ψδῆκ -- 2) - 34) (1) 

Όμως ΣΧ -- 2) - ἔκ -- 4) - ἔίχ) και γΣῆ(Χ -- 2) - ἔἴχ) -- ἔ{χ-- 4), οπότε η (1) γίνεται: 
{χ -- 4) -- {κ -- 4) Ξ Εκ) (2) 

Πολλαπλασιάζοντας τη (2) µε 3 παίρνουμε: 

Εχ -6)- ἤχ--6)Ξξθή ἤχ--12)Ξ-ἴχ) όρα [κ --24)Ξ Κχ),γιακάθεχ εἰ. 

Άρα η Γείναι περιοδική µε περίοδο 24. 


Έστω ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ κάθετες από τα Α., Β, Γ στην 
(ε). Τότε ΑΔΞ ΒΕ -- Γ7 (1). 


Όμως (ΑΚΛ) «4 ΚΛ.ΑΔΞΚΛΙΒΕΑΓΖ)- 
(ΒΚΛ) (ΓΚΛ) Σ2Ν(ΒΚΛΙΓΚΛ), 


Α 
2 (ΑΚΛ). ΓΚΛ) τ 4Λ ο 
άρα ων 24(ΒΚΛΥΓΚΛ) -- (ΕΚΛ24{ΑΚΛ) Ὁ ο ποπ 
Α ΓΛ 

δηλαδή ΒΚ 2 4 ονν Β Γ 

Προκειμένου για κ(κ « ν) αριθμούς από το σύνολο Α, το πλήθος τῶν κ-άδων είναι όσοι οι 
συνδυασμοί (ς) ενώ το πλήθος τῶν διαφορετικών κ-άδῶν τῶν προσήµων είναι ν Άρα 
(αρχή πολλαπλασιασμού) το πλήθος τῶν παραστάσεῶν µε κ αριθμούς είναι να κ ) Επομέ- 


ν 
νῶς όλες οι παραστάσεις, γιατις διάφορες τιµές του κ είναι ὁ Ἡ Ἡ }- 3 --Ι,το πλήθος. 
κα 
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Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα «Ο ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» 


Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα 
«Ο ΑΡΠΙΜΗΔΗΣ 


Επιτροπή Διαγώνισμών 


Το Σάββατο 20 Ιανουαρίου 1996 διεξήχθη στο κτίριο Γκίνη του Ε.Μ.Π. η Εθνική 
Μαθηματική Ολυμπιάδα «Ο Αρχιμήδης». Συμμετείχὰν 130 µαθητές Γυμνασίου και σον νὰ 
Παράλληλα µε την Ε.Μ.Ο. διεξήχθη και ο 3ος Λευκοπούλειος Διαγῶνισμός Πιθανοτήτων 
στον οποίο θα αναφερθούμε στο επόμενο τεύχος. Ἡ απονομή των βραβείων έγινε την 
Κυριακή 2ἱ Ιανουαρίου 1996 στην Μεγάλη Αίθουσα Τελετών του Πανεπιστηµίου Αθηνών. 
Στην τελετή παραβρέθηκε εκ µέρους του Ὑπουργείου Παιδείας ο Γενικός Γραμματέας του 
Ὑπουργείου Παιδείας κ. Γιάννης Πανάρετος. 

Τα ονόματα τῶν βραβευθέντων µαθἠτών είναι τα εξής: 


ασ νασιο 


ΙΚΑΡΑΜΗΤΡΟΣΔΗΜ. ᾽  ΙΕΚΠΡΙΑΔΟΥΚΑ ᾽᾽᾽.  ΙΒΒΡΑΒΙΟ 
ΙΑΜΑΝΑΤΙΔΗΣΓΕΩΡΓΙΟΣΣ ΠΙΊΊΟΩΜ.ΠΕΙΡΑΙΑ ᾽᾽᾽᾽ ΙΕΠΑΝ 
ΙΚΑΤΡΑΝΑΡΑΣΕΥΣΤΑΘ. Ι2ΟΠΥΜΛΙΒΑΔΕΙΑΣ ᾽᾽᾽ ΙΕΠΙΝΟ 
ΙΣΥΜΕΩΝΙΔΟΥΙΩΑΝΝΑ .. ΙΑΝΑΤΟΛΙΑΘΕΣΝΙΚΗ  ᾽  ΙΕΠΙΝΟ ........ 
ΙΤΟΛΗ ΦΛΩΡΙΝΑ... ΙΟ ΙΓΥΜΜ. ΑΡΓΟΥΣ  .ΙΕεαν 
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Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα «Ο ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» 


ΛΥΚΕΙΟ 
Ίο ΠΕΙΡΛΥΚΑΘΗΝΩΝ Α’ ΒΡΑΒΕΙΟ 
20 ΛΥΚ.ΑΜΑΡΟΥΣΙΟΥ Α’ ΒΡΑΒΕΙΟ 
14ο ΛΥΚ.ΘΕΣ/ΝΙΚΗΣ Α’ ΒΡΑΒΕΙΟ 
ΑΝΑΤΟΛΙΑ ΘΕΣ/ΝΙΚΗΣ Β’ ΒΡΑΒΕΙΟ 
12ο ΛΥΚ.ΠΕΡΙΣΤΕΡΙΟΥ - Β΄ ΒΡΑΒΕΙΟ 
ΚΟΛ.ΑΓ. ΠΑΡΑΣΚΕΥΗΣ Β΄ ΒΡΑΒΕΙΟ 
39 ΛΥΚ. ΚΟΖΑΝΗΣ Β’' ΒΡΑΒΕΙΟ 
ΙΤΣΑΚΜΑΚΙΔΗΣ ΚΟΣΜΑΣ  ᾽᾿᾽ ΠΙΊοΛΥΚ.ΚΟΜΟΤΗΝΗΣ  ᾽ΙΕΠΑΙΝΟ ΄΄-. 
ΙΜΑΣΤΡΟΛΕΩΝ ΛΥΚΟΜ.  ᾽Ι2οΛΥΚΙΓΛΥΦΑΔΑΣ  ᾽᾿᾽᾿᾽᾿᾽᾿. ΙΕΠΑΙΝΟ 
᾿ΔΗΜΗΤΡΟΜΑΝΩΛΑΚΗΣΑ  ᾽᾿᾽"ΙΕΠΛΧΑΝΙΩΝ ΄᾿΄--......  ΙΕΠΑΙΝΟ 
ΙΨΥΛΛΑΚΗΣ ΠΕΡΙΚΛΗΣ ΄.... Ι2οΛΥΚ.ΧΑΝΩΝ ....ιεπαινο ο... 


ΘΕΜΑΤΑ της Ε.Μ.Ο. «Ο ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» 
1. Έστω (αν) µια ακολουθία θετικών αριθµών για την οποία ισχύουν 
φον, γιακάθεν ελ (1) εσας, γιακάθε ην ΕΝ µε]η--ν]-1. 


α) Να αποδείξετε ότι η (αν) αποτελεί γεώµετρική πρόοδο. 
1 
β) Να αποδείξετε ότι υπάρχει {20, ώστε -α,ιι 23 Ἔτ 


2. Σε ένα οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ φέρνουμε τα ύψη ΑΔ, ΒΕ, Γ7, που τέμνονται στο Η. Έστω 

ακόµα ΑΙ και ΑΘ η εσωτερική και η εξωτερική διχοτόµος της γωνίας Α. 
Αν Μ, Ν είναιτα µέσα των ΒΓ και ΑΗ να αποδείξετε ότι: 

α) Η ΜΝ είναι κάθετη στην ΕΖ. 

β) Αν η ΜΝτέμνειτις ΑΙ, Αβ στα Κ, Λτότε ΚΑΞΑΗ. 

4. Δίνονται 81 φυσικοί αριθμοί τὠν οποίων οι πρώτοι διαιρέτες ανήκουν στο σύνολο {2, 3, 5]. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχουν τέσσερις αριθμοί, από τους 81, που το γινόμενό τους είναι 
τέταρτη δύναμη φυσικού αριθμού. 

Να ορίσετετο πλήθος τῶν συναρτήσεων ἔ, µε Ε:{1.2.....ν) -»{1995.1990 
οι οποίες ικανοποιούν τη συνθήκη: ο αβιθµός {{1)Ε{{2)Η-...Ε(ν) είναι περιττός. 


ΑΥΣΕΙΣΤΩΝ ο 
1. Α) Απότη σχέση πα έχουµε ότι 343---- άρα νε} 3να» (1) 
αν] -ᾱ αν 
Α έ -. πως -.νν  ὄωες ναι 1 ι 
πότη σχέση .. . παίρνουμε για π ν ότι π-- -- (2) 
ΗἩ σχέση (1) όμως γράφεται και ὡς εξής . Ξ ο το οποίο φανερώνει ότι η (αν) είναι 
2 9 


γεώμετρική ακολουθία. Αντικαθιστώντας στη (2) παίρνουμε ότι ἆλιωι.. Ιήαννι Ξ5 αν 


(ϐ) δηλαδήλ-- 2 


αν 
Β) Αφού η (αν) είναι γεωμετρική πρόοδος θα ισχύει: αν νι Ξ 3 αν « κ ή 


ΝΜαν.ις 3 αν «3 γιακάθεν ΕΝ”. 
(Η λύση είναι του µαθητή Σ. Μιχαλάκη) 


Πολύ καλές λύσεις έδωσαν και οι µαθητές Μπρέγιαννης Π., Τάκος Γ. 
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Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα ο ΑΡΧΙΜΗΔΗΣ» 


2. Α) Επειδή τα τρίγὠνα ΝΖΕ και ΜΖΕ έχουν ΕΖ κοινή για να δείξω ότι ΕΖ | ΜΝ αρκεί 
να δέιξω. ότι ΝΖ - ΝΕ και ΜΖ Ξ ΜΕ. Το ΑΖΗΕ είναι εγγράψιµο αφού 
ΑΖΗΞ ΑΕΗΞ 90". 

Αρα αφού ΑΝ - ΝΗ το Ν είναι κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου ἁρα ΝΖ - ΝΕ. 
Επίσης ΜΖ7 διάµεσος στο Γ2Β με 2 --ο0». Άρα ΜΖ -” ΒΓΞ ΜΒ. 


Όμοια η ΕΜ είναι διάµεσος στο ΕΒΓ με Ε - ο0. Άρα ΕΜ -3 ΒΓΞΜΒ Άρα ΜΖΞ ΕΜ. 


Β) Ἡ γωνία Α είναι εγγεγραμμένη 
ὄωνια ΛΙ ορ» δα μ-λν στον ο, άρα η διχοτόµος διέρχεται 


ΖΝ. ΑΜ᾿ από το µέσο του ΕΖ, το οποίο είναι 
τη το σηµείο Κ. Άρα ΗΚΑ - 905, 

ὃς ερειὸν οπότε ΗΚ | ΑΙ και ΗΚ // ΑΛ. 
ΥΝΞΑΝ -»Αμ. { Επειδή ακόµα Ν το µέσοτου ΑΗ, η 


ΚΛ θα τέμνει την ΑΙ, στο Λ ώστε 
ΚΛ - ΝΛ, δηλ. Το ΑΚΗΛ είναι 
ορθογώνιο παραλ/µο και συνεπώς 
ΛΑΚΞ ΑΗ. 


(Π λύση εἶναι του µαθητή Χ. 
Χατζηγώγου). 


Πολύ καλή λύση έδωσε και ο µαθητής Λ. Σιδηρόπουλος (Κοζάνη) 


3. Έστωαι,α}..., αει οἱ δοσµένοι φυσικοί και έστω αι -- 2334 ἡ όπου Κι, Λι µι ΕΝ, 
.ςίςδΙ. ) 


ι Το γινόμενο αι αι-- 2313 34313 σμΗ είναι τέλειο τετράγῶνο, αν και µόνο αν οι αριθµοί κἰ, 
κ] (αντιστ. λΙ, λ] και μὶ, μ]) είναι ταυτόχρονα άριτοι οι περιττοί. 


Ἡ κάθε τριάδα (κν, Άν, μν) ανήκει στο σύνολο Μ που περιέχει στοιχεία τις τριάδες µε 
στοιχεία 0, 1 δηλ. Τα υπόλοιπα διαιρέσεων τῶν Κν, Άν, μν µε τον 2. Άρα ο πληθαριθµος 
του Μ είναι 22 - 8, επομένως κάθε 9 στοιχεία από τους δοσµένους 8Ι φυσικούς θα 
υπάρχουν δύο τριάδες (κι, λὰ, μι), (κἰ, λ4, μι) µε τα ἴδια ακριβώς στοιχεία, οπότε οι 
αριθμοί κί {- κ, λί Ἔ λ], μί Ἔ μ] είναι άρτιοι και συνεπώς το γινόμενο αι, αἱ τέλειο 
τετράγωνο. 

Ο αριθµός αι, αἱ έχει τη µορφή 2:31 411 565, όπουκπξ κι τΈ κ, Λαξ λι Ἑ λ, µπξ µι -ἍἜ µι. 
Τα υπόλοιπα τῶν Κῃ, λα, µα ΤΠε 4. Ο πληθάριθμος Μι είναι 23 Ξ 8, επομένως κάθε 9 


γινόμενα αι, αἱ θα υπάρχουν δύο ζεύγη αι, α, και αἱ, α, που θα είναι ισουπόλοιπα ως 
προς 4(0 ή 2), ἁρα το άθροισµα τους είναι πολ. Του 4. 


4. Το {Ι]) µπορεί να πάρει 2 τιµές 1995 ή 1996. Το Ε(2) µπορεί να πάρει 2 τιµές, 1995 ή 
1996. Συνεχίζοντας μπορούμε να πούμε πως και το ἔ(ν -- 1) µπορεί να πάρει 2 τιµές, 
1995 ή 1996. ) 

Για κάθε (ν - Ι)λάδα όµως το {ν) µπορεί να πάρει µόνο ] τιµή γιατί αν το. 
άθροισμα, {Π1) -ε .... «- Εν -- 1) είναι περιττός τότε για να είναι το άθροισμα {Π1) -- 
{2) --...Ε Πν)Ξ 1996. Αντίστοιχα αν το άθροισμα {Π1) --... «- Ε(ν -- 1) είναι άρτιος για 
να είναι το άθροισµα {(1) -Ε... «- {(ν) περιττός το {{ν) πρέπει να είναι περιττός δηλ. Ε(ν) 
Ξ 1995. Άρα το πλήθος όλων αυτών τῶν συναρτήσεων είναι: 2:2...2 «15Ξ2" .. 

π- 1] 


(Η λύση είναι του µαθητή Π. Μπρέγιαννη) 


Πολύ καλή λύση έδωσε και ο μαθητής Ε. Σηράκης. 
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Αφορμή για το άρθρο αυτό, στάθηκε ένα 
πρόβλημα που προτάθηκε στον φετεινό δια- 
γωνισμό «ΘΑΛΗ» για την Γ΄ Λυκείου. Το 
πρόβλημα πρότεινε ο περισινός Ολυμπιονίκης 
και νυν φοιτητής μαθηματικών στο πανεπι- 
στήµιο του Καίμπριτζ Σ. Ράππος. Η λύση που 
έδωσε ο προτείνων την άσκηση είναι εξαιρε- 
τικά απλή και συμβατή µε το µαθησιακό επί- 
πεδο τῶν διαγωνιζοµένων. 

Εδώ θα δώσουμε µια γενική λύση του προ- 
βλήμµατος και µε την ευκαιρία αυτή, θα παραθέ- 
σουµε σε γενικές γραμμές τον τρόπο επίλυσης των 
Εξισώσεων Πεπερασµένων Διαφορών (ΕΠΔ). 

Οι ΕΠΔ έχουν πολλά κοινά σηµεία µε τις 
Διαφορικές Εξισώσεις και οὐσιαστικά ταυτί- 
ζονται µε τις Αναδροµικές ακολουθίες, τις ο- 
ποίες εισήγαγαν οι Α. Μοΐντε, 1. Βειπου!]!, 1. 
Ειιετ, ο οποίος το 1748 έγραψε και σχετικό 
σύγγραμμα. Οι ΕΠΔ χρησιμοποιούνται σε 
πολλούς κλάδους τῶν σύγχρονων Μαθηματι- 
κών, όπως π.χ. τη Θεωρία Αριθµών, τη Θεωρία 
Πιθανοτήτων, την Κατασκευαστική Θεωρία 
συναρτήσεων ακόµα και σε πολύ προχφρημέ- 
να θέµατατης Μαθηματικής Λογικής. 

Στους µαθητές της δευτεροβάθµιας εκπαίδευ- 
σης είναι γνωστάτα παρακάτω παραδείγματα ΕΠΙΔ.: 
(α) ἔκ -- 2) --2Ε(χ-ε 1) -- {κ)Ξ0,που έχει λύση 

την αριθμητική πρόοδο: 

(κ) Ξ {Π1) (κ -- 1). 

(β) Το γινόμενο των ν πρώτων µη µηδενικών 
φυσικών αριθμών 1:2.....ν Ξ ν! (ν παραγο- 
ντικό) εκφράζεται µε τη συνάρτηση 
{(ν) Ξξ ν' και είναι λύση της ΕΠΔ 


Δτήλη 


ΛΜΓαθηματικών 


(λυμαπιάδαων 


Δ. Γ. Κοντογιάννη 


{(ν -- 1) --(ν -- 1)ν)Ξ0. 
(Υ) Το άθροισµα ] --2-Ε... Ἐν .--.. {(ν) 


ορίζει συνάρτηση, που είναι λύση της 
ΕΠΔ: ἔν-ε])- ἤν)]ξν-]. 

Οι αριθμοί Εἰροπαςοί ορίζουν ακολουθία 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ... ποὺ ικανοποιεί την 
ΕΠΔ: {(ν -ε 2) --ἔν 1) - ν)Ξθ κ.λ.π. 

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε µε µερικά 
παραδείγματα. 


(δ) 


1]. Ορισμοί 
Έστω το πρόβλημα: Να προσδιορίσετε τις 
συναρτήσεις {: Ἐ --Κ που ικανοποιούν την ε- 
ξίσωση: 
Ε(χ --2) «15Ε(Χ)Ξ δε(κ.ϐ (1). 


γιακάθεχ εἰς. 

Ἡ (1) αποτελεί όπως λέμε µια συναρτη- 
σιακή εξίσωση, στην οποία ζητάμε να προσ- 
διορίσουµε µια συνάρτηση {ίΧ), µε μεταβλητή 
χπου ικανοποιεί την (1). 

Ἡ (1) όµως είναι και µια Εξίσωση Πεπε- 
ρασμένων Διαφορών (ΕΠΙΔ), στην οποία ζητά- 
µε να προσδιορίσουμε µια συνάρτηση {κ) που 
ικανοποιεί την (1). 

Ἡ (1) είναι ΕΠΔ γιατί εκτός από την Ε(Χ), 
περιέχει καιτις Ε(κ -- 1), Ε(κ -ε 2). 

Ακόμα η (1) είναι γραμμική, γιατί η 
Ε(κ --2) -- δΕ(Χ-- 1) -- 15 Ε()Ξ 0 (2), είναι µια 
γραμμική σχέση ανάµεσα στους Είχ -- 2), 
Ε(κ -ε 1), Ε(κ). 

Οι συντελεστές 1, 15, -ᾱδ των όρων της (1). 
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ονομάζονται συντελεστές της εξίσωσης. 

Ἡ (1) ονομάζεται ομογενής, γιατί το (β) 
µέλος της (2) είναι το 0. 

Τέλος η (1) ονομάζεται ΕΠΔ τάξεως 2, 
γιατί (κ--2) -κΞ2. 

Ώστε η (1) είναι µια ομογενής, γραμμική, 
ΕΠΔ τάξεως 2. 


2. Επίλυση της ομογενούς γραμμικής 
ΕΠΔ τάξεως 2. 
Έστω η ΕΠΔ.: 
Ε(κ 2) -- δΕ(Χ- 1) -ε 15 Ε(Χ)Ξ0 (2). 
Παρατηρούμε ότι η ἴἴχ) Ξ 3’, για κάθε 
χε] ικανοποιεί την (2). Πράγματι: 
αλ αμα αφ ο 1 


Η συνάρτηση Πχ) Ξ 3’, ονομάζεται µερική 
λύση της (2). 

Έχει η (2) και άλλη µερική λύση; Η απά- 
ντηση στο ερώτημα αυτό είναι καταφατική. 
Πράγματι η ϱ(χ) - 5’, είναι λύση της (2), αφού 
52. ϱ. οἳ”ἳ 15. οἳ-- 5ἳ (25. 404 15)50. 

Έχει η (2) άλλες μερικές λύσεις, Ἡ απά- 
ντηση στο ερώτηµα αυτό όπως θα διαπιστώ- 
σουµε είναι καταφατική, π.χ. α.Πκ), (α ε [) 
κ.λ.π. 


2.1. Θεώρημα 
Έστω αιξ(χ -- 2) -- αοξίχ -- 1) -- αξ(κ)Ξ 0 (3) µε 
α)-0 µια ΕΠΔ µε µερικές λύσεις {(χ), ϱ(Χχ). Τό- 
τε η συνάρτηση Π(χ) - αί(κ) -- βρί(κ) αποτελεί 
µια λύση της (3) (α, β ε [β). 
Απόδειξη 
Πράγματι: αι [αξ(κ-ε 2) --β είχ -- 2)] -- 
αρ [α ἔἴχ -ε 1) --β είκ -ε Ι)] -- 
αι [α {{κ)  βεί(κ)]- 
α [αι {{χ -- 2) -- αρ {κ -- 1) -- αλ {(χ)] -- 
β[αι Είχκ -- 2) -- α) ΕίΧ - 1) αι βί(χ)]Ξ 
α.0--β.00. 


Ορισµός 

Θα ονομάζουμε γενική λύση µιας γραμμι- 
κής ομογενούς ΕΠΔ τάξης 2, µια συνάρτηση 
Πχ) - αχ) -- βρίχ) όπου ΠΧ), ρ(χ) λύσεις της 


ΕΠΙΔ και: 
{(κ) 9) 
οὔ5{ ηκτυὺ εαυ | 39 
Η ϐ(α) --0 ονομάζεται συνθήκη (85οΓ8(1. 


Ε 


πα - ι - 


2.2. 


3. Αρχικές συνθήκες µιας ΕΠΔ. 


Έστω το πρόβλημα: Να προσδιορίσετε τη 
συνάρτηση ({Γἴχ) που ικανοποιεί την ΕΠΔ 


Ε(χ -- 2) -- αξίκ -- Τ) --βΕ(Χ)ξ0µμεβςθ, για 
την οποία {{0) Ξ γ. {1) Ξ δ. 
Οι ισότητες {0) Ξ}Υ, ΚΙ) Ξ δ ονομάζονται αρ- 
χικές συνθήκες. 

Αν υποθέσουμε ότι µια τέτοια συνάρτηση 
{{χΧ) υπάρχει, τότε: 

{κ --2) Ξ --αξ(χ -- 1) --β Γκ), οπότε 

{2)- -αᾖ1) -β{0)Ξ--αδ --βΥ, 

{3) Ξ --αἴ(2) -β{1) Ξ α(αδ -- βΥ) --βδ, 

κ.λ.π. 

Δηλαδή, η συνάρτηση Ε(Χ) που ικανοποιεί 
τις αρχικές συνθήκες και λαμβάνεται από µια 
τέτοια διαδικασία, είναι λύση της ΕΠΔ. 


4. Εύρεση μερικών λύσεων µιας οµογε- 
νούς γραμμικής ΕΠΔ. 


Έστω η ομογενής γραμμική ΕΠΔ. 

Ε(κχ --2)  αξ(κ 1) -- βΕ(Χ)Ξ0 (4) 
μεα,β εἷ. 

Θα ο. αν η (4) έχει κα λύση της 
µορφής Πχ) -κ᾿ (κ εκ’). 

Για το λόγο αυτό ασωώσον την ε- 
ἔίσωση κ’ "2 ακ’ ! - βκ"- 0 (5), την οποία 
ονομάζουμε χαρακτηριστική εξίσωση της (4) 
και τη λύνουμε: 

Είναι κ (κ »ακβ)-θ-- 

κ;φακβ-0 (6). 

Διακρίνουμετις περιπτώσεις: 


2 
ὂ Δ 0. Τότε κι2 -α γα 4β 


2 
Ωστε υπάρχουν λύσεις κ], κ»της ΕΠΔ. 
Έτσι π.χ. η ΕΠΔ Είκ2)--8Εί(Χ-1Ι)-ΕΙ5Ε(9Ξ0(, 
έχει χαρακτηριστική εξίσωση: 
κ---δκ15-0 (8), 


οπότε κι Ξ - Ξ 5, Κ2Ξ 3 και µερικές λύσεις 


αχ) - 5’. ϱ(χ)- 3’. 


Οι Γκ), ϱ(κ) ικανοποιούν τη συνθήκη 
(0αδογαί{]. 


φ 3) 
Πράγματι ος) ος | ος ... ας 1. 
. 1 
15’ | 3 ο -2.15 40, 
άρα (2) έχει γενική λύση 
Φ(9)ὶΞ ο(α) Ἔ Ο2Β(Χ)(οι, 0) ΕΤ). 
υ]] Δ «0. Τότε κι -Ξ-5Σ Διηκι- ρ -- ἵᾳ 
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ΚΞ Ρ -- ἰᾳ, (ρ,4ΞΙΒ). 

Τις λύσεις αυτές μπορούμε να τις εκφράσουµε 
και σε τριγωνοµετρική µορφή. ' 
Έστω πχ. ότι κι Ξ ἘΕίσυνθ - ({πμθ), 


κ2Ξ Ε(συνθ--{ημθ). 
Τότε η ΕΠΔ έχει λύσεις; 
κ] Ξ Ε΄ (συνχθ -- ἴημχθ), κὸ-- Ε΄ (συνχθ --ἴημχθ). 


χΧ 4 χΧ χ 
Θέτουμε [χ)--''σ-Ἱ-Εὐσυνκθρί) σσ '-κημκθ. 


Παρατηρούμε ότι: Ο(κ)- 
Ε΄ συνχθ Ε΄ ημχθ 
Ε"Ἰσυνκ--ἩὈθ. Εὖ᾽Ἱημχ-ς 8 

κ; ημθ-ο. 
Ἐπομένῶς η ΕΠΔ έχειγενική λύση: 

Φ(κ) - οι{ζκ) -- ορβ(κ). 
Έτσιπχ. η ΕΠΔ.: Ε(κ--2)--Ε(κ- 1) --Ε(«)Ξ0 (8), 
έχει χαρακτηριστική εξίσώση κακ-0, 
οπότε κιΞ συν” 4 ης, Κ2Ξ συν” - ἵημᾶ, 


και άρα Φ(χ)Ξοι συνός, «οημοςν, 


είναι µια λύση της (8). 

π) ΔΞ0. Τότε κιΞκ-κ και Φ(χ)-- εικ’ -οχκ’. 
Έτσιπ.χ.ηΕΠΔ. 

Ε(χ--2)--8Ε(χ«ΕΙ)«ΕΙ6Ε(Χ)Ξ0 (9), 


έχει χαροκκήρισαή εξίσωσηκκ; -δἓκκ]ό-θ 
κιΞίῖτς, 


οπότεη «Φίχ)--ειά --ορΧ4’, είναι µιαλύση της (9). 


5. Μη ομογενείς γραμμικές ΕΠΙΔ τάξεως 2 
Έστω η µη ομογενής γραμμική ΕΠδΔτάξεως 2: 

Εκ --2) -αξ(κ-- 1)-«βΕ(Χ)Ξ Ο(κ)(10). 

Γιατιςλύσεις της (10) ισχύειτο παρακάτωθεώρηµα: 


5.1. Θεώρημα 
Μια γενική λύση της (10) είναι άθροισμα: 
) Μας ῥηήςλόνηης µη αγοαές ΕΠΑ 08 


β) κ ινωλςλόνκος ομογενούς ΕΠΔ: 

Εκ -2)- αξίκ - 1) - Ρε. ο). 
Ώστε αν φίχ) είναι µια µερική λύση της (10) και ΠΧ), 
Ε(«) είναι λύση της (11) με: 

αα- 9] εί) αὔ 

στ αχ είχε!) ν 

τότε η(10) έχει γενική λύση: Φ(κ)--φίκ)-ε οκ) οβ{κ). 

Γιατις μερικές λύσεις της (10) ισχύει το παρα- 
κάτω θεώρηµα: 
5.2. Θεώρημα 
Αν Πχ), ϱ(χ) είναι µερικές λύσεις των ΕΠΔ: 

Ε(κ--2)-- αξί(κ--1)-βε(ς)- Ο/(α)και 

Ε(κ --2)--αξ(κ--1)-βε()- κκ) ' 
ος νι λύση της 


Ε(κ2) -- αξ(κ-1)--βε()-Ξ Οι) κκ). 


ΤΑ ΒΙΒΛΙΑ ΠΕΡΙΕΧΟΥΝ 


“νίο πντύµα” 


τον εξετατεην ή 


ΤΑ ΒΙΒΛΙΑ ΠΟΥ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΑΝ ΤΟ 
"ΣΤΥΛ" και το "ΠΝΕΥΜΑ’ ΤΩΝ 
ΦΕΤΙΝΩΝ ΘΕΜΑΙΩΝ ΣΤΙΣ 
ΠΑΝΕΛΛΗΝΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ Ίης και 
4ης ΔΕΣΜΗΣ ΟΣΟΚΑΝΕΝΑΑΛΛΟ. 


ΤΑ ΒΙΒΛΙΑ ΠΟΥ ΤΑΥΤΙΣΤΙΗΚΑΝ ΜΕ 
ΤΟ ΝΕΟ ΠΝΕΥΜΑ ΤΩΝ ΕΞΕΙΑΣΕΩΝ 


ΘΕΜΑΤΑ ΣΥΝΔΥΑΣΤΠΚΑ ΠΟΛΛΩΝ 
ΕΡΩΤΙΗΜΑΙΩΝ ΠΟΥ ΜΟΝΟ ΤΟ 
"ΝΕΟ ΠΝΕΥΜΑ ΤΩΝ ΕΞΕΙΑΣΕΩΝ" 


του Μαθηματικού φρονπστή Σάκη 
Λιπορδέζη ΠΕΡΙΕΧΟΥΝ 


Συνάδελφοι! Προτείνετε και 
διδάξετε στους υποψπφιους 
ΤΟ μοναδικό εξωσχολικό θοήθημα 
που Θα τους φέρει τόσο κοντά 
στα θέµατα των εξετάσεων. 


ΓΙΑ ΠΑΡΑΓΓΕΛΙΕΣ ΤΗΛΕΦΩΝΗΣΤΕ 
0531/2120Ό6 - ΕΑΧ 053]/2]9]ό 
ἡ Ζητήστε τα στα καλά 
µεγόλα ΒιΒλιοπωλεια. 


4 ” ΄ 
13η Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα 
” 
Ῥουμανία--- Βασαα 
28/4 έως 4/5 1996 
Επιμέλεια: Β.Ε. Βισκαδουράκης 

Όπως θα ξέρουν οι αναγνώστες του «Ευκλείδη Β΄» κάθε χρόνο, την άνοιξη, διοργανώνεται 
εδώ και 13 χρόνια η «Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα». 

Την περασμένη χρονιά (1996) διοργανώτρια χώρα ήταν η Ρουμανία, η οποία και ανταποκρί-- 
θηκε αρκετά καλά στις υποχρεώσεις που απορρέουν από µια τέτοια διοργάνωση. Κάποιες πά- 
ντως «απροσεξίες» σχετικά µε τη συμμετοχή των Σκοπιανών γειτόνων µας ως «Μασεάοπία» θα 
μπορούσαν να έχουν αποφευχθεί. Τελικά µε τη παρέμβαση της Ἑλληνικής αντιπροσωπείας οι 
παραλείψεις και απροσεξίες διορθώθηκαν ... 

Την ομάδα των διαγωνιζοµένων μαθητών µας αποτέλεσαν οι: 

Αλεξάκης Σπύρος (Γ΄ Λυκείου) 
Δημητρομανωλάκης Απόστολος (Γ΄ Λυκείου) 
Μαλικιώσης Ρωμανός -- Διογένης (Α΄ Λυκείου) 
Μιχαλάκης Σπύρος (Α΄ Λυκείου) 

Μπρέγιαννης Πέτρος (Α΄ Λυκείου) 

Τάκος Γιώργος(Γ΄ Λυκείου) 

Ἡ χώρα µας κατέλαβε την όη θέση µε 74 βαθμούς, κερδίζοντας τρία χάλκινα μετάλλια 
(Αλεξάκης, Μαλικιώσης και Μπρέγιαννης) 

Οι υπόλοιπες χώρες κατετάγησαν ως εξής: 

ο Πρώτη η Ρουμανία µε 220 βαθμούς (3 χρυσά και 3 ασημένια) 

-. Δεύτερη η Βουλγαρία µε 202 βαθμούς (1 χρυσό και 5 ασημένια) 

--. Τρίτη η Τουρκία µε 14] βαθμούς (2 ασημένια και 4 χάλκινα) 

-. Τέταρτη η Γιουγκοσλαβία µε 137 βαθμούς (1 χρυσό, | ασημένιο και 4 χάλκινα) 

-- Πέμπτηη Μολδαβία µε 12] βαθμούς (1 χρυσό, 3 ασημένια) 

-. Έβδομη τα «Σκόπια» µε 6δ βαθμούς (2 χάλκινα) 

-. Όγδοη η Κύπρος µε 45 βαθμούς (] χάλκινο) 

--. Ένατη η Αλβανία µε 42 βαθμούς (1 χάλκινο) 

Ο Διαγῶνισμός διεξήχθει σε ένα ιστορικό Λύκειο του Βασαι (το «ἄεοτρε Βαεονία») την Τρί- 


τη 30 Απριλίου µε διάρκει 4,5 ώρες. (9.30π.µ. -- 2.00μ.μ.) Οι διαγωνιζόμενοι κλήθηκαν να απα- 

ντήσουν στα παρακάτω θέµατα (όλα ισοδύναμα βαθµολογικά): 

1) Έστω Ο, 4 το περίκεντρο και το κέντρο βάρους τριγώνου ΑΒΟ αντίστοιχα. Αν Ε η ακτίνα του περιγεγραμµένου 
καιτη ακτίνατου εγγεγραµµένου κύκλου στο τρίγωνο ΑΒ6Ο, να αποδείξετεότιοος γεΕ -2τ). (Ελλάδα) 


2) Έστω Ρ Σ 5 πρώτος αριθµός και Χ το σύνολο των αριθμών της µορφής ρ - π), όπου π ΕΝ’ καιπ« Ρ. Να αποδείξε- 
τε ότι το σύνολο Χ περιέχει δύο διαφορετικούς αριθμούς χ, Υ µε κγ 1, Υ -« Ι τέτοιους ώστε ο Υ να διαιρεί το χ. 
(Αλβανία) 


3) Έστω ΑΒΟΡΕ κυρτό 5-γωνο και Μ, Ν, Β, Ω, Β τα µέσα των πλευρών ΑΒ, Β6, «Ώ, ΡΕ, ΕΑ αντίστοιχα. Αν τατµή- 
µατα ΑΡ, ΒΩ, ΟΕ, ὨΜ περνούν από το ίδιο σηµείο Ο, να αποδείξετε ότι και το ΕΝ διέρχεται από το Ο. 
(Γιουγκοσλαβία) ς 


4) Να αποδείξετε ότι υπάρχει υποσύνολο Ατου συνόλου {1, 2, 3,..., γ. 1) που έχειτις παρακάτω ιδιότητες: 
1996 
α) Ιεακαι2 -ΙεβΑ.) 


β) Κάθε στοιχείοτου Α -- (1} είναι το άθροισµα δύο στοιχείων του Α (όχι απαραίτητα διαφορετικών). 
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γ)  Ο αριθµός των στοιχείων του Α δε ξεπερνά τον 2012. (Ρουμανία) 
(Κάθε θέµα βαθµολογείται µε 10 µονάδες) 


Λύσεις τῶν θεμάτων 
1) Από τη γνωστή σχέση (θεώρημα) Ι.αἴρπίζε: 06’ - κ΄ --α(α΄ » β’ «Υ) 
Η ζητούμενη ανισότητα ισοδύναμα μετασχηματίζεται: 

αἲ «β΄ ΑΥ2 18Η ή (α.β«γ(α 9β)«Υ)29αβΥ 2) 


3 
Αλλά αξβΦΥΣ3ΜΑβΥ και αἱ «β2«γ223α:β:Υ; και η (") είναι προφανής. 
Ἡ ισότητα ισχύει αν αΞξβΞ΄Υ δηλ. αν το τρίγωνο ΑΒΟ είναι ισόπλενρο. 


2) () Αν | εΧτότερΞ π; 1 όπου π είναι άρτιος. Έτσιρ -ίῃπ - στ -- (απ -- 1) - 2Π όπου 
πΞρ--Ι καιχκξρ-(π- 1) καιγΞΡ-- Ι2 ικανοποιούν το ζητούμενο. 

(38 Αν 1 αΧ, έστωπς [ψρ]. Τότεπ΄εΙ «Ρς«(π 3 1)’. ΘέτονταςχΞΡ -- π᾽, και αφού Ρ πρώτος, 
έχουµε: ρ «π’ -- 2η καιρ-π) «π. Άραχ-η-θκαιθ«κς2παπ' όπου έχουµε:θ«|κ-π]«ηπ. 
Μπορούμε τώρα να επιλέξουεγζξρ-ίκ- π) ε Χ και θα έχουµε: Υ Ξ Ρ - πὸ «-2ηχ --χ-- 
χ--2ηχ -- χὸ Ξ Χ(1 -« 2η -- χ) άρα οχ διαιρεί τον γ. 


3) Λύση Α΄ 
Είναι εύκολο. να δειχτεί ότι ένα σηµείο Ο ανήκει στη διάµεσο ΧΧ΄ ενός τριγώνου ΧΥΖαν 


και µόνο αν: («κου)- (κοζ) και Ο εσωτερικό σηµείο του ΧΣ7. 
Έστω τώρα Οτο σηµείο τοµής των ΑΡ, ΒΟ, ΟΕ και ΏΜ. Τότε: 


(865) - (65) - (900) -(Α60ο)-(οῦΕ). 
Επίσης Ο ε((ςΕ) άρα Ο εσωτερικό της ΒΟΕ και Ο ε(ΒΟ) άρα εσωτερικό της ες, άρατοΟ 
εσωτερικό σηµείοτου ΒΟΕ. 
Λύση Β΄ 
Θεωρώντας το Ο σαν αρχή του μιγαδικού επιπέδου συμβολίζουμε µε µικρά γράµµατατους µι- 
γαδικούς που αντιστοιχούν στα σηµεία. Ἡ υπόθεση τότε δίνει(3): 


ε.α. ασε -- .. ο εἴξ το οποίο είναι ισοδύναμο µε: 

σα -- ἆα, ἆδ «-εδ, ες --ας, ἂά 4 δά εἴξ. 
Προσθέτοντας έχουµε: 

(ε -« ες) «(σα 4 ας) «(σα -- αἆ) «(δά -- ἀθ) εξ 
απ' όπου έπεται: (εὓ -- ες) εξ δηλ. -- εᾖζ. 


ς--ἆ 
2 α) 
ναιοα, τότε η ΑΡ διέρχεται απότο Ο αν και µόνο άν η διαφορά των ορισµάτων των α και 


-- ον. ἆ είναι π. δηλ. αν και µόνο αν το πηλίκο ----- -- 2 κά. τα είναι πραγματικός αριθµός. 


οπότε αν στο Α εἰ- 


(Ἠ)Αν στο Ο είναι ο μιγαδικός αριθµός «, στο ΏὮ ο ἁ τότε στο Ρ είναι ο 


4) Για το θετικό ακέραιο π συμβολίζουμε µε {(π) τον ελάχιστο αριθµό στοιχείων ενός συνόλου 
Α, Α ς {, 2, ..., π) και που ικανοποιεί τις συνθήκες (α) και (β). Θα δείξουμε ότι 
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{(2)13..1)ς« 2012. Αρχικά παρατηρούμε ότι ο αριθµός {(π) έχειτις εξής ιδιότητες: 
ὃ αοο ευ, 
ΆνΑβςο {1,2....,2 -- 1) ικανοποιείτις συνθήκες (α) και (β) και έχει {(2" -- !) στοιχεία, τότε 
τοΒ- ΑΙ) (211.. 2.20" -. 1) είναι ένα υποσύνολο του {1 2.....2: 3"! -- Ι} και ικανοποιεί 
τις συνθήκες (α) και (β). Αυτό γιατί: 
2331-25 (21 -- |) (21 --Ι)καιδ  -ἹΞ-Ι (2) -2) 
Έτσι: {20111 -. 1) ς Β|- {21 -- !) ΕΙ 
[0 Ε(221/ -- 1) ς ((2ἳ -- 1) (α- Ι). 
ΆνΑο {1,2,...,.2 --Ι]ικανοποιείτις συνθήκες (α) και (β) και έχει {2" -- Ι) στοιχεία, τότε 
το Β - ΑΙ) (223 -- 1), 2423 -- 1), ..., 2121 -- 1), 231 -- Ι}είναι ένα υποσύνολο του 
(1 2, ..ιν 2) -- 1}το οποίο ικανοποιεί την (α) γιατί: 
21121. 1) --22".. 1) -- 2(23 -. 1) για[-θ, 1, 2,...,Ππ-- ἶ και αν αὔλο.. 1) -- (2) -- Ι) 
Άρα: {(2”: --Ί)ς ΙΒ Ξ Π2' -- 1) -ς (απ -ς 1) 
Τώρα προχῶράµε στην εφαρµογή τῶν δύο ιδιοτήτων του {(π) και έχουµε: 
((21339. 1) ς (2). -- 1) 999 
(ο 1ος 2 -- Ι) «500 
(ο - «Ισ -τ) 2 
(215 -. 1) ς 2” -- 1) 250 
(ο Ι)ς (ο - |) 2 
ο. κο, ἡε ἴδ8 
ες -- Ι) «63 
ασ. «ΑΣ 1-8 
ο  ἠ κο 2 
α2..Ι) ςἴο -- !)--Ι6 
εαν «Πο (2 
(21. 1) ς 2) -- 1) --8 
(2) -Ι)ς 2 -- 1) 2 
(2) - Ι) ς (ο) -- 1) --4 
(2). 1-5 
και προσθέτοντας όλες αυτές τις ανισότητες κατά µέλη έχουµε: 
235. ὓς2012. 


Ας σημειωθεί ότι εφέτος (1997) και μάλιστα τη δεύτερη βδομάδα του Πάσχα, την 14η Β.Μ.Ο. 
διοργανώνει η χώρα µας. 


Αναλυτική αναφορά στη σηµαντική, (για την Ελληνική Μαθηματική και μαθητική κοινότη- 
τα), αυτή διοργάνωση, µπορείτε να βρείτε στον «Ευκλείδη Β΄»τη νέα σχολική χρονιά. 


57.5 Πανελλήνιος Μαθητικός Διαγωνισμός 
στα Μαθηματικά «Ο ΘΑΛΗΣ» 
Σάββατο. 19 Οκἰωβρίου 1996 
Η Επιτροπή Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε. 
Θέματα Α΄ Λυκείου 


1. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ, όπου Α η ορθή γωνία, έχουµε ΑΒ Ξ 6θθπι. Πάνω στην πλευρά ΑΓ παίρ- 
νουµε σηµείο Δ ἑτσιώστε ΑΔΞ Ι50πι,. Να βρεθεί το µήκος ΓΔ αν είναι ΑΒ -ΑΔΞΓΔ.-ΒΓ. 
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Ανα, β, γτα µήκη τῶν πλευρών ενός τριγώνου, να αποδείξετε την ανισότητα: 
(02 γ- αὐις 4β”γ᾽ 
α) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει ακέραιος αριθµός ν τέτοιος ώστε ο ν΄ 4 3ν να εἶναι περιττός. 
β) ἈΝα αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν ακέραιοι αριθµοί χ και γ τέτοιοι ώστε να ισχύει: 
3 2 
5Χ --4γ --6χΥ--Ι5χ--όγ- 50 
Ἑπτά πόλεις, οι Αι, Α;, Α:, Α.Α, Ας, Ας, Α7, βρίσκονται, µε αυτή τη διάταξη, πάνω σε µία ευθεία. Πού 


πρέπει να κτιστεί ένα εργοστάσιο ώστε το άθροισµα των αποστάσεών του από τις επτά πόλεις να εἰ- 
ναι το ελάχιστο δυνατό; 


Λύσεις 
Αν θέσουµε ΓΔ Ξ χ, έχουµε από το Πυθαγόρειο οκ... ότι ΒΓ΄ -- 6002 -ς (150 -- κ)’. -α δο- 


θείσα σχέση δίνει 600 -- 150 -κ-ε [6007 -- (150 -- ο. οπότε 750 --χ- [600 -ε (150 -- . 
Ὑψώνοντας στο τετράγωνο καταλήγουμε σε µία πρωτοβάθμια εξίσωση που έχει λύση 
Ξ 100, οπότε ΓΔ-Ξ Ι0θ0πι. 


Ἡ παράσταση 4βΥ’ --(β2 -« γ΄ -- αλ)’, ὣς διαφορά τετραγώνων, ισούται µε την 

[2βΥ -- (β73Υ΄ - αἲ]ῇ2βΊ --(β’ 3ΑΥ΄ -- αΏ]που µετη σειρά της γράφεται 

[(β γ΄ --α [α΄ --(β-- γ)ΊΞ[(β-« }) -- α[(β-« γ) :α]ία--(β--γ)Μα(β-γ)]Ξ 
(β«γ-α)βαγταία-β-εγ)ία.β-γ). 

Ἡ τελευταία όµως είναι θετική ὣς γινόμενο θετικών όρων (από την τριγωνική ανισότητα 
που ισχύει εξυποθέσεως γιατα α, β, γ). Άρα 4βΥ΄ 2(β΄ «γ΄ -- αλ). 


α) Αφού ν᾿ -- 3ν Ξ ν(ν’ -- 3), παρατηρούμε ότι αν ν περιττός τότε ν΄ -- 3 άρτιος και άρα ο 
ν(ν᾽ ο 3) επίσης άρτιος. Αν πάλι ν άρτιος τότε, όμοια, ν (ν’ - 3) άρτιος. Και στις δύο 
λοιπόν περιπτώσεις, ο ν᾿ - 3ν δεν είναι περιττός. 

β) Ἡ δοθείσα γράφεται δ(κ᾽ -- 2χ--!)- 4Υ΄ 4 6ΧΥ --όγ. Από το πρώτο µέρος του θέµατος, ο 
αριθµός χ᾿ -- 3χ είναι άρτιος και άρα ο Χ᾿ 4 3χ -- Ι, περιττός. Αλλά τότε βλέπουμε ότι το 
αριστερό µέλος της παραπάνω ισότητας είναι περιττός αριθµός, ενώ το δεξί άρτιος, 
που µας οδηγεί σε άτοπο. 

Αν Μ η θέση του εργοστασίου, ζητάμε να ελαχιστοποιηθεί η παράσταση 

ΑΙΜ - ΑΜ - ΑΙΜ - ΑΜ -- Α:Μ -- ΑΜ -- ΑΙΜ που γράφεται και 

(ΑΜ -- ΑΙΜ) (ΑΜ - ΑΜ) (ΑΜ - Α:Μ)  ΑΙΜ. 

Για οποιαδήποτε θέση του Μ μεταξύ των Αι και Α:’, η παράσταση ΑΜ -- ΑΙΜ δεν αλλάζει 

τιµή, ενώ αυξάνει αν το Μ είναι εκτός των ΑΙ και Αγ. Συμβαίνει το ανάλογο για την 

ΑΜ -- ΑΜ και την ΑΙΜ -- Α:Μ. Τα Α:, Α. όµως είναι μεταξύ τῶν Α.2, Ας που µετη σειρά 

τους είναι µεταξύ των Αι: και Α:, οπότε η(ΑιΜ - ΑΙΜ) «(ΑΜ - ΑΜ) (ΑΙΜ -- Α:Μ) δεν 

αλλάζειτιµή αν το Μ µεταξύ τῶν Α: και Α., ενώ αυξάνει αν είναι εκτόςτους. ΕπειδήτοΑ., 
είναι µεταξύ των Α: και Α. και η Α.ΙΜ ελαχιστοποιείται όταν το Μ βρίσκεται στο Α., το 

εργοστάσιο πρέπει να κτιστεί στην πόλη Α.. 


Θέματα Β΄ Λυκείου 


1. 


2. 


Αν α, β, Υ πραγματικοί αριθμοί µε α΄ -- β; 4 αβ 4 βΥ 4 γα «0, να αποδείξετε ότι ισχύει 
2 2 2 

α-βςγ. 

Αν χκαιγακέραιοιµεθςκς10θ0ς«γς 100, ναλυθεί η εξίσωση: 

κου -2] [κ -- 2Υ 1] - 2χ-- 2γἱΞ0 


Σ' ένα κύκλο είναι εγγεγραμμένο ένα πεντάγῶὠνο ΑΒΓΔΕ, τέτοιο ώστε η ΑΒ είναι παράλ- 


ληλη προς την ΔΕ και η ΑΕ προςτη ΒΓ. Δείξτε ότι η εφαπτομένη του κύκλου στο Α είἶναι- 
παράλληλη προς τη ΓΔ. 
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Ένας δίσκος έχει χωριστεί σε 12 ίσους τοµείς µε ακτίνες που ξεκινούν πρ 
από το κέντρο του. Στον κάθε ένα από τους δώδεκα τοµείς τοποθετού- 

µε ένα κέρμα. Κάνουμε τώρα την εξής κίνηση: μετακινούμε ένα ο- 

ποιοδήποτε κέρµα από τη θέση του στον αμέσῶς επόμενο τοµέα (κατά 

τη φορά των δεικτών του ρολογιού) και συγχρόνῶς μετακινούμε ένα κζ ον 
δεύτερο κέρµα από την θέση του στον αμέσως προηγούμενο τοµέα. 

Δείξτε ότι όποια διαδοχή κινήσεων και αν κάνουμε, δεν είναι δυνατό να έρθουν όλα τα 


κέρµατα σε έναν και τον αυτό τοµέα. Αντιθέτως δείξτε ότι αν οι τοµείς ήσαν δεκατρείς, τό- 

τε µε κατάλληλη επιλογή κινήσεων, μπορούμε να φέρουμε όλα τα κέρµατα σε έναν τοµέα. 
Λύσεις 

Πολλαπλασιάζοντας τη δοθείσα επί 2 και προσθαφαιρόντας Υ’, έπεται ότι: 

(α -- β) -ς γ΄ «- 2αβ -- 2βΥ 4 2γα) αἱ «β΄ --Υ:«6, 

από όπου το ζητούμενο, αφού η παράσταση µέσα στην παρένθεση είναι θετική ως τέλειο 

τετράγωνο. 

Παρατηρούμε η εξίσωση είναι της µορφής |Α| 4- (/Βἱ -- Β) - 0 από όπου έπεται 

ΙΑ| - 0Ξ|ΒΙ| -- Β (ως άθροισµα θετικών). Άραθα έχουµε ΑΞθκαιβΒςθ,δηλαδήχ-γ-20 

και 3χ -- 2Υ - Ι «0. Οι ακέραιες λύσεις της πρώτης µεθςκςτ1θ0θ,θςγς 100 είναι οι 


(«Ξ0,ΥΞ2)(ΧΞ1,ΥΞξ Ι) και(χΞ2, ΥΞ0). Ελέγχοντας και την ανισότητα, οι δύο απορρί- 
πτονται και μένει µόνο το διατεταγμένο ζεύγος (χΞ0,γΞ2). 


ΑνΖη τοµή των. ΔΕ, ΒΓ, τότε το ΑΒΖΕ είναι παραλληλόγραμμο, 
οπότε ΑΈΓ - ΑΞΔ - ὢ. Όμως τα ΑΒΓ Δ, ΑΓΔΕ είναι εγγράψιµα 
στον κύκλο, άρα ΑΛΓ - ΑΤΔ -- Ι805 --ω. Αλλά και η ΓΆε είναι 
1805 -- Ω, ὥς υπό χορδής και εφαπτοµένης. Άρα ΓΔ //Αε, αφού 
σχηματίζονται δύο ίσες εντός εναλλάξ γωνίες. 


Βαθμολογούμε τους τοµείς µε τους διαδοχικούς αριθμούς | έως 12, ακολουθώντας τη φορά 
των δεικτών του ρολογιού. Ονοµάζουµε «βάρος» µιας κατάστασης, το άθροισµα των βαθμών 
των τομέων που έχουν µέσα τους κέρμα (λαμβάνοντας υπ' όψιν τις πολλαπλότητες). Έτσιτο 
βάρος της αρχικής κατάστασης είναι 1 -2 -----Ε 12- Ί8, ενώ αν καταφέρναµε να μαζεύαμε 
όλα τα κέρµατα σε έναν τοµέα, το βάρος θα ήταν ένα πολλαπλάσιο του 12 (δώδεκα επί το 
βαθμό αυτού του τοµέα). Παρατηρούμε όμως ότι κάθε φορά που κάνουμε την επιτρεπτή κί- 
νηση της ταυτόχρονης μεταφοράς δύο κερμάτων σε γειτονικούς τοµείς, το βάρος της κατά- 
στασης αλλάζει κατά (1 - 1) ή κατά (1 -- 11) ή κατά (-! -- 11). Π χ. αν πάµε το κέρµα του 
τοµέα 3 στον 4, και αυτό του τοµέα ] στον 12, το βάρος αλλάζει κατά (:! -- 11) (όµοια οι άλ- 
λες περιπτώσεις). Πάντως το βάρος αλλάζει κάθε φορά κατά πολλαπλάσιο του 12: είναι εἶ- 
τε 0 είτε 4 12. Αφού το βάρος της αρχικής κατάστασης δεν είναι πολλαπλάσιο του 12, ενώ 
της επιζητούµενης τελικής είναι, δεν είναι δυνατόν να επιτευχθεί ή συσσώρευση όλων των κερ- 
µάτων σε ένα τοµέα. Ο ἴδιος συλλογισμός ισχύει για οποιοδήποτε άρτιο πλήθος τομέων. Α- 
ντιθέτως στην περίπτωση του περιττού πλήθους είναι πολύ απλό να φέρουμε όλα τα κέρµα- 
τα µαζί. 


μα.” Γ΄ Λυκείου 


-- Α ένας µη μθανιμός ν χ ν πίνακας. Δείξτε ότι υπάρχει µη µηδενικός ν χ ν πίνακας Β µε 
(ΑΒ); Ξ(ΑΡΒ). 

Δίνεται ότι µία συνάρτηση Ε µε πεδίο ορσμού το σύνολο Ἐ των πραγματικών αριθμών, ικανοποιεί τη 
συνθήκη 990[π -- κ) -- 998{(χ --π)Ξ Ιθθόσυνχ. Δείξτε ότι ικανοποιεί και την 


είπα κ) ὅ-κ]- (η. 
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4. Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔΚαι σηµείο Ζτης προέκτασης της ΑΓ ώστε ΑΓ - ΒΖΞ ΔΖ. Αν Ε το συµ- 
µετρικότου Ζ ὡς προς το Γ, να υπολογιστεί η γωνία ΓΒΕ. 
4. Δίνονται στο επίπεδοπι -Επ σηµεία µη συνευθειακά ανά τρία, όπου πι, π μεγαλύτερα ή ίσατου 3. Τα πι 
σηµεία είναι χρώματισμένα κόκκινα και π είναι χρὠματισμένα μπλε. 
()  δΔείξτε ότι αν πι Ξ π, τότε υπάρχει τρόπος να συνδεθούν ορισμένα από αυτά τα σηµεία µε ευθύ- 
γραμµα τμήματα έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι ακόλουθες δύο συνθήκες: 
α) κάθε σηµείο να ανήκει σε ακριβώς τρία ευθύγραµµα τµήµατα, 
β) τα άκρα κάθε ευθύγραµµου τμήματος να είναι διαφορετικού χρώματος. 
(19). Δείξτε ότι, αντίστροφα, αν υπάρχει τρόπος να συνδεθούν ορισμένα από αυτά τα σηµεία µε ευθύ- 
γραμµα τμήματα έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες α) και β),τότεπι - Π. 


ιά 


Λύσεις 


1. Η ιδέα είναι, αν ένας ν χ ν πίνακας « Ξ(ο/) έχει όλατα στοιχεία του 0 εκτός από αυτά µιας 
συγκεκριμένης στήλης π (όπου 1 «µπς ν), και αν το 6η Ξ 1, τότε Ο’ Ξ 6. Οπότε προσπαθού- 
µε να βρούμε ν Χ ν πίνακα Β τέτοιο ώστε ο ΑΒ να είναι πίνακας µορφής του Ο. Αυτό επι- 
τυγχάνεται ὡς εξής: 

Αφού ο πίνακας Α είναι µη µηδενικός, υπάρχει στοιχείο του απιῃ διαφορετικό από το μηδέν. 
Ορίζουµε Β τον πίνακα που έχει το στοιχείο στη π γραμμή και πι στήλη, και µε µηδενι- 
Ἱ] 


κά σε όλες τις άλλες θέσεις. Με απλό έλεγχο φαίνεται ότι ο ΑΒ είναι όπως ζητείται. 


2. Θέτοντας 2π-- χστη θέση του χπαίρνουµε µια δεύτερη σχέση, την 
οοο(ί(κ -- π) -- θ98ί(π -- κ)ΞΙθθόσυν(2π -- κ) ΞΙθθόσυνχ. 


Λύνοντας το σύστηµα των δύο σχέσεων, βρίσκουμε ἔ(π - κ) 1996 Ὀνχ, οπότε 
1997 
1996 1996 19906 
{(χ) Ξ (1207 [ο ρυνα - κ) Ξ ο νο ρυνκ- Είναι λοιπόν ἔπ -- κ) Ξ πο 9η Ῥυνία ΕΧ)Ξ (1207 1667 υνχ 


1996 1996 
-- Σ-κ]- Ίου - κ)- (1907 κκ. 


Ὑψώνοντας στο τετράγωνο και προσθέτοντας, έπεται το ζητούμενο. 


4. Ὑπάρχουν διάφοροι τρόποι να αποδειχθεί ότι η γωνία ΓΒΕ είναι 
305. Π.χ. το τρίγωνο ΔΒΖ είναι ισόπλευρο, οπότε ΒΖ --α2 και 


ΔΒΖ - «0. Αλλά τότε ΟΖ - α ψν Άρα 


ΕΓΞΓΖΞΟΖ-ΟΓ-α θά ν2 Έτσι υπολογίζονται εύκολα οἱ 


ΟΕ και ΒΕ (µε χρήση Πυθαγορείου θεωρήματος), και αποδεικνύε- 
ται ότι ΒΕ΄ - 2Γ7’. Με ἄλλα λόγια ΒΕ : ΕΓ Ξ ΕΖ: ΒΕ. οπότε τα -- 
τρίγωνα ΒΕΓ και ΒΕΖ είναι όµοια. Άρα ΕΒΓΞ Β2Ε -- 205, 

(Άλλος τρόπος θα ήταν µε χρήση του θεωρήματος των διαµέσων στο τρίγωνο ΕΒΖ, µε διά- 
µεσο την ΒΓ). 


4. α) Αν τα κόκκινα σηµεία είναι τα αι, α», ..., ἅπ και τα µπλε τα βι, β;, ..., βπι (εδώ πιξ π) 
συνδέουµετο ακ(για] «Κ -ς πι) µετα βκ, βκ.ι καιβκ.2(όπου µε βπ.ι και βπ2 εννοούμε τα 
βι και β, αντίστοιχα). Είναι προφανές ότι τα µπλε σηµεία είναι και αυτά συνδεδεμένα µε α- 
κριβώς τρία κόκκινα: το βκ.2 είναι συνδεδεμένο µεταακ, ακ..! και ακ 2. 


β) Αντίστροφα, τα κόκκινα σηµεία ορίζουν 3πι ευθύγραμμα τµήµατα. Τα ευθύγραμμα αυτά 
τμήματα έχουν ὡς άλλο άκρο µπλε σηµεία. Υπάρχουν όµως 3π ευθύγραμμα τµήµατα µε µπλε 
άκρο, οπότε 3πιΞ 3η, δηλαδή πι ΞΠ. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β’λ.τ. 3/31 


57ος Πανελλήνιος 
Μαθηματικός 
Διαγωνισμός στα 
Μαθηματικά 

ο “Ευκλείδης” 


Σάββατό, 14 Δεκεμβρίου 1996 
Θέματα Α΄ Τάξης Λυκείου 


1. Αν οι πραγματικοί αρἰθμοί Χ. Υ ικανοποιούν τη σχέση χ- -- 4χ -- Υ; 3 10Υ -- 2050, να ἄκοδει- 
ξετε ό ότιχ.»Υ. 


ν Ἡ Δίνονται τρία µη συνευθειακά σηµεία Α, Β, Γ του επιπέδου, όπου το Γ βρίσκεται στο. εξώ- 
τερικό του.κύκλου με διάµετρο ΑΒ μπες (ε) που διέρχεται απὀ.το Γ στρέφεται ώστε να.µη 
διέρχεται από σηµείο εσωτερικό του τμήματος ΑΑΒ. Αν Α΄’, Β΄ οι προβολές των Α, Β επί της (ε), 
να βρεθεί η θέση της (8 για την οποία το άθροισμα (ΑΑ΄) (Β΄ ) γίνεται μέγιστο. 


3, Να δείξετε ότι η εξίσωση χζ--4χ-- 19 -- 96” -- 1992 - 0 δεν έχει ακέραια λύση. 
4. Έστωα, β,Υ, δ τέσδεβις ακέραιοι στη διάταξη: . 

[α[β] 

..... 


Στῆ. διάταξη αυτή κάνουμε την εξής. κίνηση: Είτε προσθέτουµε΄ ἕναν' ακέραιο (θετικό ή Ἄρνητι- 
κό) σε κάθε στοιχείο µιας γραμμής, εἰτε προσθέτουμε ένα ακέραιο (θετικό ή αρνητικό) σε κάθε 
στοιχείο µιας στήλης. Δείξτε ότι από την αρχική διάταξη μπορούμε να καταλήξουμε στην: 


(όλα τα στοιχεία 0) αν και µόνον αν ισχύει α --δ- β:- γ. 
Θέματα Β΄ Τάξης Λυκείου 

1. Το ίδιο µε το θέµα 4 της Α΄ Λυκείου. 

2. Ναλυθεί στο σύνολο των ακεραίων αριθµών το σύστημα: 


- μάνα, 


ΧΦΥΖΞΟ2Ι 
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Μαθηματικοί Διαγωνισμοί 


3, Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ - ΑΓ) εγγεγραμμένο σε κύκλο. Θεωρούμε την εφα- 
πτόµενη του κύκλου στο Γ η οποία τέμνει την προέκταση της ΑΒ στο Ε. Θεωρούμε επίσης τη 
διχοτόµο της ΑΕΓ ποὺ τέμνει την ΑΓ στο Ζ, καθώς και την ΒΖ η οποία τέμνει τον κύκλο στο Κ. 


κό. ΚΖ ΑΖ ΕΕ 
καιτη ΓΕ στο Λ. Να δείξετε ότι: ΚΑΕ Ἐλ 


4. ἘἙστωτο σύνολο ΑΞ ίαι,α,,..., απ} µεαι20, ΙΞ 1,2, ...,π. Αν για κάθε Ἱ, ] υπάρχεἰ δείκτης κ, 


(1 ς1]κςτπ)έτσιώστεακΞξ γα -αι, τότε να δείξεῖε ότι όλα τα στοιχεία του Α είναι μηδενικά. 


Θέματα Γ΄ Τάξης Λυκείου 


1. ὙἎα βρεθεί το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τα (Χ, Υ) που ικανοποιούν τη σχέση: 
ἀχ᾽ -- 4χΎ -Ι2χ--- γ .. ΧΥ, - Άγ". 


2. Ἑστω το τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε κύκλο Ο. Αν η διχοτόµος της Ά τέµνειτη ΒΓ στο Δ 


και τον « στο Κ και οι εγγεγραμμένοι κύκλοι ΒΔΚ. ΚΔΓ είναι ίσοι να δειχτεί ότιτο ΑΒΓ εἰ- 
ναι ισοσκελές. 


3. Το ίδιο µετο θέµα 4 της Β΄ Λυκείου. 


4. Έστω η γνήσια αύξουσα συνάρτηση { Ν΄’ -- Ν” καιπμεΝ”.Αν γιακάθεπεΝ”  πΣπρι- 
σχύει: {{Π) διαιρεί τοπ, να προσδιοριστεί η συνάρτηση Ρ. 


Λύσεις 
Α΄ Λυκείου 


1. Ἡ δοσµένη σχέσή γράφεται (Χ -- Ας σ- 5) -ο, άρα (Χχ - 2) ς« 9 και(γ -- 5)’ «9 οπότε 
ἱχ -2|ς 3 και |γ - 5ἱς 3. Έτσι έχουµε -2ς«κ-2καιγ-5δςᾖ2δηλαδήκχ2-!] καιγς-2 άρα 
γς-2ςΙ[ςκχ. 


2. Θεωρούμε το κέντρο Κ του ηµικυκλίου και την 
προβολή Κ΄του Κ επίτηςε. Στο τραπέζιο ΑΑ΄Β΄Β.η 
ΚΚ΄ εἶναι διάµεσος, ἆρα(ΑΑ΄)(ΒΒ΄)Ξ2(ΚΚ΄). 

Επομένως αρκεί να προσδιορίσουμε τη θέση της ε 
για την οποία το (ΚΚ΄) είναι μέγιστο. Αλλά στο ορ- 
θογώνιο τρίγωνο ΚΚ΄Γ έχουµε (ΚΙ) Σ (ΚΚ΄) αν 
Κ΄ «Γ, ενώ(Κ.Ι)Ξξ(ΚΚ΄)αν Κ΄ΞΓ. Επομένως η θέ- 
ση της ζητούμενης εἶναι εκείνη για την οποία 
ει τκ. α τὰ Ῥ 


4, Ἡ δοσµένη γράφεται: (χ-- 2): - 19 -ε 96!” «« 1996. Αλλά η δεκαδική παράσταση του 19”. λή- 
γεισε 1,του 96 λήγει σε όκαι ο 1996 λήγει επίσης σε. Άραο αριθµός 19” -ς 96: -- 1996 λήγει 
σε 3. Όμως το τετράγωνο ενός ακεραίου δεν λήγει ποτέ σε 3 (απλό), οπότε η αρχική εξίσωση 
είναι αδύνατη. 


4. Ὀικινήσεις που επιτρέπονται µας δίνουν διατάξεις της µορφής: 


αδεια α-ρ-ο 
ΕΕΚ το 


όπου ε, ζ,η, θ ακέραιοι. 
Για να καταλήξουμε λοιπόν στη διάταξη µε μηδενικά, θα έχουµε: 


ε-ζξα ο) : ων ᾿ 
ώ οσθ . 
ῶ { η4θ-δ | και! ζχη-γ και προσθέτοντας κατά µέλη βρίσκουμε: 


αἲδξεζη-θΞβ/γάραα-δΞβ{ΑΓΥ. ' 
Αντίστροφα,ανα -δΞβ{«γτότεπ.χ.πεςα,ζΞθ,ηΞγ,ΘΞβ--α εἶναι λύση των συστηµάτων 
(3). Οπότε είναι προφανές πως από την αρχική διάταξη καταλήγουμε στην τελική. 
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Β΄ Λυκείου 
|. Βλέπε θέµα 4) της Α΄ Λυκείου. 


2. Έχουμε: (ΠΠ) χαγ-ςζ2] άραίκ γ 2) Ξ 217 «» χ; γ΄ «Ζ΄ -- 2(Χγ Ε Υ7 - Ζχ) -- 44] «» 
ΧΥΥ7ΖΕΖΧΞ Ι43 (111) 

Αφούχ᾽ γ΄ «Ζ΄Ξ Ι55 (1) έχουµεχ ς 155. Υ΄ς Ι55 και Ζ᾽ ς« 155 άρα ΧΙ, |Υ|. |2ἱ μικρότεροι ή ίσοι 
το. 12. 

Τ΄ρα απότις (Τ) και (11) προκύπτει ότι σπό τους Χ. Υ, Ζθα ειναι ο ένας ή και οι τρεις περιττοί. 
Ἐμάσης από την (Γ) προκύπτει ότι ένας τουλάχιστον θα είναι απολύτως μεγαλύτερος του 7 (γιατί 
διιιφορετικά αν ήταν |Χ|. |Υ|. |Ζἱ « 7 τότεχ᾽ - γ΄ 7Ζς Ι47, ἀτοπο). 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας έστω |Χ| Σ 7, τότε όµως αφού και |Χ| ς 12 και Χπεριττός, θα έχουµε: 
|Χ] Ξ 9 ή |ΧΙ Ξ ΙΙ. Επίσης από την (ΠΠ) αποκλείεται χ «0 /(δηλ.ΧΞ-θ ήκ- -ΙΙ γιατί τότε 
γ--ζ- 30 ή 32 άρα |Υ| ή |Ζ| 2 Ι5 άτοπο αφού τότε από (Τ) --γ 2225 ή 2225). 

Ἐτσιλοιπόνθα εἰναιχΞθή 1]. 

 ἘστωχΞ τότε Υγ -ΖΞ ]2. Υ.Ζ, περιττοί άρα: (γ, 2) Ξ (1. 5) ή (Υψ. Ζ) Ξ(5. 7) αφού άλλοι συν- 
δυασµοί όπως π.χ.(ψ. 2) Ξ(11. 1) ἡ (98. 3) απορρίπτονται λόγω της (1). Έτσι η τριάδα των αριθμών 
(9, 7, 5) είναι λύση του συστήµατος (καθώς και κάθε μετάθεση αυτής λόγω συμμετρίας των εξι- 
σώσεων). Άρα έχουμε 31--6 λύσεις ὠς προς (κ. γ. 7). 

Π) ΑνχΞξ ΙΙ τότεγ-2 1]θάρα(γ.2)Ξ(7, 3) ή (5. 5) ή (9, 1) που όλες απορρίπτονται λόγω(ἢ. 


3. Κατ αρχήν ΕΡΓΑ - αΏΓ ως γωνία υπό χορδής και εφαπτοµένης 
και επειδή ΑΓ ισοσκελές ΕΡΓΑ - ΑΤΑ. Άρα στο ΕΓΒ η ΓΑ εἶναι 
διχοτόµος και συνεπώς αφού και η ΕΖ διχοτόµος το Ζ είναι το ση- 
µείο τομής των διχοτόµων τον ΕΓΒ άρα και η ΒΖ διχοτόµος της 
ΑΏΓ. Οπότελ[κ - ΚΏΓ- ΚΒΑ - ΚΤΖ ιῇαίνουν στο ίδιο τόξο). 

Δηλαδή η ΓΚ διχοτόµος της ΑΤΖ. Από το θεώρημα διχοτόμων στο 


ΚΛ ΓΛ 
ΛΤΖθα έχουμετες κΖ:ΤΖ 
ΓΣ οι ΡΓ ΔΡ ΕΓ 
Όμοια στο ΑΏΓ::-« σΑ αμ” η) και στο 1; ΡΕ: ΛΕ:ΒΕ 
Διαιρώντας τώρα κατά µέλη τις δύο τελευταίες σχέσεις έχω: --- 5 ..- : ὃς και συγκρίνοντας 
ΚΖ ΙΕ ΑΖ. 
αυτή τη σχέση µετην πρώτη έχωττχ ΚΧΞΑΕ ΕΛ δη)..το ζητούμενο. 


4. Εφόσον το Α έχει πεπερισµένο π]ήθος θα µπορεί να διαταχθεί και έστω χωρίς βλάβη της 
γενικότητας ότιαιςα.ρς...ς αμ. Ὑποθέτουμε ακόµη ότι αι 2 0 γιατί αλλιώς το «ητούμενο έπεται. 


Τότε ο αριθµός Ζαν -αᾱπ- ι) ΕΑ Ὑπιξ2.... π οπότε και ο αριθµός (ο. -αι) εΑ. Αλλά 
Σία --αι) «α»., οπότε θα πρέπει αναγκαστικά ἀία, -αι)Ξξαι ή α.Ξ-2αι. 

Ομοίως Σία, -α))εαΑ ή ἀίαν --3) ε Α και ἀία) -αι) εΑ και επειδή οι δύο αυτοί αριθμοί είναι 
μικρότεροι του αι και χω -3αι)ς (αι -αι)θα εἶναι: 

1) Σία) - 3αι) « ία, - αι) οπότε αι Ξ δω - 3αι) και α. Ξ σίαι - αι) δηλαδή και 
ἃαι Ξ Σία --αι) δηλαδή που ισχύουν µόνο όταν αιΞ0. 

ἤ), σίαι -3αι) -2ίαι --αι) οπότε αι Ξ0. 

Άρα αι Ξ 0 και επειδή τότε ἀίας --αι) Ξ χας ε Α για κ 2, 4, ..., π προκύπτει ότι: ας Ξ 0 


(κ ον ον 
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ο. Ὦ εξίσωση ᾿Ἰράφεται: ἀχ (χε Υ-3ΞγΥ α ΕΥ-- 3) 

δηλαδή (Αχ᾽ -γ (κ ΑΥ--3)Ξ0 οπότε (2Χχ γ(2χ-- γκ-υ-θδΞ0. 

Συμπεραΐίνουµε ότιλχαγξθή 2Χχ-- νμ 0ήχ-αγ-20 

Οι ευθείες αὐτές τέμνονται στα σηµεία (0, 0), (2, 1). (5.--2), οπότε το εμβαδό υπολογίζεται εύκολα. 


ἃ, Αφού οι κύκλοι στα ΒΆκ. ΚΛΓ είναι ἴσοι θα έχουµε Ἅ 


ΟΙΛΙ/Ξ Ο)Λ2’ 
Εκονή ΑΔ ἁνχρτόμος θα είναι βΑκ- ΚΆΓ ό άρα ο ΚΓ 
Τα ΒΆΚ, ΚΔΓ έχουν κοινό ύψος άρα (ΔΕ) ΒΔ ο (ΒΔΕΚ) 


(ΓΔΕΚ) Ῥὰ (ΓΚΔ) 
τοιΛι τι ΒΚ ΚΔ-« ΒΔ 


τΟ2ΛΟ Τ2 πακ Ἔ ΚΔ ΔΓ Β να Ρ 
ΆραβΔ. ΒΚΑΚΔΑΒΔ., «οωἍ 
ΓΔ ΓΚ-ΚΔ.ΓΔΓ νρ. 
κ 


ΒΔ.ΓΚ -ΒΔΚΔ{ΓΒΔΔΓΞΓΔΒΚ4ΓΔΚΔΑ{ΓΔΗΒΔ-» 

ΒΔ.ΓΚ «ΒΔ. ΚΔΞΓΔ. ΒΚ «ΓΑ.ΚΔ 

ΒΔ.ΒΚ -- ΒΔ. ΚΔ- ΓΔ.ΒΚ 4 ΓΔ.ΚΔ 

ΒΚ(ΒΔ - ΓΔ) ΚΔ(ΒΔ- ΤΔ)- 0 «»(ΒΚ --ΚΔ)(ΒΔ - ΓΔ)- 0ς-» ΒΔΞ ΓΔ. 


Δήλαδή η ΑΔ είναι διχοτόµος και διάµεσος, οπότε το αΏΓ ισοσκελές. 
ς αἲ- Βλέπε 4) θέµα της η Λυκείου. 


4. Έστωρο μικρότερος, πρώτος αριθµός για τον οποίο Ισχύει 

Τότε ρ 2 πρ και {{ρ)/ρ αλλά επειδή ρ πρώτος είναι {ρ)Ξ ρ ή {ρ)- Ι. 

Αν Πρ)Ξ 1 τότε Ψπς« ρθα είναι {π) « Πρ)Ξ Ξ] -» ἔπ)ς 0 άτοπο. Άρα Πρ) Ξ ρ. 

Αφού η Γείνάι γνήσια αύξουσα θα είναϊ: 

πρ -- )Σ Πρ) -- .ξ5ρ-]1, αλλά επειδή {ρ -- Ι)/ρ-ς είναι Πρ )«ρ4],οπότεῆρα])Ξρ-ε]. 
Γενικά για κάθε ν εΝ θα είναι 

ἤρή ν)ΣΗβρ4ν-]1)-ς12...ΣΠ0)4Ανξρ-ν. 

και επειδή Πρ νγρην νν ΕΝ ή [ίπ)- ηνπὸ2ρ 

Το ίδιο ισχύει καιύπςρ 

Πράγματι εφόσον η Γ εἶναι γνήσια αύξουσα είναι: 

] ς{1)«Π2)«[β)ς.. .ςῇρ- )ςρ- | 

Αν τώβα υπάρχειπε{], 2,...,ρ-- 1): {{πι) Σ πι τότε όπως και προηγουμένως θα είναι 
Πρ --1)ΣΠπι) -(ρ-- ] στη) δη Σ (ρ - 1 -πιΞ5ρ-1 που εἶναι άτοπο αφού [γρ -- .ςρ-ὶ 
Το ίδιο συμβαίνεϊ και αν υπάρχειπιε{1,2....,ρ-- 1}: Γι) «πι 

Οπότε τελικά {π)Ξηπ και γιακάθεῃ«ρ. Άρα {π)-πόπεΝ”. 


14 Εθνική Μαθηματική Ολυμπιάδα 
«ο Αρχιμήδης» 
Αθήνα, 1δ Ιανουαρίου 1997 


Θέματα Λυκείου 


1. Εστω Ρ σηµείο στο εσωτερικό ή στις πλευρές ενός τετραγώνου ΑΒΓΔ. Να προσδιοριστεί, 
για τις διάφορες θέσεις του Ρ, το μέγιστο και το. ελάχιστο της παράστασης: 
ΠΡ)Ξ ΑΏΡ ΒΤΡ. ΓΔρ, ΛΆΡ 


2. Έστω συνάρτηση {: Β: -- Κ για την οποία ισχύει: 
Ὁ  ἩΗ Γείναι γνησίως αύξουσα στο (0, οϱ) Ἡ) {κ)Σ - ὴ, για κάθεχ 20, 
Π) οί 8) Εν :] Ξ] γιακάθεχ»0. 
Να υπολογίσετε το [{]). 
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3. Να βρεθούν όλες οι ακέραιες λύσεις της εξίσωσης. τὰ Εν κ196 Ξτόστ τη 
ἐ 4 4 


4. Έστω Ρρ πολυώνυµο µε ακέραιους συντελ εστές το οποίο έχει 13, διαφορετικές μεταξύ τους. 


ακέραιες ρίζες. Να αποδείξετε ότι αν π ακέραιος αριθµός µε ρ(π) 5.0, τότε |Ρ(Π)) Τ(60)’. 
Επίσης να δοθεί παράδειγµα πολυωνύµου µε ακέραιους συντελεστές και µε 13, διαφορετικές µε- 
ταξύ τους, ακέραιες ρίζες τέτοιο ώστε: για κάποιοπε Ζν να είναι Ιρίπ)|- πέν". 


Λύσεις μα. 


Ι.. Έστω Μ το κέντρο του τετραγώνου. Το Ρ είναι δυνατό να βρίσκεται ὴ 


στο εσωτερικό ενός από τα τρίγωνα ΑΜΒ, ΒΜΓ, ΓΜΔ και ΔΜΑ. Έστω σον 


στο ΓΔΜ Ε η τοµή της ΑΡ µε΄την΄ΒΔ. Τα τρίγώνα ΑΤΔ και ΓΕΑ Εΐναί 


ίσα, αφού: . 


ΑΕΞ ΔΕ 
ΑΔΞΓΔ  οπότεΔδΛλΕ-ΔΤΕ 
ΑΛΕ - ΓΛΕ --45- | 

Τότε ΔΑΡ -« ΒΤΡ -- ΒΡΕ «« ΒΤΡ 2 905 και αφού ΑΆΡ 2 ; 455 θα εἶναι 
{) 23.453 1355 
Ακόμα θα ισχύει µια απότις παρακάτω ανισότητες: | ΡΆΒ Σ ΑΏΡ ή  ΡΡΑ ο. Ἡ ΓΛΡ 
Αν π.χ. η/ πρώτη θα έ έχουμε: ΑΏΡ ΕΔΑΡ ς ΡΛΒ ΔΆΡ- 905 
Ακόμα ΒΓΡ «905 και ΓΛΡ « 45». Επομένως Πρ)ς 5: 450 «23259 


Α Β 


2. Έστω [])-α. Τότε από την υπόθεση. για ΧΞ΄Ι έχουμε: απα ΣΙΞ]Ι ή Πα - 1) -ᾱ )) 


Γιᾶχ-- α ΣΙ παίρνουμε [α ή Πακ ασ ατ]γ] ή παν μήαν αντ]- ια 


ας. ανν Ἡ 
α τη Παν ποστ ημω 
α 


Οπότε να σετ)” 1) (3) 

νσνς ο. σα δεῖ 
Επειδή όµως η Γ είναι γν. αύξουσα στο (0. ---ο) θα πρέπει σετ] δν ν 
Ανα-ἠ-- ὀιτότε] «α- ΚΙ) «ΠΙ --α) --«] άτοπο 


Ώστεα -ΙΞΛ5, άρα ΚΙ) «1 ΞΝΞ 


Σηµείωση. Μια τέτοια συνάρτηση µπορεί να εἶναι η Πχ) όπουα -1ΞνΣ 


3. Η εξίσωση γράφεται 1997(13γ΄ -- Ιθύχ)- οχΎ (2) 

Ο αριθµός 1997 είναι πρώτος και 19971/ΖΧγ΄ οπότε έχουµε τις ος 

))  19971/7 δηλαδή ΖΞ 1997. 2ι όπου Ζι ΕΝ᾽’ και η (2) γίνεται 13Υ᾽ Φ 19οσχ’ - Ζι χ: γ΄; (3) 

οπότε χ΄/13γ- δηλ. Χ/γ και γἸ Ι99ύχ᾽ -- 499(2κ)’ (4) 

Αλλά ο 499 είναι πρώτος οπότε γ/2κ (5) 

ΕπομένωςγΞ]ήγΞ2ή γ/χή γ/2κ (6) 

4. Από την υπόθεση έχουµε Ρ(Χ) Ξ αί(χ -- χι)ίακ -- χ»)...(Χ -- Χιι):Ε(Χ) όπου Χι, Χ., ..., Χι1 Οἱ διαφορε- 
τικές ακέρσιες ρίζες του πολυωνύμου και [Ρ(Χ)! Ξ |αἰἰχ -- ΧιιΧ -- χοὶχ -- χι ...|Χ -- Χι/ϱί(χ)| οπότε 
[Ρ(π)| - Βμ -Χιίη -- χοπ -- Χι]...Ι -- Χιςδ(π)| αφού Ρ(π) - 0 θα έχουµε |α|,Ε(π)| 2 1 και επειδή 
Χι. Χ», ..., ΧΙ είναι ακέραιες ρίζες διαφορετικές μεταξύ τους θα υπάρχουν 6 ζεύγη από αυτές που 
θα απέχουν τουλάχιστον από το π απόσταση ίση µε 1, µε, µεβ.. με 6, ενώ η 131 που μένει αᾱ- 
πέχειΣ7 

Άρα |Ρ(Π)| Σ [η -- Χιῄίη -- Χοῄίη --Χν/...[π-- Χιι] 2 Ι:1:2:2-3:3.4-4-5.5.6.6-7 -- (1:2:3-4-6)-7 
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δηλ. [Ῥ(π)| 2 (6ἱ)-7 
Το ζητούμενο πολυώνυµο µπορεί να είναι π.χ. 
Ρ(χ)Ξξ(Χ Ι)(χ « 2)(Χ  3)(Χ « 4)(χ -- 5)(χ  6)(χ - 7) 


Ελληνικό Στατιστικό Γνστιτούτο 
Λευκοπούλειος Διαγωνισμός Πιθανοτήτων 


Στρατής Κουνιάς 


Θέματα και λύσεις τουΛλευκοπούλειου διαγωνισμού που έγινε 18 Ιανουαρίου 1997. 


Ι. Ας υποθέσουμε ότι ν σχολεία στέλνουν στο Λευκοπούλειο διαγωνισμό από δύο µαθητές το 
καθένα. Ποια είναι η πιθανότητα οἱ τρεις µαθητές που βραβεύονται να προέρχονται από διαφο- 
ρετικά σχολεία: 


2. Ένας δρομέας πρόκειται να τρέξει στην τέταρτη λωρίδα ενός στίβου µε 8 λωρίδες. Αν γνω- 
ρίζει ότι στον αγώνα παίρνουν µέρος εκτός από αυτόν άλλοι τρεις αθλητές. οι οποίοι τοποθε- 
τούνται εντελώς τυχαία στις υπόλοιπες 7 λωρίδες. ποια είναι η πιθανότητα να µην τρέχει δίπλα 
του (σε γειτονική λωρίδα) κανένας αντίπαλος; | 


3. Οι Α και Β συμφωνούν να παίξουν το εξής παιχνίδι: 


Θα ρίχνουν εναλλάξ δύο (διακεκριµένα) ζάρια. Αποτέλεσμα κάθε ρίψεως θεωρείται το άθροισµα 
των ενδείξεων των δύο ζαριών (2, 3. ...., 12). Νικητής είναι όποιος φέρει πρώτος το αποτέλεσµα 
7. Αν ο Α αρχίσει το παιχνίδι (ρίχνοντας πρώτος τα δύο ζάρια) και βάλει στοίχηµα το ποσό α, 
πόσο πρέπει να στοιχηµατίσει ο Β ώστε το παιχνίδι να εἶναι δίκαιο, δηλαδή τα στοιχήματα να 
είναι ανάλογα των αντίστοιχων πιθανοτήτων (να κερδίσουν το παιχνίδι): 

Γενικεύσετε το πρόβληιια για ν παίκτες ΑΙ. Α...... Αν µε τον Αι να ρίχνει πρώτος, τον Α; δεύτε- 
ρος κ.ο.κ. 


Λύσεις: 
Θέμα ! 


α) Λύση Ρωμανού -- Διογένη Μαλικιώση. 14” Λύκειο Θεσσαλονίκης, 1’ νικητής. 

Σύμφωνα µε την πολλαπλασιαστική αρχή. υπάρχουν 2ν(2ν -- ])(2ν --2) τρόποι να καταληφθούν οι 
τρεις πρώτες θεσεις. Οι τρόποι για να συμπληρωθεί η τριάδα. χωρίς να έχουµε δύο του ἴδιου 
σχολείου είναι 2ν(2ν --2)(0ν -- 4). 

Όν(ον - ο)(3ν - 4) |.» 3 

Όν(ὂν -- )](2ν -2) ὂν-]Ι 

β) Λύση της Ελένης Κατηφόρη. Βαρβάκειο Πειραματικό Λύκειο, 21 νικήτρια. Ίδια λύση έδω- 
σε και ο Τάσος Κουιµάς. 2’ Λύκειο Αργυρούπολης, 3 νικητής. 

Ο δειγµατικός χώρος Ω αποτελείται από τριάδες στοιχείων επιλεγμένες από το πλήθος τῶν 2ν 
μαθητών που συνολικά αποστέλλονται από τα σχολεία. 


2ν (Αν)! 
.- 3 - ον 3] 
Με Α συμβολίζουμε το ενδεχόμενο του οποίου ζητάμε την πιθανότητα. Τα σχολεία από τα οποία 


Άρα η πιθανότητα Ρῥ εἶναι: ο 


ν 
θα προέλθουν οι νικητές µαθητές εἶναι ν. άρα μπορούμε να τα επιλέξουμε κατά ( 4 τρόπους, 
Όμως επειδή κάθε σχολείο στέλνει 2 µαθητές, κάθε τριάδα σχολείων αντιστοιχεί σε 2-8 τριά- 


ν 
δες μαθητών. Άρα το πλήθος των ευνοϊκών περιπτώσεων είναι: Ν(Α) Ξ ( 4 κ» Ἐπομένως 


δ 2-2) 


Ακ... 
( 2ν 2ν-]Ι 
3 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β’ λ. τ. 4/8 
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Θέμα 2 
Λύση Ρωμανού -- Διογένη Μαλικιώση 
Όλοι οι τρόποι µε τους οποίους μπορούν να καταληφθούν οι υπόλοιπες θέσεις από τους τρεις α- 
θλητές είναι: ΔΑ - 7:6:5 (οι αθλητές είναι διακεκριμένοι). Στον αγώνα αυτό δεν τρέχει κανείς δί- 
πλα του, αν οι τρεις αθλητές καταλαμβάνουν όλες τις υπόλοιπες θέσεις εκτός από την τρίτη 3η 
κιτην 5η. Αυτό γίνεται µε ΔΣ Ξ 5-4.Ίτρόπους. Άρα η πιθανότητα είναι: ρΞ ασ 
Θέμα 3 


α) Λύση Ρωμανού -- Διογένη Μαλικιώση. Ίδια λύση έδωσε και ο Μιλτιάδης Μαυρακάκης, Β 
Λύκειο Χανίων, Έπαινος. 

Όλες οι ζαριές µε τα δύο ζάρια είναι 36. Το πλήθος αυτών που έχουν άθροισµα 7 είναι 6, αυτές 
είναι οι (6. 1), (5. 2), (4, 3). (3. 4), (2. 5). (1. ϐ). Ἡ πιθανότητα να κερδίσει ο Α στην πρώτη ρίψη 
ὁ Η πιθανότητα να κερδίσει ο Β είναι ' . ὁ διότι πρέπει να χάσει πρώτα ο Α. Αν δεν κερ- 
δίσει κανείς στις δύο πρώτες ρίψεις, τότε θεωρούμε ότι το παιχνίδι αρχίζει από την αρχή. Είναι 


είναι 


λογικό το ποσό του Β να είναι ίσο µεβ- 5 κα διότι α-- 


6 5. δ 


Αν τώρα παίζουν το παιχνίδι ν παίκτες, οἱ ΑΙ. Α», ..., Αν Και στοιχηµατίζουν αντίστοιχα 


3 ν-] 
αι, α.. .... ἄν. τότε πρέπει να ισχύει α; -ξ αι. αιξ 5) αι, ....αν Ξ 5) -αι 


κ-ι 
Δηλαδήνκεί({].2,....ν). ισχύει: ακΞ (5) αι 
β) Ο Α κερδίζει το παιχνίδι στην πρώτη ή τρίτη ή πέµπτη κ.λ.π. προσπάθεια. Η πιθανότητα να 


ας) πα «βλ, 
κερδίσει ο Α εἶναι: Σ]5) (6]-ο”(ε [5] ΜΗΞΤΙ 


Ἑτὶ 
Όμοια η πιθανότητα να κερδίσει ο Β είναι τε. επομένως εφόσον τα στοιχήµατα είναι ανάλογα 
6 
- ο 5 
των πιθανοτήτων θα εἶναι β συν β- 6). 


11 
Άν έχουµε ν παίκτες, η πιθανότητα να κερδίσει ο κ-στος παίκτης το παιχνίδι είναι: 


ο ολ (- ο . ο ς ! πο μα 


Αυτό συμβαίνει διότι ο κ-στος παΐκτης κερδίζει το παιχνίδι στην προσπάθεια κήῄήστηνν Εκή 
στην 2ν -- κ κ.λ.π. και πρέπει να αποτύχουν όλοι οι προηγούμενοι για να κερδίσει αυτός. Τα 


αι 
ε ' ᾿ . | ος 6 | 6 | 
στοιχηµατα ειναι ανάλογα των αντιστοιχῶν πιθανοτήτων, τοτε α . ἴ 
1 Ἀ 
6 


κ-] 
Δηλαδή ακξ ) δι ας ὃς ὃ. 
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ΜΑΘΗΜΑΤΊΙΚΕΣ «ΠΡΟΚΛΗΣΕΙΣ 
(ή .... Μαθηματικές ΠΡΟ  ΟΛΥΝΜΠΠΑΔΕΣ) 


Β.Ε. Βισκαδουράκης 


Είναι αναμενόμενο, πολλοί από τους αναγνώστες του «Ευκλείδη Β΄» που θα θελήσουν να ᾱ- 
σχοληθούν µε τα παρακάτω προτεινόμενα για λύση θέµατα (μικροί ή και μεγαλύτεροι) να θέ- 
σοὺν το ερώτημα: Και προς τι όλα αυτά, 

Είναι ένα ερώτηµα που µερικές φορές ίσως υποκρύπτει ένα λανθάνοντα εγωισμό, ο οποίος 
µας οδηγεί στο να κλείνουμε ΄τα µάτια σε κάτι που είτε το θέλουμε είτε όχι, υπάρχει’ 
(καινούργια προβλήματα πάντα θα παρουσιάζονται και θα περιμένουν τη λύση τους -- που δεν ϐ) 
αργήσει νάρθει --). Το να δώσετε τη λύση αυτή εσείς (ή και εσείς) φίλοι µαθητές είναι µια ευ- 
χαρίστηση που ότι και αν σας πει κανείς δεν µπορεί να αποδώσει την ποιότητα και την αξία 
της. Ἡ πρόκληση για νατο διαπιστώσετε βρίσκεται λίγες γραµµές παρακάτω . Δοκιμάστε (αλλά 
µε πίστη και µε πείσμα). Ὑπάρχουν προβλήματα για κάθε µαθητή της Α΄, Β΄, και Γ΄ Λυκείου που 
αγαπάει τα Μαθηματικά. Γι αυτόν που βρίσκεται στην Α΄ τάξη του Λυκείου και θάθελε πιθα- 
γόν του χρόνου να συμμετάσχει στους Διαγωνισμούς της Ε.Μ.Ε., µέχρι και γιατους πρωταθλη- 
τές των περσινών µας Διαγωνισμών. 

Ἡ συγκέντρωση, ταξινόµηση και επίλυση τῶν περισσοτέρων απ᾿ αυτά έγινε κατά την διάρ- 
κεια της δίµηνης πρόσφατης απεργίας των καθηγητών σας φίλοι µαθητές, («ουδέν κακόν, αμι- 
γές καλού»). 

Όσο για το χρόνο που χρειάστηκε; Πολύς. 

Τόσος που εκείνο το «επίδομα εξωδιδακτικής απασχόλησης) για όλο το 1997 σίγουρα δεν 
αρκεί γιατην κάλυψη του. 

Αλλά, δεν ξέρουν όλοι από κόπο και ξενύχτι. 

Όμως, συγγνώμη φίλοι µου αν σας µελαγχόλησα . Ὑπόσχομαι να επανορθώσω στο επόμενο 
τεύχος. Θα δείτε τότε ότι αξίζει τον κόπο να ασχολείται κανείς, και μάλιστα στην μαθητική του 
σταδιοδρομία, σοβαρά µε τα Μαθηματικά. 

Πάρτε µέρος στην κοσµογονία της εποχής σας. Τα Μαθηματικά είναι το πιο σίγουρο όχηµα 
γιατο μέλλον. Μη διστάσετε να ταξιδέψετε µαζίτους. 
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Ο «Ευκλείδης», όπως δεκαετίες τώρα, θάναι µαζί σας σύντροφος και αργός στον πρώτο 
καιρό αυτού του συναρπαστικού ταξιδιού. 

Κρατείστέ τον και στις διακοπές σας. Κι αν αποφασίσετε να ασχοληθείτε µε τα παρακάτω 
προβλήµατα, οἱ ιδέες σας, οἱ λύσεις σας, οι παρατηρήσεις σας, θάναι ευπρόσδεκτες όπως πά- 
ντα. Μόνο, ειδικά για τούτα τα προβλήματα µην ξεχάσετε τὸ γράµµα.:σας να το θέσετε υπόψιν 
του ὑπογράφοντος. Καλό καλοκαίριλοιπόν φίλοι μμ. και καλό κουράγιο στην προσπάθεια σας. 


Α. αριθΜοθεῶρια 
1) Να σπα ότιτα κλάσματα: 
'.Ἱ Ἱ σης για ΔΕΝ”! και 


4η «7 
παω 
2) Δείξτε ότι για κάθε ακέραιο π 1] οαριθµός Α - 19.8" -- 17 είναι σύνθετος. 
3) Δείξτε ότι δεν υπάρχουν πρώτοι ορόμα στην ακολουθία των ακεραίων: 
ο 10001, 100010001, 1000100010001,. 
4) Δείἔτε ότιο αριθµός ΑΞΙ Π.Ι του δεκαδικού “μα αρίθμησης είναι σύνθετος α- 
9! τη ποκή 


ΠΕΝ, η άρτιος, είναι ανάγῶγα (δηλ. δεν απλοποιούνται) 


ιθµό 

5) ο .. {441,--1):για κάθε [- 1, 2, ..., π΄και αν εἶναι: 
αιαγαγαι «- αναναιας 3Ε αναιασας --. . απαιααιΞ 0 
να δείξετε ότι το π είναι πολλρκλάσιο του 4. 

ϐ) Δείξτε ότι αν για κάποιο πΕΝ, ο αριθµός ΑΞ 1 2’ 4’ είναι πρώτος, τότε ο π είναι της 
µορφής πΞ 3 όπουκεὔ,. 

7) Ανπι,πεΝ᾽ καιΠ περιττός να δείξετε ότιτο άθροισµα 8, -- 1" -- 23 «31 -Ε... Φ πι" διαιρείται 
µετο άθροισμα διΞ| εν -- ον. 

ϐ) Να δείξετε ότι η εξίσωση χ΄ --3Υ΄Ξ Ι7 δεν ἔχει ακέραια λύση. 

9) ὙΝα δείξετε ότι για κάθεη ΕΝ, η εξίσωση χε] -- π δεν έχει λύση στο Ζ. 

10) Να δείξετε ότι για κάθε π ΕΝ, Π2 2, η εξίσωση χ’ (κος ")) ξ (κ 2) δεν έχει λύση στο 
σύνολο των φυσικών αριθμών. 

11) Ναλυθεί στο σύνολο των ακεραίων Ζ η εξίσωση: χ) -- 2χΞ 4γ.. 

12) Να λυθεί στο Ν η εξίσωση: (Υ 1 |) -ΙΞγὶ ε 

--β' --Υ' Ξ π.αβγ | 
α- - 2(β --γ) 

14) Να βρεθεί τριψήφιος αριθµός ΧΥΖ, αν τα χ, Υ,Ζ είναι διαδοχικά ψηφία και κζΞ ΥΕ ΙΙ. 

15) Να βρείτε τετραψήφιο αριθµό µε ἴδια τα δύο πρώτα και ἴδια τα δύο τελευταία ψηφία έτσι 
ώστε αυτός να είναι τέλειο τετράγωνο. 

16) Βρείτε ένα τριψήφιο αριθµό αβγ τέτοιο ώστε η διαφορά μεταξύ του μεγαλύτερου. και του 
μικρότερου τριψήφιου που μπορούμε να φτιάξουμε µε τα ψηφία α, β, Υ (το καθένα µία φορά) 

’.. να είναι ίση µε τον αρχικό τριψήφιο αριθµό. 

17) Ένας φυσικός αριθµός γραμμένος στο δεκαδικό σύστημα αρίθµησης είναι κατά 1996 µονά- 
δες μεγαλύτερος από τον ίδιο αυτό αριθµό γραμμένο χωρίς το τελευταίο του ῥΨηφίο. Ποιες 
είναι οι δυνατές τιµές που µπορεί να έχει αυτός ο αριθµός; 

18) Να βρείτε ένα θετικό ακέραιο αριθµό που να-λήγει σε 7 και που αν το 7 μετακινηθεί στην 
πρώτη θέση αριστερά, ο νέος αριθµός να είναι πενταπλάσιοέ από τον αρχικό αριθµό. 

19) Να βρείτε ένα θετικό ακέραιο αριθµό που να λήγει σε 6 και που αν το 6 μεταφερθεί αρι- 
στερά απ' όλατα ψηφίατου αριθμού, ο νέος αριθµός να είναι εξαπλάσιος από τον αρχικό α- 
ρίθµό. 

20) Έστω (Χ) ΠΕΝ” μια ὡοκονδᾶ, µαοχι- 1 καὶ χι νι Ξ Ι 4 ὂχι 
(ὃ Βρείτε όλα τα π γιατα οποία το Χῃ διαιρείται µε το 5. 

[η] Δείξτε ό ότι δεν υπάρχειπε Ν᾿, Π Σ ] έτσι ώστε το Χρ να διαιρείται µετοῃ. 
21) Έστω (αρ)ῃ εν µία ακολουθία φυσικών αριθμών, τέτοιων ώστε το άθροισµα των ψηφίων του 


| α 
13) Να βρεθούν οι φυσικοί α,β,γ,πε Ν᾿ γιατους οποίους ισχύουν 
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αρ να είναι ἰσο µε π και τα ψηφία αυτά είναι µόνο |, 3 ή 4. Να αποδείξετε ότι ο α}ῃ είναι τέ- 
λειο τετράγωνο. 
22) Αν(1 χα χ)αχ αχ --αιφαιχά αχ... Καιμχ 
(9 Να βρεθεί ο Μ.Κ.Δ. τῶν αγ, αρ, αι:, ..., ιβ: 
(13) Δείξτε ότι 103 Σαμ» 103. 
23) Έχουμε ένα μπιλιάρδο άπειρου µήκους και Α 
πλάτους 50οπι. Με αρχή τα Α και Β υπάρ- 
χουν ανά 130οπι υποδοχές στις πλευρές Αχ 50 οπη 
και Ἁγ. Από το Α και µε 45” γωνία ξεκινάει 
µια µπάλα η οποία προσκρούει στην απένα- ΑΒ 
ντι πλευρά Ἁγ, ανακλάται (Ως γνωστό) µε 45. 
γωνία κ.τ.λ. 
Να βρείτε πόσο µακριά θα πάει η µπάλα και σε ποια ακριβώς υποδοχή θα πέσει. 
24) Σ ένατεστ µε άριστα το 100 οι επιδόσεις των μαθητών Α, Β, Γ, Δ, Ε είναι 5 διαφορετικοί α- 
κέραιοι, όλοι μεγαλύτεροι του 91. Είναι γνωστό ότι ο µέσος όρος των επιδόσεων του Α., του 
Β και του Γ εἶναι 95, ενώ ο µέσος όρος των επιδόσεων του Β, του Γ και του Δ είναι 94. Ανο 
Α είναι πρώτος (µε την καλύτερη επίδοση), ο Ε είναι τρίτος µε επίδοση 96, ποια θέση κα- 
τέλαβεο Δ; 
25) Ο αριθµός 4444” γράφεται στην κανονική του µορφή στο δεκαδικό σύστηµα αρίθµησης, 
οπότε το άθροισμα των ψηφίων του είναι Α και το άθροισµατων ψηφίωντου Α είναι Β. Να 
βρείτε το άθροισµατων ψηφίων του Β. 


Β. ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ ΣΤΟ ο 
26) Ναλυθεί η εξίσωση: πρ σ0μο ο Κ. 


στὴ χ; 4 γ[κκ9 ω 
27) Να λυθεί στο σύνολο των ρητών αριθμών η εξίσωση: ν2ή2 -3ᾱ- Ὕρηε - ν ΙΕ] 
28) Να λυθεί στο Κ η εξίσωση: κ΄ «κ΄ --ψκ--2-0 
29) Να λυθούν οι εξισώσεις: 
Ν () | -- 4) ο 9) -- 2 -ε 3 -- 6) 


κ 16(4χ -- 1) - 4 
πο βα δσ-ατ σος κ-- Οψιὐξ-2γῶς κἕγ)(γ 1) 


130) Ανα2Σλθναλυθείστοξ η ορ. ὖν -α Ἅ(1 Εκ) - 2 λσχ ο σισο 


41) Ανα» Ι ναλυθεί στο Ε η εξίσωση: αἲ «-α- -2α” 


32) Ναλύσετε την εξίσωση: (ηµίχ --γ) - 1) (2συν(2χ-- Υ)--1)Ξό 


914) Να λύσετε στο Ἐ το σύστημα: 


ὴ 


33) Αν η εξίσωση χ; - αχ βΞ0 έχει δύο ρίζες στο Β διαφορετικές μεταξύ τους(όπουα,β εἰ). 
να δείξετε ότι και η εξίσωση Χ΄ -- αχ - (β- 2χ--αχκΙΞ0 έχει τέσσερεις διαφορετικές 
μεταξύ τους ρίζες. 

ΧΙ ΧΥΥΞ2{ 392 | 


χΕΥΓΞό 
ΧΕΥ ΕΖγῖΞ4 


35) Να λυθεί στο Κ το σύστημα: νχνψζ-2 
ΜΧζ- ψνι-2 
Γ.ΑΚΕΡΑΙΟ ΜΕΡΟΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΥ ΑΡΙΘΜΟΥ 


36) Αν για κάθε χε [ ισχύει: [α[χ]] -- [[αγχ] να δείξετε ότια- |. 
37) Ναβρείτετο ακέραιο µέρος των αριθμών: 


(0 Α- η) 1997 --/ 1997 -- ν κ. Ἐν 1997, (τα ριζικά είναι 1997). 
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(9 Β - 2499/33... 4Π697 


38) Να ο ότι: μά Σ|- ρχ]- [χ] για κάθε χε] και να υπολογίσετε τα αθροίσµατα: 


(ϐ Ξ- [1 άλμα, 
- α 21ἱ Α.Ἱ αἳτ! ΚΙ πι 
τη Ἡν Εποῃ η - 


η --2- 
ἡμ ο καν 


ΦΙ 


ῤ ΄ 
ας όπου π, ΕΝ καιπι22, Π232. 
-Έ 


39) Να δείξετε ότι: για κάθεπ ΕΝ ισχύει: [να -η -- γα; Φπ]-Ξ [ή/4π) -1] 


40) Ανα, βθετικοί ακέραιοι και αν (1 2) 
χὀ ’ 
41) Ανχ,Υ.ΖΕΝ᾽ και [-ὰ Γης 
γτζ]  Ίχαζ 
[χ]- ακέραιο µέρος του χ) 


Δ. ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ 
42) Να συγκρίνετε τα ζεύγη των αριθμών 


Ξα--βΝ2 να δείξετε ότι [βν2]--α. 


ος 


Ζ . ᾿ 
σπιν -] μας στ] να βρεθούν οι Χ, Υ, Ζ. (όπου 


(ϐ 21 και 3) (1) 4 και στὸ (11) Τ και 27 (ἴν) ψΙΟΟΙ -- ψὸ9 και 21000 
43) Να συγκρίνετε τους αριθμούς: γΠ! και "ας 
44) Να συγκρίνετετους αριθμούς: 

αβαφαχ.. γα αιβ- ΡΑΣ ΡΟ ότανα»β20. 
Ι--α -- αἷ --... «αι 14. β- β) ο... Εβ" 

45) Να αποδείξετετην ανισότητα: 

ίι ωῖ « σε)" ( ε Ἅῄι μσ)! .ἳ { μι « 55] 1000 
46) Ανα,β,χ,.γε[,καιαβςά4καιχ«γςθ να δειχτεί ότι ψακ -- βυςό. 


47) Ανχ, γ,ΖΕ] να αποδείξετε την ανισότητα: ον αν ν22Υ.ς208 
48) Αν κ, γ,Ζθετικοί πραγματικοίµεχ«Υγ--2Ξ 1 να δείξετε ότι: 


-ν γα 


Ψ-ΧΥ. εἰ 
χεΙ ντ 


ΖαΤ4 


49) Ανχ,͵γ,ΖΣ0καιχ«Υ--ζ- ], να αποδειχθεί ότι: 2(Χ΄ -ε Υ --2)) «9ΧΥ72 


50) ΓιακάθεπεΝ᾽ µεῃ } 1 να δειχτεί ότι: 


3 


4 
ν2. 3 -- νά... «δα «2 


51) Ανα ε} να δείξετε ότι:(1 --α-α κας 4(1 γα; «α΄ -- α)) 


52) Αναιςαρς...«απκαϊβιςβος...ς βιτότε: 
αιβι τ 62β21..: Γἄμβα. αι ΤαλΤ... Ταν βιβ21... Έ βη 
η - η η 
Ενώ αν:αιςαρς...ζςαμκαιβι2β22...2βιτότε: 
αιβι αλβ... Ί ἄπβη αι Σ.Ε... Ἑ ἄπ βι ΕΣ β2 1... Ε βι 
η νν η η 
53) Αν χ, Υ,Ζε(θ, -οο) και ΧΥΖΞ ] να δείξετε ότι: 
Μα Ν 1997 εν 


54) Ανοι θα: αι, αλ, ..., ἄμ και βι, β., .... 


βι είναι θετικοί πραγματικοί, να αποδείξετε την α- 


νισότητα: Ὑίαι -- βι)-(α» «- β»)'..."(αν «- βη) 2 ψαια....ᾱᾳ -- γβιβ»...βι 


55) Αναι, α.,... 


πίαι -αλγ... Τα) « π(αὶ ο αὖ κ... 


56) Να αποδείξετετην ανισότητα: Ν2:Ψ4-γ8. 


»αμ θετικοί πραγματικοί να αποδείξετε την ανισότητα: 


ἆαρ) 


6... ψρος ΠΙ 
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57) Αν είναιθς«αις 1] γιακάθεῖς ], 2, 4,...,Π να δείξετε ότι: 
(αι -- α) 1... Ἔ απ) -- αιαρ...αι «π- Ι 
58) Αν όλες οι ρίζες της πολυωνυµικής εξίσωσης: αρχ’ --αμ- ιΧ ὃν αικ  αρΞξ0 είναι θετι- 


κοί πραγματικοί αριθμοί, να δείξετε ότι ισχύει η ανισότητα:  ν Πέ 


50) Αν ο αι, αλ, ..., απ-ι του πολυωνύµου 
Ρ(χ) Ξ χ" αγ αικ” Κα 214... αμ. ΙΧ Ι 
είναι όλοι µη αρνητικοί και αν αυτό έχει η διαφορετικές πραγματικές ρίζες, να δείξετε τότε 


ότι: Ρ(2)2 3". 


Ε. ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 


60) Από-το µέσον Ῥ μιας χορδής ΑΒ θεωρούμε τις χορδές ΓΔ και ΕΖ ενός κύκλου (Ο). Αν οι 
χορδές ΓΖ και ἘΔτέμνουν την ΑΒ στα Η και Θ, να δείξετε ότι θα είναι: ΗΡ Ξ6ΘΡ. 

61) Έστω ΑΒΟΡ κυρτό τετράπλευρο και έστω τα σηµεία Αι ε (οΡ), Α) ε (8Ο), 6ι ε(ΑΡΒ), 
Ο) Ε(Α.Γ). Έστω (ΑΑ)) Π(ΟΕΙ/)Ξ {Μ], (ΑΑι) (0) {Ν). Να: δείξετε ότι αν τρία από τα 
τετράπλευρα ΑΒΟΡ, Α/)ΒΟΙΜ, ΑΜΕΝ, ΑΙΝΕΟ;/Ό είναι εγγράψιµα σε κύκλο, τότε και το τέ- 
ταρτο είναι επίσης εγγράψιµο. 

62) Ένα κυρτό τετράπλευρο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας |. Δείδτε ότι η απόλυτη τιµή 


της της διαφοράς της περιµέτρου του µε το άθροισµα των διαγωνίων του, είναι µεγαλύτερη του 
0 και μικρότερη του 2. 


63) Δύο ισόπλευρα τρίγωνα είναι εγγεγραμμένα στον ἴδιο κύκλο ακτίνας τ. Έστω Κ. το εμβαδόν 
του κοινού µέρους τῶν δύο τριγώνων. Να δειχτεί ότι2Κ2 τν. 

64) Έστω ΑΒΓΔ κυρτό τετράπλευρο µε πλευρές ΑΒ -α,ΒΓΞβ, ΓΔΞγΥ, ΔΑ-Ξ ὃ και διαγώνιες 
ΑΓΤΞ ἆι και ΒΔΞ ἆ). Να δείξετε τότε ότι: 
ῶὢ, ον ἆ, ς αγ 4 βδ 


κ. αι αὃ ΣΡΥ αν και µόνο αν το ΑΒΓΔ είναι εγγράψιµο σε κύκλο 
ἆ; αβ Ἕ γδ ' . ε 


(83) ἁ1-ἀ2 -- αγ’ -« β/δ΄ αν και µόνο αν Ά «Τ -- 909 
(ἰν) Εμβαδό (ΑΒΓΑ) « Ἱ({Ἱ. 


65) Έστω ΑΓ ισοσκελές τρίγωνο (ΑΒ - ΑΓ) µε ΒΓ - α και έστω δ η διχοτόµος της Ά. Να δει- 


ί πα 
χτεί η ανισότητα: σσ 2 


ΣΤ.ΣΥΝΑΡΤΗΣΙΑΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ 


66) Δείξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση {: Ζ --» Ζ τέτοια ώστε: {({(π))-π- 1 γιακάθεπεὔ. 


67) Δείξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση {: Ἐ -- Ἐ που να είναι 1 -- Ι και {(κ) « Εἴκ)-ΚΙ -- κ) για 
κάθεχ εἰ. 


68) Δείξτε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση { ξ --» τέτοια ώστε: {(κ2) α {(23) ΕΙ - θγιακάθεχ εκ. 

69) Βρείτε όλεςτις | -- | συναρτήσεις {: Κ᾽ -- Κ᾽ που ικανοποιούν τη σχέση: {({χ)).{χ) - 1 για 
κάθεχ εἰ. 

70) Βρείτε όλεςτις συναρτήσεις Ε: Ν --- Ν που ικανοποιούν τη σχέση: {({(π)) -- ἔ(π) - 2π «- 3 για 
κάθεπ εν. 


71) Βρείτε όλεςτις συναρτήσεις ΓΚ --»- Ἐ που ικανοποιούν τη σχέση: {χε γ)Ξ Ξ (9) 4 Εν) για 
κάθεχ.γ εἰ. 


72) Δείξετε ότι δεν υπάρχει συνάρτηση {: Κ -- Ἐ που ικανοποἰείτη σχέση: 
κ; {(κ)) «χ2") ΕΙ Ξ0γιακάθεχ εξ. 
73) Βρείτε συνάρτηση {  Κ.-- Ε µε {0)«0πουνα ικανοποιεί τη σχέση: Γκ) . {Υ) Ξ ἄχ { Χχγ) για 
κάθεχ.γ εἰ. 
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74) Βρείτε συνάρτηση ΕΚ -- που ικανοποιούν την σχέση: χ{(γ) - γέ(κ) Ξ (κ - Υ) Εκ) ΕΥ) για 
κάθεχ,γ εἰ. 

75) Έστω ΕΚ -- Κ συνάρτηση που ικανοποιεί της συνθήκες: (1) {α)ςχγιακάθεχε[ 
και (19) ἄκ Υ)ς Ε(Χ) Ε ΠΥ) γιακάθεχ.γ εξ 
Δείξετε ότι {χ)Ξχγιαχεἷ. 


Ζ. ΑΡΧΗ ΡΙΕΙΟΗΙΕΤ,ΚΑΜΡΕΥ,ΣΥΝΔΥΑΣΤΙΚΗ 


76) Έστω Α ένα οποιοδήποτε σύνολο 20 αριθμών από τους όρους της αριθμητικής προόδου 
1, 4, 1, 10, ...., 100. Δείξτε ότι μεταξύ των στοιχείων του συνόλου Α θα υπάρχουν δύο πουτο 
άθροισμά τους θα ισούται µε 104. 

77) Έστω κ ένας πραγματικός αριθµός. Δείξτε ότι μεταξύ των αριθµών χ, 2Χ. 3χ. ..., (π -- Ι)χ υ- 
πάρχει κάποιος ο οποίος διαφέρει από κάποιον ακέραιο το πολύ 


78) Επιλέγουμε.τυχαία ένα σύνολο Α από 10 αριθμούς μεταξύ των 1, 2, 3, ..., 99. Δείξτε ότι υ- 
πάρχουν δύο µη κενά, ξένα μεταξύ τους υποσύνολατου Α, µε το ίδιο άθροισµα στοιχείων. 


79) Αποδείξτε ότι μεταξύ οποιωνδήποτε 4 πραγματικών αριθµών υπάρχουν δύο Χ, Υ έτσι ώστε: 


0 -ᾱ--Ἡ. «|. 
1 -- ΧΥ 


80) Αν όλες οι ακμές και οι διαγώνιες ενός οκταέδρου χρωματιστούν κόκκινες ή µπλε, να δεί- 
ξετε ότι θα υπάρχει τρίγῶνο µε πλευρές ἴδιου χρώματος. 

81) Να αποδείξετε ότι σε οποιαδήποτε συγκέντρωση έξι ατόμων θα υπάρχουν τρεις τουλάχι- 
στον που είτε θα γνωρίζονται ανά δύο είτεθα είναι άγνωστοι ανά δύο. 

82) Πόσοι αριθμοί μπορούν να επιλεγούν µέσα απότο σύνολο {1, 2, 3. ..., 1997} ώστε να µην υ- 
πάρχει μεταξύ αυτών ζευγάρι αριθµών µε διαφορά 4. 

83) Ἐπτά (7) οµάδες υλοτόμων κόβουν συνολικά 100 δέντρα. Ποιος είναι ο μικρότερος αριθµός 
δέντρων που ενδέχεται να υλοτόμησε η ομάδα που υλοτόµησετα περισσότερα; Ποιος είναι 
ο μεγαλύτερος αριθµός δέντρων που ενδέχεται να υλοτόμησε η ομάδα µε τα λιγώτερα δέ- 
ντρα, 

84) Κάθε πρόσωπο σε µια ομάδα Ν µελών αγαπάει ακριβώς 4 πρόσωπα της ομάδας. Ποια είναι 
η µεγαλύτερη τιµή που µπορεί να πάρει το Ν έτσι ώστε να υπάρχουν δύο άτοµα τουλάχι- 
στον που να αγαπάει ο ένας τον άλλο; 

85) Στο Δημοτικό Σχολείο ενός χωριού φοιτούν 20 µαθητές. Αν οποιοιδήποτε δύο µαθητές έ- 
χουν ένα κοινό παππού, δείξτε ότι κάποιος παππούς έχει τουλάχιστον 14 εγγόνια σ' αυτό το 
Σχολείο. 

86) Δίνονται 2η διακεκριµµένα μεταξύ τους σηµεία του επιπέδου. Δείξτε ότι αυτά µπορεί να 
συνδεθούν μεταξύ τους µε µια συνεχή τεθλασμένη ώστε τα ευθύγραμμα τµήµατα που ορίζο- 
νται να µην τέμνονται. 

87) Δίνονταιτα σηµεία Αι, Α., Α:., ..., Απ στη σειρά σε µια ευθεία (ε). Κάθε σηµείο χρωµατίζε- 
ται κόκκινο ή μπλε. Αν τώρα το χρώμα δύο γειτονικών σημείων Α, και Αι: ;ι εἶναι διαφορε- 
τικό, τότε χρωματίζουµε το τµήµα ΑΙΑΙ νι κίτρινο. Να αποδείξετε ότι αν το πρώτο και το 
τελευταίο σηµείο είναι διαφορετικού χρώματος, τότε ο αριθµός των κίτρινων ευθύγραµµων 
τμημάτων θα είναι περιττός. 


88) Ένα τετράγωνο διαστάσεων (η -- 1) Χ(ῃ -- 1) χωρίζεται σείῃ -- 1); μοναδιαία τετράγωνα µε 
το συνήθη τρόπο. Κάθε µια απότις π; κορυφές αυτών τῶν µοναδιαίων τετραγώνων χρωματί- 
ζεται κόκκινη ή µπλε. Βρείτε τον αριθµό των διαφορετικών χρωματισµών που μπορούμε να 
κάνουμε, έτσι ώστε κάθε μοναδιαίο τετράγῶνο να έχει δύο ακριβώς κόκκινες κορυφές. 

(Δύο χρωματισμοί θεωρούνται διαφορετικοί αν µια τουλάχιστον κορυφή στους δύο αυτούς 
χρωματισμούς εμφανίζεται µε διαφορετικό χρώμα). 
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36” ἄπεθνής Μαθηματική Ολυμπιάδα 
ο Μαν ἆαί Ρ]αία, Αργεντινή 1997 


Ἐπιτροπή Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε. 


Πρόβλημα 1 

Στο καρτεσιανό επίπεδο τα σηµεία µε ακέραιες συντεταγμένες είναι κορυφές τετραγώνων µε πλευ- 
ρά µήκους ένα. Τα τετράγῶνα αυτά χρωματίζονται εναλλάξ μαύρα ή άσπρα (όπως σε µία σκακιέρα). 

Για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίων πι και π, θεωρούμε ένα ορθογώνιο τρίγὠνο για το οποίο 
ισχύουν ότι: 

!) οι κορυφές του είναι σηµεία µε ακέραιες συντεταγμένες 

1) οι κάθετες πλευρές του βρίσκονται κατά µήκος τῶν πλευρών τῶν παραπάνω τετραγώνων 

Π1) οι κάθετες αυτές πλευρές έχουν µήκος πι η µια καιπ η άλλη. 

Έστω 81 το συνολικό εμβαδόν εκείνου του τμήματος του τριγώνου που είναι χρωματισμένο μαύρο 
και έστω 5) το συνολικό εμβαδόν εκείνου του τμήματος του τριγώνου που είναι χρωματισµένο άσπρο. 
Θέτουμε πι, ῃ) Ξ [δι -- 91]. 

α) Να υπολογίσετε τα ἴἔπι, π) για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίων πι και π οἱ οποίοι είναι είτε 
και οι δύο άρτιοι είτε και οι δύο περιττοί. 

β) Να αποδείξετε ότι για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίων πι, η ισχύει 


πι π)ς πιθχ (τη, πλ. 


Υ) Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει σταθερά ο τέτοια ώστε για κάθε ζεύγος γνήσια θετικών ακεραίων 
πι, η να ισχύει ἄπι, Π) «ο. 
Λύση 
(α) Έστω ΑΒΟ το ορθογώνιο τρίγωνο του οποίου οι κάθετες πλευρές έχουν ακέραια µέτρα και οι κο- 
ρυφές του είναι κορυφές των δοσµένων τετραγώνων µε ΑΞ 905, ΑΒ - πι και ΑΟ Ξπ. Ας θεωρήσουμε 
τοπι χπ ορθογώνιο ΑΒΡΕ, όπως φαίνεται στο σχήµα Ἱ. 


σχήμα | 
Έστω ένα τυχαίο πολυγώνο Ρ και ας συµβολίσουμε µε 8Ι(Ρ) το µέρος της επιφάνειας του Ρ, που εἶ- 
ναι χρωματισμένο μαύρο και µε ΔΡ) το µέρος της επιφάνειας του Ρ, που είναι χρωματισμένο άσπρο. 
Όταν τα πι και π είναι και τα δύο άρτια ή και τα δύο περιττά ο χρωματισμός του ορθογωνίου έχει 
κέντρο συμμετρίας το µέσον της υποτείΐνουσας ΒΟ. Τότε έχουµε: ΒΙ(ΑΒΟ) Ξ ΜΙΒΟΡ) και 
ΒΑ(ΑΒΟ)Ξ 5ΒΟΓ)). 


Επομένως ἄπι, π) ΞΙ5ΑΒΟ) - ΔΚΑΒΟ) Ξ3ΙΚΑΒΡΟ) -ΦΚΑΒΡΟΙ. 


Παρατηρούμε ότι πι, π) Ξ 0 όταν πι και π είναι και τα δύο άρτια και ἅπι, π) Ξ Ξ όταν τα πι και π εἶ- 


ναι καιτα δύο περιττά. 
(β) Έστω τώρα ότι το πι είναι περιττό και το Π άρτιο. Ας θεωρήσουμε ένα σηµείο 1, στην ΑΒ τέτοιο ώ- 
στε ΑΙ. Ξπι -- 1 όπως φαίνεται στο σχήµα 2. 
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Θέματα 385 ΔΑΜΟ -- Μα ἀεὶ ΡΙαία, Αργεντινή 1997 
Αφού οπι-- ] είναι άρτιος, έχουµε ότι «πι -- 1, π)Ξ 0 και δΙ(ΑΙ/Ο)Ξ ΚΑΙ). 
Ἐπομένως ἅπι, π) Ξ/5Ι(ΑΒΟ) - ΣΚΑΒΟ)! Ξ/5Ι(1.ΒΟ) - ΞΚΙΒΟ)Ι «Εμβαδόν (1 ΒΟ) 5 «πιαχίσα, η). 


Β 


Α σ 
σχήμα 2 

(Υ) Ας υπολογίσουμε το {Ε2Κκ -ε 1, 2). Όπως και στο (β) θα θεωρήσουμε ένα σηµείο 1, στην ΑΒ, τέτοιο 
ώστε ΑΙ. - 2Κ. Αφού {2Κ, 2Κ) - 0 και 5Ι(1ΒΟ) Ξ 54{ΑΙ.Ο), έχουµε ότι 

Π2κ -- 1. 2Κ) ΞΙ5Ι(1 860) - 51ΒΟ)Ι 

Το εμβαδόν του τριγώνου Τ.ΒΟ είναι Κ. Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι η διαγώνιος 
ΣΟ διέρχεται µόνο από μαύρα τετράγῶνα (δες το ακόλουθο σχήµα 3). Τότε το µέρος του Τ.ΒΟ που είναι 
χρωματισµένο άσπρο αποτελείται από τα τρίγωνα ΒΙ ΝΟ, Μοκ - ιν - Νοκ, --., Μι-ιΝι, τα οποία είναι 
όµοια µετο ΒΑΟ. Το συνολικό εμβαδόν που καταλαμβάνουν είναι: 


. 2κ (οι), (2κ-- Ιὼ )) 1 2: 2, 4κ κ] 
180) -ἷ-- κ [20 2 |» 1... . -κτ1 
κ μὰ.. πσροτ(ϱ " 2κ ) Ἑωατος ον ον τς 
Επομένως 5(1βο)-κ--γ κ» ἡτησακ- [) και Κ2Κ 3 1, 20-51. 
Η συνάρτηση αυτή παίρνει αυθαίρετα µεγάλες τιµές. 


Πρόβλημα 2 

Έστω τρίγωνο ΑΒΟ του οποίου η μικρότερη γωνία είναι η Α. Τα σηµεία Β και « διαιρούν τον περι- 
γεγραμμµένο περί το τρίγὠνο ΑΒΟ κύκλο σε δύο τόξα. Στο τόξο Β6 που δεν περιέχειτο Α παίρνουμε ένα 
σηµείο Ὁ, διαφορετικό από τα Β και ο. 

Έστω ότι οι µεσοκάθετες των ευθυγράµµων τμημάτων ΑΒ και ΑΟ τέµνουν την εὐθεία ΑΙ} στα ση- 
µεία } και Ν/ αντίστοιχα. Έστω ακόµα ότι οι ευθείες ΒΝ και ΟΥ/ τέμνονται στο σηµείο Τ. Να αποδείξε- 
τεότιισχύειΑΙ{ΓΓΞΤΒ -- Το. 

Λύση 
Ας συµβολίσουμµε µε Β και ο τις διαµέτρους που είναι µεσοκάθετες τῶν ΑΒ και ΑΟ αντίστοιχα καιας ο- 
ρίσουµε έναν προσανατολισμό για τα τόξα. Τότε ο συμβολισμός ΡΩ ορίζει ένα μοναδικό τόξο του κύ- 
κλου. 


Έστω Χ. Υ τα σηµεία στα οποία τέµνουν τον κύκλο οι ευθείες ΒΥ και ΟΝΝ αντίστοιχα. Τότε ο - ἀὖ 
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και ΧΒ - Αθ λόγω συμμετρίας. Συνεπώς, ΧΗ - Υο, οπότε οι χορδές ΒΧ και ΥΟ είναι συμµετρικές ως 
προς τη διάµετρο ἆ, που διέρχεται από το µέσον του τόξου ΒΥ (σχήμα 4). 

Αφού το σηµείο Τ ανήκει στη µεσοκάθετο ἁ των ΒΥ και(ΟΧ, προκύπτειότιΤΕΞΤΥκαιΤΟΞ ΤΧ. 
Επομένως, ΑΓ Ξ ΒΧΞΒΤ. ΤΧΞ ΤΒ Το. 


σχήμα 4 
Πρόβλημα 5 
Έστω κι, Χ., ..., Χῃ πραγματικοί αριθμοί ,που ικανοποιούν τις συνθήκες |χΧι -- Χ) Ε ... Ἔ Χῃὶ Ξ 1 και 
χι κ Ἡ γιαῖ- 1, 28. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει μετάθεση γι, Υ2, ..., Ὑπ τῶν Χι, Χ2, ..., Χῃ τέτοια ώστε να ισχύει: 


π 1 
λα. 


[γι - 27: Έ ... Ἔ πηγη] 


Λύση 
Σε κάθε μετάθεση πξ (γι, Υ2, ..., Υπ) τῶν Χι, Χ», ..., Χπ αντιστοιχούµε την τιµή 5(π) που εκφράζει το ά- 
θροισµα Υι - 2}. {Ε ... Ἔ Πγῃ. Έστω τΞ ο Πρέπει να αποδείξουµε ότι |9(π)| Ξτ͵ για κάποια µετάθε- 


σηπ. 
Ας θεωρήσουμε την ταυτοτική μετάθεση πο Ξ (Χι, Χρ, ..., Χπ) Και την αντίστροφη μετάθεση 
πξ (Χ Χι-ἰς.. ΧΙ). Αν [κ «τὴ ΙΒ(π)| «τ, τότε ο ισχυρισμός είναι αληθής. Έστω ότι |5(πο)| 2 τ και 
|5(π)| Στ. Τότε: 

5(πν) «- 5(π) Ξ(κι -- 2Χ. «- ... Ε ΠΧ) «- (Χῃ -- 2χῃ. ΙΕ... Σ ΠΧ) Ξ(Π «- Τ)(Χι -Ε ... Ἔ Χπ) 
επομένως έχουµε ότι |5(πρ) -- 5(π)| Ξ (α -ε 1) Ξ 2τ. Αφού καθένας από τους αριθμούς 5(πρ), 5(π) ξεπερνά 
κατ’ απόλυτη τιµή τοτ, θα πρέπει να είναι ετερόσηµοι, δηλ. ο ένας θα είναι μεγαλύτερος τουτ, ενώ.ο άλ- 
λος μικρότερος του --. 
Ξεκινώντας από την πο, μπορούμε να κατασκευάσουµε μεταθέσεις µε συνεχείς εναλλαγές διαδοχικών 
στοιχείων. Πιο συγκεκριµένα υπάρχει µία ακολουθία µεταθέσεῶν πο, πι, -.., ππι τέτοια ώστε πι π και 
για κάθε ἵ ε {θ, ..., πι -- 1}. η μετάθεση πι ;ι προκύπτει από την πι µε εναλλαγή δύο διαδοχικών της ό- 
ρων. 
Επομένως, γιατις δύο μεταθέσεις πι; {γι, Υ, ..., Υπ} καιπι νι ξ {ζι, Ζ,, ..., Ζη) θα υπάρχει ένας δείκτης 
Κε({ἰ,...,Π -- 1} τέτοιος ώστε: 

ΖκΞ γκι Ζκ ει Ξγι.ΖΙΞ γΙ για]: Κ,κ -- ιν 
Αφού οι αριθµοί χι δεν ξεπερνούν κατ’ απόλυτη τιµή τοτ, θα έχουµε ότι 

Ιδίαι |) -- 5(πι)! Ξίκσι τε (Κε κει νε (Κ 1 1)γκ νι] Ξγκ- Υκι] ΣΙ] τ γκι] ς2. 
Συνεπώς, η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών όρων της ακολουθίας 5(πρ), Ξ(πι), ..., 3(ππι) δεν ξεπερνά 
το 2Γ. 
Όμως οι πραγματικοί αριθμοί 9(πο), Ῥ(πῃι) βρίσκονται εκτός του διαστήματος [--, Γ] και είναι ετερόση- 
μοι. Συνεπώς, ένας τουλάχιστον από τους 8(πι) θα ανήκει στο διάστηµα αυτό, δηλ. |5(πι) «τ και έχουµε 
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αποδείξειτο ζητούμενο. 


Πρόβλημα 4 
Θεωρούμε π Χ π τετραγωνικούς πίνακες που όλα τα στοιχεία τους ανήκουν στο σύνολο 


ΞΞ{1,2,...,2Π-- 1}.Ένας τέτοιος πίνακας ονομάζεται "ασημένιος" αν, επιπλέον, έχει την ιδιότητα: για 
κάθε 1Ξ 1, 2, ..., Π, τα στοιχεία της ἶ γραμμής του µαζί µε τα στοιχεία της ἶ στήλης του περιέχουν όλα τα 
στοιχεία του 5. 
Να αποδείξετε ότι: 

1. δεν υπάρχει ασηµένιος πίνακας στην περίπτωση π.Ξ 1997, 

Π. υπάρχουν άπειρες το πλήθος τιµές του π για τις οποίες υπάρχουν ασηµένιοι πίνακες. 


Απόδειξη 

() Έστω π Σ 1 ένας ακέραιος. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένας "ασημένιος" πίνακας ΑπΧπ. Έστω χ 
ένα σταθερό στοιχείο του συνόλου {1, 2, ..., 2Η -- 1}. το οποίο δεν ανήκει στην κύρια διαγώνιο του πί- 
νακα Α. (Ένα τέτοιο στοιχείο υπάρχει, αφού το πλήθος των στοιχείων του πίνακα είναι 2η -- 1, ενώ η 
διαγώνιος αποτελείται από π). Την ένωση τῶν στοιχείων της ἰ-γραμμής και της ἱ--στήλης θα την καλού- 
µε "ϊ-- σταυρό". Το δοσμένο στοιχείο χ θα εμφανίζεται ακριβώς µια φορά σε κάθε σταυρό. Αν λοιπόν το 
Χ βρισκεται στην ἶ--γραμμή και στη ἵ-στήλη, τότε θα ανήκει ταυτόχρονα στον " ἱ-σταυρό" και στον " |- 
σταυρό". Θα λέμε τότε ότι οι δύο αυτοί σταυροί είναι "χ-συνδεδεμένοι”. (Π.χ. στον ακόλουθο πίνακα Α 
ο 155 και ο 4” σταυρός είναι 6- συνδεδεμένοι). Επομένως, όλοι οι Π σταυροί σχηματίζουν ζεύγη κ-- 
συνδεδεµένα, άρα ο Π πρέπει να είναι άρτιος, ενώ ο 1997 είναι περιττός. 


ι 5: 
(14) ΓιαηΞ2ο πίνακας 11 ] είναι "ασημένιος". Για π -- 4 έχουµε τους 


ια α αἃ 

- νὰ 
πεειε 
ος κ 
Η κατασκευή τέτοιων πινάκων γενικεύεται. Έστω ότι υπάρχει ένας π χ.π "ασημένιος”" πίνακας Α. Τότε 
μπορούμε να κατασκευάσουµε έναν 2η χ2Π "ασημένιο" πίνακα Ώ της µορφής: ΏΞ | . » [ όπου ο Β 
είναι ο Π Χ π πίνακας, που προκύπτει αν σε κάθε στοιχείο του Α προσθέσουµε το 2Η, ενώ ο Ο προκύπτει 
αν στον πίνακα Β ονενωκασεήσσυμε όλα τα στοιχεία της '- διαγωνίου του µε 2Π. Τότε ο πίνακας Ὁ 
που προκύπτει είναι "ασημένιος". 
Για να το αποδείξουµε ας θεωρήσουμε τον "ῖ--σταυρό" του Ὦ και έστω ότιῖ «π(η άλλη περίπτωση απο- 
δεικνύεται όμοια). Ο σταυρός αυτός αποτελείται από τον "ἷ--σταυρό”" του Α, την ἶ--γραμμή του Β καιτην 
ἱ--στήλη του Ο. Ο "ῖ- σταυρός" του Α περιέχει όλα τα στοιχεία του συνόλου {1. 2, ..., 21 -- 1}. ενώ η ἱ-- 
γραμμή του Β και η ἱ-στήλη του Ο περιέχουν όλα τα στοιχεία του συνόλου {2π, 21 -ε ], ..., 4η -- 1}. 


Πρόβλημα 5 
Να βρεθούν όλα τα διατεταγμένα ζεύγη (α, β) ακεραίων α 2 1, β 2 Ι, που ικανοποιούν την εξίσωση 


αὃ) - β'. 
Λύση 
Έστω (α, β) µία λύση της εξίσωσης και ἆ ο μέγιστος κοινός διαιρέτης τῶν α, β. Τότε α Ξ ἁι και β - ἀν, 
όπου α, ν είναι σχετικά πρώτοι. Η δοσµένη εξίσωση είναιισοδύναµη µε την ακόλουθη: 
(40) " - (άν) (1) 
Συγκρίνοντας τους εκθέτες ἀν' και Ἡ, προκύπτουν οι ακόλουθες περιπτώσεις. 


Περίπτωση Ἱ. ἀν΄ -μ 


Τότε από την (1) έχουµε ότι. ν. Αφού οι, ν είναι σχετικά πρώτοι θα έχουµε ότι. ν - ] και από την 
ἂν Ξι προκύπτει ότι ἆ - Ι. Επομένως, αΞβ-Ξ Ι, η οποία είναι λύση της (1). 
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Περίπτωση 2. αν δμ 


Τότε η (1) γράφεται ως εξής: αυ αμ --ν' (2) και έχουµε ότιτο ωά διαιρεί το ν'. Αφού οι, ν είναι 


σχετικά πρώτοι, έχουµε ότι µΞ 1 και η (2) γίνεται αι ν (3). 
Αν ἆ -- 1 τότε λόγω της (3) θα είναι καιν-- 1 και η ανισότητα ἀν' Σι είναι αδύνατη. Για ἆ Σ 2 έχουµε ὁ- 


2 
πα ον αν ὅδη ὃς, ν,γιανς Ι, 2, 3, ... και η ανισότητα αυτή έρχεται σε αντίφαση µε την (3), 
οπότε δεν υπάρχουν λύσεις στην περίπτωση αυτή. 


Περίπτωση 3. ἀν' « 


Οπότε ἆ « ι. Τότεη (1) γράφεται ως εξής: πα, (4) και έχουµε ότιτο ν΄ διαιρεί το μ 
Αφού οι αι, ν είναι σχετικά πρώτοι, προκύπτει ότιν -- 1 και η (4) γίνεται μά-- ἀ 4 (5) 

Οιβάσεις της εκθετικής αυτής εξίσωσης ικανοποιούν την ανίσωση ἆ «ι, επομένῶς οι εκθέτες θα έχουν 
την αντίθετη διάταξη, δηλ. ἆ «ιι -- ᾱ. 

Λόγω της (5), κάθε πρώτος διαιρέτης Ρ του ἆ, θα είναι και πρώτος διαιρέτης του µ. Θεωρώντας Υ, Ζτους 
µέγιστους εκθέτες για τους οποίους ισχύει ότι Ρ]]μ, Ρ΄]ἀ, έχουµε λόγω της (5) ότι γα -- Ζία -- ἆ), οπότε 
Υ 27. Επομένως το ἆ διαιρεί το α, δηλ. α -- Κά, για κάποιον ακέραιο Κ. Παρατηρούμε ότι Κ 2 3, καθώς 
μ 2:24. Αντικαθιστώντας όπου µ -- Κά στη σχέση (5), έχουµε ότι 

κ-ά (6). 

Τότε το ἆ δεν είναι ]. Επομένως, ἆ 22. 

ΑνΝΚΞ 3, τότελόγω της(6) είναι ἀΞ 3, οπότειΞ9.αΞξ 27,βΞ3. 

ΑνΚ- 4, τότε λόγω της (6) είναι ἆ΄ --4, οπότε ἀ-2,1-8,α- Ι6.β-2. 

ΑνΚΣ25,τότεά 22 ΣκΚκαιη (6) είναι αδύνατη. 

Επομένως η εξίσωση έχειτρεις λύσεις: (α, β)Ξ (1, 1), (27, 3) και (16, 2). 


Πρόβλημα ό 

Έστω π γνήσια θετικός ακέραιος. Συµβολίζουμε µε {{π) το πλήθος των τρόπων που µπορεί να πα- 
ρασταθεί ο Π ὡς άθροισµα δυνάµεων του 2 µε ακέραιους εκθέτες οι οποίοι είναι μεγαλύτεροι ή ίσοι από 
το μηδέν. 

Παραστάσεις οι οποίες διαφέρουν µόνο ὣς προς τη διάταξη των προσθετέων, θεωρούνται ὡς ταυ- 
τόσηµες. Παραδείγματος χάριν ισχύει {(4) -- 4, διότι ο αριθµός 4 µπορεί να παρασταθεί µε τους ακόλου- 
θους τέσσερις τρόπους, 4ἠ292ἠ2Ε] ΕΙ ή] -εΙ - 1-1. 

2 2 
η π 
Να αποδείξετε, ότι για κάθε ακέραιο π 2 3, ισχύει24 «23 «22. 
Απόδειξη 
Αν π Ξ 2Κ - 1] είναι ένας περιττός αριθµός μεγαλύτερος του 1, τότε κάθε αναπαράσταση του η στη δο- 
σµένη µορφή θα έχει προσθετέο το "1". Σβήνοντας το "1" θα έχουµε µία αναπαράσταση του αριθμού 2Κ 
και αντιστρόφως. Έχουμε λοιπόν την ακόλουθη αναγωγική σχέση: 

Π2Κ - Ι)Ξ 2) (1) 

Επιπλέον, αν π - 2Κ είναι ένας άρτιος ακέραιος, τότε κάθε αναπαράσταση του π στη δοσµένη µορφή θα 
έχει δύο τύπους: είτε θα περιέχει προσθετέους ίσους µε 1] ή όχι. Στην πρώτη περίπτῶση σβήνοντας ένα 
"1" έχουµε µία αναπαράσταση του 2Κ -- 1 όπως προηγουμένως. Επομένως, έχουµε µία ] -- 1 σχέση των 
αναπαραστάσεων 1’' τύπου του 2Κ και όλων τῶν αναπαραστάσεων του 2Κ -- Ι. Στην περίπτωση του 2" 
τύπου αναπαραστάσεὼν (χωρίς προσθετέους ίσους µε "1]”), μπορούμε να διαιρέσουµε όλους τους προ- 
σθετέους µε 2 και να επιτύχουμε µία αναπαράσταση του Κ και η αντιστοίχιση αυτή είναι 1 -- 1. Έχουμε 
λοιπόν την ακόλουθη αναγωγική σχέση: 

π2Κ)Ξ-Ποκ-ι) κα (ϐ 
Οι σχέσεις (1) και (2) ισχύουν για κάθε ακέραιο Κ2 1. Προφανώς, {1)Ξ]. 

Ας θέσουµε {0) - 1, ώστε η σχέση (1) να ισχύει και για Κ Ξ 0. Από τις (1) και (2) προκύπτει ότι η συ- 
νάρτηση Ε είναι αύξουσα. ι 


Αντικαθιστώντας στη (2) το Π2Κ -- 1) µε Κ2κ -- 2) -λόγω της (1)-- καταλήγουμε στην εξίσωση: 
{(2Κ) πὸ {2Κ ο. 2) μα ΚΚ), γιαΚΞ 1.2, σοι 
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Προσθέτοντας τις σχέσεις αυτές για ΚΞ Ι, 2, ..., Π, έχουµε την ακόλουθη εξίσωση: 
{2π) - {0) 4 1) -Ε... «Ε ἄπ),γιαπΞ 1,2,3,... (3) 


Θα υπολογίσουμε κατόπιν τα ζητούμενα φράγµατα της ακολουθίας {{2"), για ΠΞ 1. 2... 
Ο υπολογισμός του άνω φράγµατος είναι εύκολος, καθώς οι προσθετέοι στη σχέση (3) είναι όλοι µικρό- 
τεροι από τον τελευταίο. Επιπλέον, αφού 2Ξ {2) ς {π), για π 2 2, ἐχούμε ότι 
{{2π)Ξ2 (2) ες... {π)) «2 ε(α-- 1){π) ςπ) -ς(π -- 1)ζπ) Ξπίπ),γιαπ-2,3.4,... 
Συνεπώς, 
Π23 «21- νο" - 8 «201- . 2.- ο νὰ - Ά «20 1. 23 -2 2ἳ- να - π ος. «ία -1) (η -- 2)... 2) - 


π(π-- 1) 
κα. 


η(π- 1) [η 
Αφού2: 2 -2«22,γιαν 23, έχουµε αποδείξει το άνω φράγμα. 
Για το κάτω φράγμα θα αποδείξουµε πρώτα ότι: {0 - 1) -- 0) 2 βα -- 1) -- Πα) (4) 
όπου Ὁ 2α 2 0 ακέραιοι είτε και οι δύο άρτιοι είτε και οι δύο περιττοί. 
Πράγματι, αν οι α και Ὁ είναι και οι δύο άρτιοι, τότε λόγω της (1) θα έχουµε μηδενικά και από τα δύο 
µέλη της (4), ενώ αν είναι και οι δύο περιττοί, τότε λόγω της (2) θα έχουµε πυ -- 1) - {τ)- σσ 


ας] 
2 

Ας θεωρήσουμε τους ακεραίουςτ2Κ 2 Ι], όπου τ άρτιος. Με διαδοχικές αντικαταστάσεις στην (4) των α- 

ριθμώναξτ-], ο ξτς]για]Ξ0,..., Κ--Ι καιπροσθέτονταςτις.ανισότητες που προκύπτουν, καταλή- 

γουμε στην ἴτ -- Κ) --{{τ)2 Πτ- 1) -- ἄτ-- κ- 1). 

Αφού ο Γ είναι άρτιος, θα έχουµε ότι ἴτ -- 1) Ξ ἤτ), επομένως ἴτ -- Κ) -- ἤτ - κ -- 1) Σ 240), για 

Ες οι 

Προσθέτοντας τις ανισότητες για ΚΞ Ι, ...,τ έχουµε ότι: {1) -- {2) -- ... - (21) 2 2τῇ(τ). 

Λόγω της (3) το άθροισµα του δεξιού µέλους της ανισότητας ισούται µε {{4τ) -- 1, οπότε 

{4τ) 2 2τί(τ) -ε 1 Σ 2τ{(τ), για κάθε ακέραιοτ22. 

Θέτονταςτ-- 232 ἔχουμε ότι 2”) 523.21} (5) 

Για να εξασφαλίσουµε ότιοτΞ 2" 2είναι άρτιος θα πρέπει πι 22, ωστόσο η (5) ισχύει και για πι Ξ 2. 

Ας θεωρήσουμε κατόπιν έναν ακέραιο Π µεγαλύτερο του 1. Έστῶ 5 θετικός ακέραιος τέτοιος ώστεβδση 

καιας εφαρμόσουμε την ανισότητα (5)γιαπι-1Π,Π -- 1, ...,Π --25 2, οπότε παίρνουμε 


ο) ων” νε ών 21” ο πο ] ην” 28 ας ας πάν .-ᾱ 


{ία -- 1) -- ἤα)Ξ ) και η ανισότητα (4) ισχύει αφού η Ε είναι αύξουσα. 


αλ” 1) (η --3)-Ε... (η -- 25 -- μμ οι -3) ανα 


Αν τώρα΄ο π είναι άρτιος, θέτουμεξδ- - ενώ αν ο η είναι περιττός θέτουµε 5 μα «3 
Προκύπτουν τότε οι ανισότητες: 
π2 πὸ 
23) 524 «2’) -23, αν ο π είναι άρτιος 
(αἳ --Τ} (αξ 1) π2 
{2322 “ «2)-2 4 -25Σ24,ανοπ είναιπεριττός. 


Έχουμε λοιπόν υπολογίσει το ζητούμενο κάτω φράγµα για κάθε ακέραιο η 2 2 (το οποίο επίσης ισχύει 
καιγιαΠΞ 1). 
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Ελληνικό Στατιστικό Ινστιτούτο 


4ευκοπούλειος 4ιαγωνισμός Πιθανοτήτων 


31/1/1998 


1. Κάθε πακέτο του απορρυπαντικού ΤΙΡΕ περιέχει ένα κουπόνι πάνω στο οποίο αναγράφεται ένα από 
τα γράμματα Τ, 1, Ώ ή Ε. Αν ο πελάτης συγκεντρώσει όλα τα γράμματα της λέξης ΤΙΏΕ παίρνει ένα πα- 
κέτο δωρεάν. Ἑστῶ ότι όλα τα γράµµατα έχουν την ίδια πιθανότητα να εμφανισθούν σε ένα πακέτο. Να 
βρείτε την πιθανότητα να κερδίσει ἶ{ πακέτα (1 0, 1, 2) ένα άτοµο που αγοράζει δ πακέτα του απορρυ- 
παντικού. 

2. Εστω ότι ν ανδρόγυνα κάθονται µε τυχαίο τρόπο στις 2ν θέσεις ενός α) ευθύγραµµου, β) κυκλικού, 
τραπεζιού. Ποια είναι η πιθανότητα οι σύζυγοι κ συγκεκριμένων ανδρογύνων να κάθονται ο ένας δίπλα 
στον άλλο; 

4. Ο ανελκυστήρας µιας ν-όροφης οικοδομής ξεκινάει απὀ το ισόγειο της οικοδοµής µε κ άτοµα. Να 
υπολογισθούν οι πιθανότητες αποβίβασης. 


α) και τῶν κ ατόμων σε διαφορετικό όροφο 


β) τ συγκεκριμένων ατόμων από τα κ στον ίδιο όροφο και όλων τῶν υπολοίπων σε διαφορετικούς 
μεταξύ τους ορόφους οι οποίοι να διαφέρουν επίσης και από τον όροφο όπου αποβιβάστηκαν τα τ άτοµα. 


γ)τ; ατόμων από τα κ στον ἶ όροφο 1ξ 1, 2, ..., ν (τι ΕΙ) {-... ἘΙνΞξ κ). 


Λύσεις των θεμάτων 


1. Έστω Ρι, ἰΞξ 0, 1, 2η πιθανότητα να κερδίσει ο αγοραστής ἶ πακέτα. Για την εύρεση της Ρ; παρατη- 
8Ι 
2/)’ 


ρούμε ότι το πλήθος των συνολικών περιπτώσεων είναι 4) ενώ των ευνοϊκών ζ [αν χ είναι το πλήθος 


τῶν µεταθέσεων των στοιχείων ΤΤΗΒΒΡΕΕ, θεωρώντας ότι τα ζεύγη γραμμάτων ΤΤ, Π, ΡΕ, ΕΕ, αποτε- 
λούνται από διαφορετικά στοιχεία (π.χ. ΤιΤ.;, Πι1ρ, ΏιὈ», ΕΙΕ}) καταλήγουμε σε 2! : 2! -2Ι- 2! μεταθέσεις 
µε 8 διαφορετικά στοιχεία. Άρα (2!) χ -- 81]. 
8Ι 

2)’ 
Επομένως Ρ2Ξ εν 
Για τον υπολογισμό του Ρο παρατηρούμε ότι ΡΟΞ Ρ(ΑιΙ ΙΑ. Α.:ἱ) Αι) όπου Αι, Α., Α:, Αι είναι τα εν- 
δεχόµενα να µην εμφανισθεί το γράμμα Τ, [.Β, ΕΒ αντίστοιχα, στις δ αγορές. Όμως 

Ρ(ΑΙ ΙΑ.) Α:Ι ΑΙ) Ξ δι - 5) 5. -- 8η 


8 
πο. παν τα {) 


Ξ0,.03845. 


8 
5 ΞΡΑΙΠΑ)ΥΡΑΙΠΑΥ 3... ΡΑΙΠΑΟΞ 65) 


8 
5, -Ρ(ΑιΠΑ:ΠΑ)) /... ΕΡΑ Ω ΑΛΑ) 543) 
5/ΞΡ(ΑΙΠΑ2ΏΑΙΠΑΙ)Ξ0 
Αντικαθιστώντας βρίσκουμε ϱΡ0Ξ 0,377.ΤέλοςΡιΞ ] -Ρο- ΡΞ 0,58455 


2. α) Το πλήθος των συνολικών αποτελεσμάτων είναι (2ν)! Για την εύρεση των ευνοϊκών αποτελε- 
σµάτων, θεωρούμε τα κ συγκεκριµένα ανδρόγυνα ὡς κ στοιχεία και συμπληρώνουμµε µε τα υπόλοιπα 
2(ν -- κ) άτοµα των οποίων η σχετική θέση δε µας ενδιαφέρει. Έτσι έχουµε να µεταθέσουµε αρχικά 
2(ν -- κ) « κΞ 2ν -- κ στοιχεία και στη συνέχεια για τα κ συγκεκριµένα ανδρόγυνα να θεωρήσουμε τις 
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μεταθέσεις ΑΓ και ΓΑ. Άρα οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι (2ν -- κ)!2' και η ζητούμενη πιθανότητα 
(2ν -- κ)!2" 

(Άν)! 
β) Σε κάθε κυκλική μετάθεση τ στοιχείων αντιστοιχούν τ (απλές) μεταθέσεις. Έτσι το πλήθος τῶν κυκλι- 
κών µεταθέσεων τ στοιχείων είναι (τ -- 1)! Εργαζόμενοι µε τον ίδιο τρόπο όπῶς πριν, βρίσκουμε την πι- 


(2ν--κ-- 1/2" 
θανότητα νι 


3. Το πλήθος τῶν συνολικών περιπτώσεων είναι και στα τρία ερωτήµατα ίσο µε ν΄ 
α) Για τις ευνοϊκές περιπτώσεις παρατηρούμε ότι: το πρώτο άτοµο µπορεί να διαλέξει τον όροφο 
που θα κατέβει κατά ν τρόπους, για κάθε τέτοια επιλογή το δεύτερο άτοµο επιλέγει τον όροφο που θα 
κατέβει κατά ν -- 1 τρόπους ... το κ άτοµο επιλέγειτον όροφο πουθα κατέβειµεν --κ- 1 τρόπους. 
Άρα υπάρχουν ν(ν -- Ι)...(ν-- κ΄ 1) Ξ Δι τρόποι επιλογής και η ζητούμενη πιθανότητα είναι 
κ Μν--1)}...(ν--κ”. αν 


ν ν΄ 


β) Θεωρούμε τα τ άτοµα που θέλουµε να κατέβουν στον ίδιο όροφο ὡς ένα άτοµο -- οµάδα, οπότε 
το πρόβληµα ανάγεται στο ερώτηµα (α) µε (κ -- τ) 4- 1 άτοµα, αντί κ. Άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι 
Δι - . 1 


ν 


κ 
γ) Τα άτοµα που κατεβαίνουν στον πρώτο όροφο μπορούν να διαλεχτούν κατά . ) τρόπους, για 
1 


κ-τ 
κάθε τέτοια επιλογή τα άτοµα που κατεβαίνουν στο δεύτερο όροφο μπορούν να διαλεχτούν κατά Β ) 
7 
τρόπους κ.λ.π. Άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι 


αλα λα | κ 


νο ΤΙΙΤο).. «Γκι ν 


Θέματα Ολυμπιάδων 
Η συνάρτηση φ(ν) του ΕµΙ6γ και οι εφαρμογές της 


Δ. Γ. Κοντογιάννης 


1.1. Ορισµός. 


Η συνάρτηση φ: Ν᾽ -- Ν΄ που ορίζεται µε τον εξής τρόπο: φ(ν) είναι το πλήθος θετικών ακεραίων 
που είναι µη μεγαλύτεροι του ν και σχετικά πρώτοι µε το ν, ονομάζεται συνάρτηση Ευ]ετ (Ει]ετ {οίῖεπί 
Ειποίίοπ). Ο πίνακας µας δείχνει µερικές τιµές της φ(ν). 


ν συσυ σσ απαασαασσσα στ 
Ἰφν) 1 ἱ 2 2 4 2 6 4 6 4 Ι04 1) 6 ἃ 8 66 188 


1.7. Θεώρημα. 
Για τη συνάρτηση Ειίετ ισχύει; α) φ(ν) «ν͵,γιακάθενε Ν᾿ 


β) φ(ν)Ξν -- 1 αν και µόνο αν ον είναι πρώτος. 
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Απόδειξη 

α) Από τον ορισμό Ι.Ι. η (α) προκύπτει άµεσα. 

β) Αν ον είναι πρώτος, τότε είναι σχετικά πρώτος µε κάθε αριθµό κ «ν. Άρα φ(ν)Ξν - Ι. 
Αν ον είναι σύνθετος τότε υπάρχει κ«ν µε κ/ν͵ άρα (κ, ν) Ξ κ, επομένως φίν) «ν --Ι. 
Εφαρμογή. Αν ν σύνθετος, τότε φ(ίν)ςν --2. 


1.3. Θεώρημα 
Αν π πρώτος, τότε φ(π') --π᾿ --π' "| --π' [ -3) νεΝ. 
Απόδειξη 
Οι μόνοι αριθμοί του συνόλου 1, 2, ..., π᾽ που δεν είναι σχετικά πρώτοι µε τον π᾿., είναι όσοι διαιρούνται 
µε τον π, δηλ. οι αριθμοί κπ(κ ΕΝ, µε κπς π᾿). Προφανώς το πλήθος τῶν κ είναι π᾿ Ἰ. Ώστε στο σύνο- 


ν-]ι 


λο 1, 2. ..., π᾿ υπάρχουν ακριβώς π" που δεν είναι σχετικά πρώτοι µε τον π', άρα φ(π’) -π' --π 


1.4. Θεώρημα 


ΈστωπεεΝ'΄,ΚΕεΝ᾽ µε (ῃ, Κ) Ξ 1 καιν εᾖ. Τότε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων των αριθμών 
ν.Κν,2κ-ν,...,(α-- 1)Κ--ν µετον η είναι τα στοιχεία του συνόλου {0, 1, 2, ....π-- 1}. 
Απόδειξη 
Θα αποδείξουμε ότιτα υπόλοιπα των διαιρέσεων είναι διαφορετικά μεταξύ τους. 
Ας υποθέσουµε ότι για κάποιους ακεραίους έκαιπιµεθς έ-ςπις η ώστε τα υπόλοιπα των διαιρέσεων 
των έΚ -- ν και πιΚ -- ν µετον Ν να είναι ίσα. Τότε η διαφορά (έ -- πι)Κ είναι διαιρετή µε τον π πράγµα ἆ- 
τοπο, αφού 6--πι «πκαι(Κ, π)Ξ 1. 
Ώστε όλα τα υπόλοιπα είναι διαφορετικά μεταξύ τους, δηλαδή ... 


1.5. Θεώρημα 
Η συνάρτηση φ(ν) είναι πολλαπλασιαστική, δηλ. φίκπ) Ξ φ(Κ)φί(π) αν (Κ,π)Ξ Ι. 
Απόδειξη 
Επειδή φ(1)Ξ 1], η πρόταση ισχύειανΚΞ1Ι ήηπξ]. Έστω ότικ21],Ππ}2] 
Όπως έχουµε ορίσει, ο φ(Κκη) είναι το πλήθος των όρων του πίνακα: 


1 ν, οῶς τ ο 
κε] κ.2 τς κατ μες Πε 
2Κ 1 2κ--2 φος 2 --τ ως 8 

(α-- 1κ-Ι (α-- 1-2 ... (α- ]Κετ ... πκ 


οι οποίοι είναι σχετικά πρώτοι µε τον πῖς, δηλ. µε το πλήθος τῶν όρων που είναι σχετικά πρώτοι µε τον Κ 
και µε τον η ταυτόχρονα. ΈστωτεΝ΄ µετς κ. Αν(τ, Κ) - Ι, τότε όλοι οι αριθμοί της στήλης είναι σχε- 
τικά πρώτοι µε τον Κ. Αν (τ, Κ) Σ 1 τότε δεν υπάρχει αριθµός της στήλης σχετικά πρώτος µε τον Κ. 

Το πλήθος τῶν αριθμών τς Κ µε (τ, Κ) Ξ 1 είναι προφανώς φ(Κ) και είναι ο αριθµός των στηλών, τῶν ο- 
ποίων όλοι οι όροι είναι σχετικά πρώτοι. Ας θεωρήσουμε µια τέτοια στήλη π.χ. την τ. Τότε τα υπόλοιπα 
τῶν διαιρέσεων των στοιχείων της στήλης µε τον η είναι 0, 1, 2, ..., Ἡ -- 1. Όμως το πλήθος των στοιχεί- 
ὢν της στήλης που είναι σχετικά πρώτο µε τον π είναι φ(π). Άρα ... 


1.6. Πόρισμα 


Αν ΚιῑΟ, ..., Κν ΕΝ, σχετικά πρώτοι ανά δύο τότε φ(ΚιΚ....ι) -- φ(Κι)φ(Κ.2)...φίΐν). 
Η απόδειξη επαγωγικά. 


1.7. Θεώρημα 


ΑνπεΝ καιπζπι πο ..ιπν" η κανονική ανάλυση του Π, τότε φίπ) -- πι πι -- νι - 5] 
Ι 
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Απόδειξη 
Από το 1.6. έχουµε φίπιΆ πο ῖ.. πι ὴ Ξφίπι "φίπ; Ἅ)...φίπν Ξ | 
ο ο 11ο 
Ἰ 


πι πι - τι - εν 
πι πτ πν 
1.δ. Θεώρημα 
Είναι ἴπι φ(ν) Ξ οσο, 


Απόδειξη 
Αρκεί να αποδείξουμε ότι φ(ν) 2 νν (1) για κάθεν ΕΝ. 


Προφανώςη (1) ισχύειγια νΞ 1. Έστων}λ] καινΞ 2 πι"...πι. όπου Κ, Κι, ..., Κ.ΕΝ. 
ΩςγνωστόαναεϊΝμεα2λ2,τότεα-- | »γα καιαν βΕΝ᾽, τότε β--222. 


Τότε από το 1.7. έχουµε: φ(ν) 225. πιο. ἴπο |. πι πι -- (πι -- Τ)...(αι --1)Σ 


3 
3 - Ξ . κι. δα οἳ ] 
να κι κ κ.α ποτ πώ ΣΝν 


1.9. Θεώρημα 
Αν ν σύνθετος φυσικός τότε φίν)«ν -ἕν (1) 
Απόδειξη 
Έστω πι 9 μικρότερος πρώτος διαιρέτης του ν. Τότεπις Υν και φ(ν) ο(ι -- ὴ «ν- τη 
' ν 


1.10. Θεώρημα 

Αν ν ακέραιος καιν 22, τότε ο φ(ν) είναι άρτιος, 
Απόδειξη 
Έστω ν - 2"λ, όπου κΕΝ᾽ καιλ. περιττός. Τότε φ(2΄λ) Ξφ(23φ(λ) «2 Ιφ(λ) δηλ. άρτιος. 
Αν ν Ξ π"λ, όπου ππεριττός πρώτος και (π’͵ λ) Ξ 1 τότε φ(π’λ) Ξφ(πΌφ(λ) -(π" -- π" φ(λ). 
Αλλά π" --π"! -π'  (π-- 1) άρτιος. Ώστε φ(ν) άρτιος,αν ν 22. 


1.11. Θεώρημα 4.86 
Ανν ΕΝ.᾽, τότε  φίδ) Ξν, όπου ὃ θετικός διαιρέτης του ν. 
δν 


Την (όχι δύσκολη) απόδειξη του θεωρήματος 1] αφήνουμε στους αναγνώστες. Εδώ θα δώσουμε το εξής 


παράδειγµα: | 
Έστω ν Ξ 12. Οι διαιρέτες του 12 είναι οι: 1, 2, 3, 4, 6 και 12. 
Τότε φ(1) -- φ(2) -- φ(3) -- φί(8) -- φ(6) -- φ(12)Ξ] 12424244 12. 


1.12. Θεώρημα Εαῑεγ 


Ανα, ν θετικοί ακέραιοι, και(α, ν) Ξ 1, τότε α ος 1(πιοάν). 
Το θεώρημα είναι µια "γενίκευση" του γνωστού θεωρήματος του Εεππαί και εξαιρετικά χρήσιμο στη 
θεωρία αριθμών. Η απόδειξή του αφήνεται στον αναγνώστη. 


Ασκήσεις 


ς γ-]ι 
1) Άννε Ν΄ - {1}, να αποδείξετε ότι φ(ν)Ξ » ση (1) 
κ] ᾽ 
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Απόδειξη 
- . |- 
Ανν Σ].κ«ντότε(ν͵ κΞ 1 οπότε [το ο - 1. 
Ακόμα, αν (ν, κ) Σ 1, τότε ση] Ξθ, 
(ν, κ) 


Τότετο β΄ µέλος της (1) είναι ίσο µε το πλήθος των φυσικών αριθμών «ν που είναι σχετικά πρώτος προς 
τονν καιγιαν 2 1], ο αριθµός είναι φ(ν). 


2) ὙΝα προσδιορίσετετουςνε Ν᾿, για τους οποίους 4 { φ(ν) 
Λύση 
Οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι 1, 2, 4 και οι αριθμοί π" και 2π", όπου π πρώτος της µορφής 4: -- 3. 


3) ὙΝα αποδείξετε ότι υπάρχουν άπειρα ζεύγη (κ, π), όπου Χ, π ΕΝ, µε η 2 χΧ ώστε (κ) Ξ ἁ(π), 
φ(κ) Ξ φ(π), σ(χ) Ξ σ(π). (µε ἀ(χ) συμβολίζουμε το πλήθος και µε σ(ν) το άθροισµα τῶν διαιρετώντουν 
και οι συναρτήσεις ά(ν), σ(ν) είναι πολλαπλασιαστικές). 

Λύση 

π.χ.ΧΞ3'568.ΠΞ-3 6ὖ8μεκζθ,],2,... 


4) Να αποδείξετε ότι για κάθε κ ΕΛ, υπάρχειν ΕΝ ώστε φ(ν) - φ(ίν -- 1)» κκαι φ(ν) -- φίν -εΙ)2κ. 


5) Να προσδιορίσετετους φυσικούς χΧ, για τους οποίους φί(κ) Ξ κ (1) 
Λύση 

Επειδή φ(κ) ΕΝ’, κ ΕΝ «κ 5ΏμεαΣ],πεζ και(π, 5)Ξ Ι. 
Ακόμα φ(5π) - -δπ ο ο) «φίπ)Ξ-4:5-'Ἡ «Φ(5.--δ- φία)Ξ 4-5) -Ἡ 
4-5: Γιϕίπ)Ξ- κ .ῃ «Φφ(π)ΞΠ «ΡηΞ 1 «οπ- 5, αςΝ᾽ 

6) Ναλύσετετην εξίσωση πίχ--φίκ)Ξκ Ἅ(1), όπου ππρώτος. 


7) Να προσδιορίσετε το άθροισµα φ(1) -- φ(π) --...Ἔ φ(π’), όπου ππρώτοςκαικε Ν᾿. 
Απάντηση 
Είναι φ(1) -- φίπ) --... 5 φ(κΆ) ΞΙ ο (κ-- 1) 1... απ -- πι) --π' 


δ 


ϐ) Αν(Ω β)-δ,µεα, βΕ Ν΄ να αποδείξετε ότι φ(αβ) "«φίαφίβ) ο. 
Απόδειξη 
Από το θεώρημα 1.7. έχουµε: 
ο Πι-ΆΤΠι-ὰ]. ία) φίβ) 
φ.ῃί 9 3, πολ σο 
π]αβ Πίι -ᾱ) φ(δ) 
πο π δ 


9) ΑννεΝ᾽ »να αποδείξετε ότι φ(α)2 Το (1) 


Απόδειξη 
Έστωαξπι π,  ...πν. Τότε θα έχουµε: 


φ(α)ά(α) -αζι η - ( -- με. Ώρα ϱ) ζδο 
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10) Ανα - πι" πο]... πι)", να αποδειχθεί ότι σ(α)φ(α) -- αν ί - πο) ί - σα] 1 -- κώνο 
πι Ι πο 2 πν ον 


Απόδ 
ν να ο δλω . δω» ανα πι Ἱ μπι 1 πι 1 
ςγν --- τς να - 


-ι πο] το πν 
εκ... 1 κ Ἱκν 
οπότε ο ---- ή 
Ι 
νο εκι ο κο ! -κν 
ο 2πι -1 π, -ἵ ᾗἩᾱ  Ὁ--ᾱἶ ἃ ή 1 1- 
«κα ο ντος ρα προ πο ττηᾖι πα) μποτ 


11). Με τα δεδοµένα της 10 να αποδείξετε ότι σ(α)φ(α) πα ιο µ τν ἳ { στ) 


πι 
Απόδειξη προφανής αφού κι} Ι 


12) Να αποδείξετε ότιὐσίώτ1ε Ζ, όπου ν ΕΝ αν ον είναι πρώτος, ενώ δεν είναι ακέραιοςαν ν 
ν 


διαιρείται µε το τετράγωνο ενός πρώτου. 
Απόδειξη 


2 
Αν ν πρώτος, τότε φ(ν)Ξν -- ] και σ(ν)Ξν |. Τότε ΦΥ ν ονε7 


Αν όμωςν Ξ πὶκ(τ22) και(π, κ) Ξ 1, τότε 


φ(ν)σ(ν) ΕΙ «φ(π]φ(κ)σ(ν) «1 π(πὶ-' --πὶ Άφ(κ)σ(κ) 4- 1 
γ πὶκ πκ . 
Επομένῶς αφου ο π δε διαιρεί τον αριθμητή, ο αριθµός δεν είναι ακέραιος, 


13) Σύμφωνα µε την εικασία του Ο, (οἱάρ8ο[ κάθε άρτιος αριθµός μεγαλύτερος του 2 είναι άθροισμα 
δύο πρώτων. 
Ο Ρ. Ετάδς έκανε αργότερα την εξής εικασία: για κάθε άρτιο αριθµό 2ν, υπάρχουν ακέραιοι Ρ, 4 τέτοιοι 


ώστε: φ(ρ) -- φί(ᾳ)Ξ2ν (1). 
Να εξετάσετε αν η υπόθεση (οἱάρασοἩ ικανοποιεί την υπόθεση Ετάδ». 


Απάντηση 
Ναι. Πράγµατιαν ισχύει η εικασία (οἱάρας], τότε για κάθε ν υπάρχουν πρώτοι Ρ, ᾳ τέτοιοι ώστε: 


2νε2Ξξρ-{γαξφ(ϱ) 1 --φία) - 1 ἠ2ν - φ(ϱ) -- φίᾳ), δηλ. η εικασία του Ετάδς ισχύει. 


14) Να αποδείξετε ότιανα- πι" π; ...π, η κανονική ανάλυση του α, τότε: 
1 
ο ον 


15) α) Να αποδείξετε ότι Σε -- 5, γιακάθεν ε Ν'. 


β) Να αποδείξετε οισθης | να. 53. ' τν 


16) (Θεωρ. Γοβ8) Αννε Ν᾽ και υπάρχει ακέραιος α τέτοιος ὥστε 
) αἲ / Ξ Ι(πιοάν) 
ο. 
π) α Ρ σε Ι(πιοάν), για κάθε πρώτο ρ, µε ϱ/ν -- 1 να αποδείξετε ότιο ν είναι πρώτος. 
2 
17) Για κάθε ν ΕΝ" ισχύει «φίν) σν) εν’ 
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ά4ΙΠ4ΓΩΝΙΣΜΟΣ ΣΤ4 
ΜαάαΘΗΜαάΤΙΚά”Ο ΕΥΚΊΕΙάΗΣ ” 


Σ4ΡΒΡΑάΤΟ, 9Ι4ΝΟΥ4ΡΙΟΥ 1999 


Επιτροπή Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε. 
Β΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 


1. ὙἈΝα βρείτετους φυσικούς αριθμούςχ,ψαν 
2 
χ(ψ-2)Ξ4315 


2. Ανα, β, Υ φυσικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε αἲβ”ΥΞ20 και 2α2β42Υ-67, να προσδιορίσετε την τιµή 
της παράστασης 
ΑΞ (2α5β{2γ)(4α.3β/4Υ). 


4. Το σημείο Μι είναιτο µέσον του ΑΒ, το Μ; το µέσον του ΑΜΙ, το Μ: το µέσον του ΑΜ; κτλ.. και 
το Μιρτο μέσον του ΑΜΟο. Αν ΑΒ Ξ 2:13, να βρείτετο (ΑΜΙ). 


4. Έστω ορθογώνιο ΑΒΓΑ µε ΑΒ Ξ 2ΑΔΛ και ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΜ, όπου το Μ βρίσκεται προςτο 
µέρος της ΓΔ. Αν Ε είναιτο µέσον της ΒΜ, να υπολογίσετετη γωνία ΒΕΓ. 


Γ΄ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 
1. Αν 
α-(8:-9.8::9.4:-9.8::-9.4:-9.87--9.8-1))00. 
και 
β5102433.62510 
να συγκρίνετε τους αριθμούς 
α και β. 


2. Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 
ΑΞΊ 1:34 1511... 99101) 
δεν είναι τέλειο τετράγωνο. 


3. Εστω Δσημείο της βάσης τριγώνου ΑΒΓ και ] το µέσον του ΑΔ. Η ΒΙ τέµνειτην ΑΓ στο Ε καιη 
ΓΙ την ΑΒ στο Ζ,. Αν ΔΗ//ΑΓ και ΔΘ//ΑΒ, να αποδείξετε ότι το ΕΖΗΘ είναι παραλληλόγραμμο. 
ο. (Η σηµείο της ΒΙ, Θ σηµείο της ΓΙ) 


4. ὙἎα χωρίσετε ένα τετράγωνο µε πλευρά 4επι σε ορθογώνια παραλληλόγραμμα, τῶν οποίων το ά- 
θροισµα τῶν περιµέτρων τους να είναι 25επι. 
Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


1. Άνα, β,Υγρητοί θετικοί αριθμοί για τους οποίους ισχύει 


να αποδείξετε ότι ο αριθµός 
(α Ρ” Λ(ΡΎ 00) 
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3, 


Μαθητικοί Μαθηματικοί Διαγωνισμοί της Ε.Μ.Ε. 
είναι τέλειο τετράγωνο ρητού αριθμού. 
Θεωρούμε κύκλο µε κέντρο Ο και ακτίνα 2 καιτετράγὠνο ΟΑΒΓ. Αντο τετράγωνο καιο κύκλος 
έχουν κοινό µέρος εμβαδού ίσο µετα : του εμβαδού του τετραγώνου, να υπολογίσετε την πλευρά 


του τετραγώνου. 


Να εξετάσετε αν υπάρχουν τέσσεροι διαφορετικοί φυσικοί αριθμοί, τέτοιοι ώστε το άθροισµα δύο 
οποιωνδήποτε από αυτούς να είναι δύναμη του 5. 


Έστω ΑΒΓ ισόπλευρο τρίγωνο και Δ, Ἐ σηµεία τῶν ΑΒ. ΑΓ. Να αποδείξετε ότιτα τμήματα ΔΕ, 
ΒΕ, ΓΔ αποτελούν πλευρές τριγώνου. 


Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Έστω συνάρτηση Γ.Ν” -νκ 
που ικανοποιείτη σχέση ΠΙΞ 1999 
2 
και Κ) -- 2) -Ε...Ε ἄν] Ξν ἴν)γιακάθε νεΝ3” 
Να προσδιορίσετετον . 41999) 


Να βρείτε όλους τους ακέραιους ν, για τους οποίους η εξίσωση ως 


χ Ψ ΧΗψ 
έχει ακέραιες λύσεις χ, ψ(κ-ε-- ψ). 


Αν αι ἄ2,..., αν πραγματικοί αριθµοί, ονομάζουμε άθροισµα Οεεατο τον αριθµό 88... 68. 
όπου 5.Ξα, να... τα (κΞ ων 

Αν το άθροισµα (Ο6ε88το των αριθµών αι; αλ...» αθο είναι 1000, να υπολογίσετε το άθροισµα Οε58Γο 
των αριθμών 1, αι, ἄλι..., ἄοο. 


Από το βαρύκεντρο Θ τριγώνου ΑΒΓ φέρνουμε ευθεία που τέµνειτις πλευρές ΑΒ, ΑΓ στα σηµεία 
Κ,Λ αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι: 


(8) . σα) 1 
ΑΚ) "λα 2ε 
Τ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
πα ” "ντ 2) 
να αποδείξετε ότι σορο 4 1, 999). 


Έστων ΕΝ". Να αποδείξετε ότι: 
2 2 
α) Δεν υπάρχουν φυσικοί αριθμοί α, β, Υ, ὃ του διαστήµατος ΤΞ[ν.,(ν - 1) ] 
που να αποτελούν γεωμετρική πρόοδο. 
3 3 
β) Να προσδιορίσετε όλους τους φυσικούς αριθμούς α, β,Υ, ὃ του διαστήµατος ΤΞ[ν.,(ν - 1) 1] 
που αποτελούν γεωμετρική πρόοδο. 


Θεωρούμε την παράσταση Κ Ξ- ΧΜ, { ΧΜ, Ἐ .. Ἑ ΧΨ, ν Εε Ν όπου οι αριθμοί 
Χο Χο Χο» Ψυ Ψρ .-.Σ Ψ, µπορούν να πάρουν τις τιµές 0 ή 1. Αν (ν) το πλήθος τῶν 2ν-άδων 
(Χο ιο Χ, νρ, Ψ», --- Ν) για τις οποίες ο αριθµός Ἰ είναι άρτιος και το πλήθος των 2ν-άδων αυ- 


τών, για τις οποίες ο ΚΚ εἶναι περιττός, να αποδείξετε όν 11 “1 
| λ . Ἱ 
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Μαθητικοί Μαθηματικοί Διαγωνισμοίτης Ε.Μ.Ε. 


4. Έστω ΑΒΓΑ «κυρτό τετράπλευρο. Αν κ Ξ πιαχ(ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ) να αποδείξετε ότι 
4κ2ΑΓ ΕΒΓ. 


Υποδείξεις 
Β΄ Γυμνασίου 
1. Είναι 4375 -- 5’-7 
ΆραχκΞ 5καιγΞξ ]Ι72ήχ-25καιγΞ-5ήκξ] καιγΞ 42723. 
2. Είναι Α Ξ(67 --20)(67 -- 20) -47.87, αφού 2α3-β --2γ-3α -2β --3γ--(α-β -γ)Ξ67 -20 κ.λπ. 
4. ΕίναιΑαΜι - 2ΑΒ 2334, ΑΜ, Ξ2ΑΜΙ «23 κλ.π., οπότε ΑΜΙ-2-3-6 
4. «Φέρνουμε ΜΖ Ι ΔΓ,. Η γωνία ΒΈΓ είναι 755, γιατί ΒΓ // ΜΖ, οπότε Γ βΕ --309 κλπ. 


Α Β 


Γ΄ Γυμνασίου 
1. ἩΗ βάση στον α γράφεται(ο -- 8 -- 1) 
57 -- δἰ -- 6 -- δ- -- 8- -- 8 -- 8’ ο δ' ας 8) -- δ᾽ -- 8-82 18--Ι-7 
ΆρααΞ- Τ. καιβ-2 -δ δρ 
2. Ὑπολογίζουμε το τελευταίο Ψηφίο του αθροίσματος (που είναι 7), γιατί τα τελευταία ψηφία των 
ας μι ο μη Ἱ 
3. Τατρίγωνα ΙΔθ και 1]Α7 είναι ίσα και άρα ΙΖΞ ΙΘ. Όμοια ΙΕ Ξ ΤΗ. 
Α 


ν) 


Β Δ ὴἩ 
4. Μια λύση φαίνεται στο αντίστοιχο σχήµα. Οι µαθητές έδωσαν και άλλες λύσεις. 


2 2 
0,5 


8 
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Α΄ Λυκείου 


. 


Η εξίσωση Ὑράφεται αβ Σ βΥ 4 Ύα Ξ α͵βΊ’ και άρα αβ «- βΥ «- γα 4 αἱ Ξ α(β’.Υ΄ ας 1) δηλαδή 
(ία -- γβ --α)Ξξ α(βΥ Έ 1) και κυκλικώς. 


2 2 
Άρα (β΄ -- 1α΄β᾽ -- Κα γ΄ - 1) συ δηλ. ο αριθµός είναι τέλειο τετράγωνο 
γ 
ρητού. 


2. Έστω χη πλευρά του τετραγώνου. Τότε; ὃς Άρακ ---πε), κ διλδήκ «δα 
3. Δύο από τους τέσσερις αριθμούς θα είναι ή άρτιοι ή περιττοί και το άθροισµά τους θα είναι άρτιος 

και άρα όχι δύναµη του 5. 
4. Έστω Ο το σηµείο τοµής των ΒΕ και ΓΔ. Τότε ΔΕ «ΟΔ ΟΕ « ΒΕ -- ΓΔ. Έστω ΔΓ Σ ΒΕ τότε 

ΔΓ«ΔΕ ΕΓ« ΔΕ --ΒΕ αφού ΒΕ » ΕΓ (605 Σ ΕΒΓ) 

Α 
Δ Ε 
Β ια 

Β΄ Λυκείου 
1. Απότη δοσµένη σχέση έχουµε {ν) -ν ἄν) --(ν -- 1) ἄν --Ι). 

ο ο ή Κνθντη -1) νΞ2,3,... 

τμ. - -- 
Άρα ν)-1-- κ) 5 α. πω, δηλαδή {199»9)- τη 
2 χγ, Χ. 

2. Έχουμε(χ- γ) Ξνκχγ, δηλαδή β) ος Ἡ 150. 

ΗἩ διακρίνουσα Δ Ξ/ν - 2) -- 4 πρέπει να είναι τέλειο τετράγωνο (ν -- 2) --4 Ξ κ, οπότε 

(ν-2-- κ)(ν--2 --κ)Ξ4. Επομένως νΞξ4 καικ0. 
3. Το ζητούμενο άθροισµα «εκατο είναι: 


1 -Ε (1 -- αι) Ε(1 γαι --α))«Ε... Ε(1 αι αρ... Σα) 100 34- δι Έ82Τ... Ἔ ο 


100 [00 
1090 -- 99.1000 . 
ο ἶκθοο-99Ι 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ.β.τ./6 


Μαθητικοί Μαθηματικοί Διαγωνισμοίτης Ε.Μ.Ε. 


ΒΚ ΒΝ. ΜΘ ΜνΝ 1 
4. ΈστωνΝ ΚΛ Β / Β 5. ολ 
στω Ν η τοµή της µετη ΒΓ καιΑΡ//ΚΛ µεΡ επίτης Γ. Τότε - Νρ πολ - πρ 2 
ΒΚ ΒΝ 
Άρα 2ΜΝΞ ΝΡ οπότε - 2µΜκ(1) 


Γλ ΓΝ. Γν. 
Επίσης, κρ2µκ 0) 
ΕΚ. ΓΔ. ΒΝ4ΓΝ 


Απόγτις (1) και (2) έχουµε: -τ--- κα τηε ΜΝ σ-πτξι (3) 


, ΕΚ ΤΑ 
Έστω αξ καιβξ α΄ 


ΚΑ .Τότεα' --β' λίαν β΄ Ξς 


Α 


κ 
Λ 
Β 

Γ΄ Λυκείου 
5 σι 1 ας 

ἓ. Ἔχρυμ Ὅ Ἂν το) «αἱ ότσια, τιν νμ! τς) 

. ντ ὰ.. 
Άρα αιοοοΞ 212 2000 στ) «- τς) (Μπορούμε να δούµε ότι 4α1ουυ 2 2,998). 

2. Παρατηρούμε ότι αν οι φυσικοί αριθμοί α, β, Ἰ ὃ είναι όροι γεώµετρικής προόδου, τότε ο λόγος 
ω- όπουχΧ,ΥΕΝ' µε (κ, Υ) Ξ 1 καιδ- αὔταΝήα- κΥ) (κΕΝ᾽). Ώστεα- κΥ΄, βΞ κΥ΄χ, 
ΥΞ κκ’, δ- κκ΄. 

Αφού όµωςα, β, Υ, ὃ εἶ, ὁστε κ γα[ [ο αυ Ί 

Όμως {(ν ο πα. οι Χ, Υ πρέπει να είναι διαφο- 
αν ευὶ κὖ[ν κὀνν το ν΄ (ν -- 1) 

Ρρετικοί φυσικοί, άτοπο. παν εἰ ρου ,]θρυμε πλάτος 1 κκ], - νιχςν-τ]. 

3. Για να είναι ο Κ περιττός, πρέπει ένας περιττός αριθµός από τους ΧΙΥΙ να είναι 1 και οι άλλοι 0. Αλ- 


λά για τον το ζεύγος (αι, γι) παίρνει τιμές (0, 0), (0, ), α, 0), , 1) και υπάρχει μια μόνο περί- 
πτωση ώστε ΧΙ Ξ 1, ενώ 3 περιπτώσεις για να είναι χι; Ξ 0. Έτσιγια κΞ Ι, ..., ν το πλήθος των 


ν 
δυνατοτήτων για να είναι τα κ μονώνυμµα χγιΞ- 0 είναι ( . Γν 


Τότε Π(ν)-{ οκ Ῥαφί .. νι 


ου... 
Όμως: Α(ν) 4 Π(ν) --(3 -- 1)’ - 27", ενώ Α(ν) -- Π(ν) - (3 --1)2Ξ2'. 


2ν ν ν αν 2ν ν ν1ν 
Τότε; Π(ν) σος Ὕκα Α(ν) ορ 
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Μαθητικοί Μαθηματικοί Διαγωνισμοίτης Ε.Μ.Ε.. 


Οπότε: Δ(ν) «231 
Π(ν) 2’--1 


4. Αν Ε, Ζτα µέσατων διαγωνίων ΑΓ, ΒΔ αντίστοιχα, τότε 
2 κκ 
αἲ -δ-- 2Α7᾽ ο. β) ΕΥ Ξ2Γ7).92- ΑΖ’«7Γ’ «282 .ΑΓ. 
Απόγττις σχέσεις αυτές παίρνουμε: αἱ «β)1 Υ 4 δ- Ξ- ΑΓ; 3: ΒΔ΄ «-4Ε7’ 
Οπότε: αἱ -- β; «- γ΄ «-δ-} ΑΓ; 4 ΒΔΟ 
Άρα 4 πιαχ(α”, β, Υ, δ)) Σ ΑΓ’ ΒΔ’. 
161 Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα 
"Ο Αρχιμήδης” 
6 Φεβρουαρίου 1999 
Επιτροπή Διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε. 

Θέματα μεγάλων τάξεων 

1. Έστω ΙΧ) - αχ; --βχ4γ,α2Σθ,β2Σ0,γ20,αβ4ΥΣ0.Ν' αποδειχτεί ότι [(κγ)]΄ ς(Χ)Υ’) 

2. Πρόβλημα 10””του 5΄ κεφαλαίου των ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ του ΔΙΟΦΑΝΤΟΥ. 

Ευρείν τρίγωνον ορθογώνιον όπῶς ο εν τω εµβαδώ αυτού, προσλαβών το εν συναμφοτέρω της τε 
υποτεινούσης και µιας τῶν ορθών, ποιή δοθέντα αριθµόν. Δηλαδή 

Να βρείτε ορθογώνιο τρίγῶνο τέτοιο ώστε αν προστεθεί στην αριθμητική τιµή του εμβαδού του το 
µέτρο µιας κάθετου πλευράς του, βρίσκουμε δοσμένο αριθµό. 

Οι αριθμοί εδώ είναι ακέραιοι. Να βρεθεί το τρίγὠνο όταν ο δοσµένος αριθµός είναι 15. 

4. Σε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ συμβολίζουμε µε Δ, Ε και Ζ τα ίχνη των υψών του που άγονται από τις 
κορυφές Α, Β και Γ αντίστοιχα και µε Η το ορθόκεντρό του. Αν Θ είναι το σηµείο τοµής της ΕΖ µε 
την ευθεία ΒΓ, Κ., Λ τα σηµεία τομής των ευθειών ΑΒ, ΑΓ µε την παράλληλη από το Δπροςτην ΕΖ 
και Ρ, Π τα µέσα των ευθυγράμµων τμημάτων ΑΗ, ΖΕ, να δειχθεί ότι οι ευθείες ΡΠ, ΒΓ και ο περι- 
γεγραμµένος κύκλος του τριγώνου ΘΚ.Λ διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

4. Πάνω σε µια περιφέρεια κύκλου « θεωρούμε ν διαφορετικά σηµεία (ν 2 3), τα οποία αν ενωθούν ᾱ- 
νά δύο μεταξύ τους χωρίζουν τον κύκλο σε περιοχές (κομμάτια). Να προσδιοριστεί ο μέγιστος αρι- 
µός περιοχών του κυκλικού δίσκου που ορίζονται µε τον τρόπο αυτό. 

Θέματα μικρών τάξεων 

1. Έστω ν σταθερός θετικός ακέραιος αριθµός και έστω Χ, Υ θετικοί ακέραιοι τέτοιοι ώστε 


ΧΥΞ νχ ««νγ Να βρεθεί η ελάχιστη και η μέγιστη τιµή του χ συναρτήσειτου ν. 


2. Ν' αποδειχθεί ότι εάν α και β είναι θετικοί πραγματικοί αριθμοί Ύια τους οποίους ισχύει 


απο μο αν « μι τότε ισχύει αἱ β; κ. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Ε΄ λ.β.τ./8 
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4. Έστω ΑΒΓ ισόπλευρο τρίγωνο και σηµεία Δ επί της πλευράς ΑΒ, Ε επίτης ΑΓ, Δι και Ει επί της 
ΒΓ τέτοια ώστε ΔΒ -- ΒΔΙ Ξ ΑΒ και ΕΓ -- ΓΕΙ Ξ ΑΒ. Να προσδιοριστεί η (μικρότερη) γωνία που 
σχηματίζουν οι ευθείες ΔΕΙ και ΕΔι. 


4. Ορίζουμε το εναλλακτικό άθροισµα ενός συνόλου Α Ξ {αι, α), ..., ἄκ) πραγματικών αριθμών 
(αι «αρ... «ακ)τον αριθµό Σκξακ-ακ-ι Ἔακ-2--... Ἑ(-1) ο 
(πχ.αν ΑΞ {1.2,5, 7), τότεΣδαξ]-542-1Ξ43). 
Θεωρούμε τα εναλλακτικά αθροΐσµατα όλων τῶν υποσυνόλων του συνόλου 
ΑΞ{Ι,2, 3, 4, 5, 6, 7, δ. 9, 10} τα οποία και αθροίζουµε. Ποιο είναι το τελευταίο ψηφίο του τελι- 
κού αθροίσµατος; 


Σηµείωση: Το Σάββατο 6/2/99 πραγματοποιήθηκε µε απόλυτη επιτυχία η Εθνική Μαθηματική Ολυ- 
µπιάδα στην οποία πήραν µέρος περίπου 250 "μικροί" και "μεγάλοι". Αν και τα θέµατα ήταν υψηλού ε- 
πιπέδου υπήρξαν πολλοί µαθητές που όχι µόνο τα αντιμετώπισαν µε επιτυχία, αλλά έδωσαν και διαφορε- 
τικές λύσεις από αυτές της επιτροπής. Όλα τα προβλήµατα των "μεγάλων" λύθηκαν µε δύο ή τρεις δια- 
φορετικούς τρόπους, όπως και αρκετά από τα προβλήματα των "μικρών". Κυρίως αυτές τις λύσεις θα 
παρουσιάσουμε εδώ. 


Λύσεις (Θέματα «μεγάλων»)) 
γαχ΄ να, 
1. Απόδειξη: Έστω διανύσματα του χώρου, µε συντεταγμένες α - νβχ , γ- νβν «Ισχύει 
νΥ νΥ 


η ανισότητα Ο.1ο!Υ -- θομννατχ: [αν] « [ω].[ν] «ία νίς [αν -» 
(Ψαχόγαγ΄ -- ΨβκνβΥ -- ΨΥ.ΝΥ)΄ «(αχ -- βκ) 4 γΚαγ΄ -- βΥ΄ «γ) [ῆκν)] « ἔκΕγ᾽). Το ίσον 
ανκαιµόνοαναΞξβΞ0ή(βΞ-0καικ- -γ). 
Την κομψή αυτή λύση έδωσε ο µαθητής Ματσούκας Θεοφάνης (Δράμα) αλλά και άλλοι µαθητές. 
Βέβαια το θέµα μπορούσε να αποδειχθεί και µε κατάλληλες πράξεις. 


2. λύση: Θέλουμε βΥ -- 2β-- 150 (το ίδιο αν βΥ --2ΥΞ Ι50λοπότε β(Υγ--2)Ξ 150 
150 Ξ2:3.5.5 51.150 Ξ2.15 Ξ3.50 5-30 Ξ6:25 ΞΙ0.15 

Απόγττις περιπτώσεις αυτές βρίσκουµεαξ 17,βΞ]15,γΞδήαΞ]7,βΞδ,γ5Ξ 15 

Την απλή αυτή λύση έδωσαν οι µαθητές Οικονόμου Αθηνά (Κέρκυρα), Χαλούλος Γεώργιος (Αθή- 
να), Σταυρόπουλος Μενέλαος (Πύργος). 


2 Λύση: Ο αριθμοί α, β, Υ που ικανοποιούν τη σχέση α -- β -- Υ; έχουν τη µορφή β Ξ 2κλ!, 
γξ(κ--λλια- (κ λλιόπουκ,λ,ΙΕΝ. : 

ΤότεΕ «ΥΞ7Τ5 Ξκ-λκκ-ςλκκλ- 1)Ξ1Τ5 

Τελικά βρίσκουµεβ- δ,ΥΞ ]5,.α- 17 

Τηλύση αυτή έδωσαν Αντωνακόπουλος Σπύρος (Αθήνα), Ματσσύκας Θ. (Δράμα), Μπουρνή Θεοδ. (Ρόδος). 


4. Επειδή το τετράπλευρο ΑΕΗΖ είναι εγγράψιµο και έχει κέντρο περιγεγραµµένου κύκλου το Ρ. Τότε 
ΡΕ - Ρ7Ζ και ακόµα ΜΕ Ξ ΜΖ όπου Μ το µέσον της ΒΓ. Οπότε ΡΜ Α ΕΖ. Αλλά καιΡΛ λΕΖ, άρα η ΡΛ 
διέρχεται από το µέσον Μ της ΒΓ. Μένει να αποδείξουµε ότιτο ΘΚΜΛ είναι εγγράψιµο. Στο πλήρες τε- 
τράπλευρο ΕΗΖΒΓ οι διαγώνιες ΑΗ, ΖΕ τέµνουν τη διαγώνιο ΒΓ στα σηµεία Δ, Θ, που είναι συζυγή 
ΔΒ 68 {| 
ΔΓ ΘΓ 
Ακόμα αφού ΑΖΕ - ΑΚΛ- Τ τοβΒΚΓΛ είναι εγγράψιµο, άραΒΔ.ΔΓΞΚΔ:ΔΛ 
Απότην (1) βρίσκουμε: 

ΘΓ ΘΗΒ.ΘΓ-ΔΓ ΘΒ-ΔΒ ΔθΘ ΔΘ-2ΒΔ Δθ 2ΒΔ.ΔΓ 

Ἂπ απ αρν ο  ο πα πα τ-α 


αρμονικά των ΕΒ, Γ, δηλ. 
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ΔΜΞΔΓ-ΜΓ 


Είναιόμως κ} ΒΜ. ΒΛ | Επομένως: 2ΔΜ -ΔΓ -- ΒΔ οπότε: ΔΜ- ΔΙ «ΒΔ 5. ϐ 


ΔΘ.ΔΜ ο μεηη ο. -ΒΔ.ΔΓ -- ΔΚ.ΔΓ, δηλ. το τετράπλευρο ΘΚΜΛ είναι εγγράψιµο. 


Τη λύση αυτή έδωσαν οι Ματσούκας Θεοφ. (Δράμα), Αντὠνακόπουλος Σπ. (Αθήνα), Σταυρόπου- 
λος Μ. (Πύργος). 

Η Μπουρνή Θεοδ. απέδειξε την άσκηση µε τη βοήθεια Αναλυτικής Γεωμετρίας. 
4. Προφανώς ο μέγιστος αριθµός περιοχών σχηματίζεται όταν οι διάµετροι ανα τρεις διέρχονται από 
το ίδιο σηµείο. 


Σχηματίζεται τότε ένα πλήρες γράφημα, για το οποίο ισχύει ο τύπος Ευ]ετ: Κ--ΕΞΑ-Ι,όπουΚκο 
αριθµός των "κορυφών", Ε των "εδρών", Α των "ακμών". 


Παρατηρούμε ότι ανά 4 τα σηµεία του κύκλου ορίζουν ένα εσωτερικό (στο Σχ. 2 το Ε) που διαιρεί 
καθεµιά απόττις διαγωνίους στην οποία ανήκει σε δυο µέρη. 


Δ 


Γ 
ν 
Έτσι το πληθος των ακµών του σχήματος είναι: ν τα τόξα του κύκλου -- ( 3 )οι πλευρές και δια- 
ν 
γώνιες Ε 4 4 ) τα εσωτερικά τμήματα. 
ν 
Ενώ οι κορυφές του είναι ν τα σηµεία -- ( 4 ) τα εσωτερικά σηµεία. 


ΑπότονΕωεελοπόνθρυμενε{ α νΕ- (ο) κά ς)λννισε-( χα) 
πότον Μακ ἁομκάνρημανη 4) ΕΞ 2 Αν σεξ) ᾿ αμ ἶ 


Με τον τρόπο αυτό έλυσαν την άσκηση οι Μπουρνή Θεοδ., Ματσούκας Θεοφ., Οικονόμου Αθ. 
Ο Αντωνακόπουλος Σ. έλυσε την άσκηση χωρίς τον τύπο Ει]ετ, µόνο µε τη βοήθεια υπολογισμών 


Ελληνικό Στατιστικό Ινστιτούτο 
Λευκοπούλειος Διαγωνισμός 
7 Φεβρουαρίου 1999 


Στρατής Κουνιάς 
Καθηγητής Πανεπιστηµίου Αθηνών 
Πρόεδρος Ελληνικού Στατιστικού Ινστιτούτου 


Να προσπαθήσετε όσα θέµατα µπορείτε 

Θέμα 1 
ν συµµετρικοί κύβοι (ζάρια) ρίχνονται συγχρόνως 6 φορές(ν Ξ 1, 2, ...) 

α) Να βρεθεί η πιθανότητα πν εμφάνισης ν-πλού 6 τουλάχιστον µία φορά (για ν Ξ ] τουλάχιστον ένα 6 
σε 6 ρίψεις ενός ζαριού, για ν -- 2 τουλάχιστον 1 φορά εξάρες ή δύο, σε 6’ - 36 ρίζεις δυο ζαριών, 
κ.ο.κ.). 


β) ΎΝα δειχτεί ότιη πν είναι φθίνουσα συνάρτηση του ν. 
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γ) Να βρεθείτο όριοτου πι όταν ν --» οὉ. 


Θέμα 2 

Τέσσεροι φίλοι, οι Α, Β, Γ, Δ, είχαν ένα απόγευμα ελεύθερο και είχε ο καθένας να κάνει µία από τις 
5 επιλογές: κινηματογράφο, προπόνηση, καφετέρια, ανάβαση στο βουνό, διάβασμα. Και οι πέντε επιλο- 
Ὑές είναι το ίδιο ενδιαφέρουσες για τους 4 φίλους και ο καθένας κάνει τυχαία µία επιλογή. 
Ποια η πιθανότητα: ' 

α) Μόνο οι Α και Β να πάνε για προπόνηση. 

β) Οι3 τουλάχιστον από τους 4 να πάνε κινηματογράφο. 

γ) Τουλάχιστον ένας να πάει καφετέρια και τουλάχιστον δύο να πάνε κινηματογράφο. 


Θέμα 3 
Οι µαθητές µιας τάξης έλαβαν µέρος σε εξετάσεις Ιστορίας που ήταν να απαντήσουν σε 10 ερωτή- 
σεις. Σε κάθε ερώτηση δίνονταν τρεις απαντήσεις από τις οποίες η µία ήταν σωστή και ο μαθητής επέλε- 
Ύε ποια ήταν η σῶστη απάντηση σε κάθε ερώτηση. Οι µαθητές που δεν είχαν διαβάσει επέλεγαν τυχαία 
µία από τις τρεις απαντήσεις σε κάθε ερώτηση. 
Ο βαθμός ήταν όσες και οι σῶστές απαντήσεις του μαθητή. 
α) Ποια η πιθανότητα να πάρει βαθµό µεγαλύτερο ή ίσο του 5 και έτσι να περάσει το µάθηµα ένας α- 
διάβαστος μαθητής; 
β) Δείξε ότι η πιθανότητα π να περνά το µάθηµα, τουλάχιστον ένας στους 3 αδιάβαστους µαθητές, εἶ- 
ναι µεγαλύτερη του 0,5. 
γ) Δείξε ότι από 35 αδιάβαστους µαθητές, η πιθανότητα πις ένα τουλάχιστον να πάρει βαθµό τουλάχι- 
στον 7 είναι µεγαλύτερη του 0,5. 


Λύσεις 
Θέμα 1 
α) νΞ]Ι. Η πιθανότητα να µην εμφανιστεί 6 σε µια ρίψη ενός ζαριού είναι και στις 6 ρίψεις του ενός 


6 


6 6 
ναι πι Ξὶ τρ Ξ] -ᾖι --) 


νΞ2. Μετο ίδιο σκεπτικό βρίσκουμε 
(35 36 1 6) 
αι -ϱ) τι 
1 


6 
Η πιθανότητα να εμφανιστεί ένα τουλάχιστον ν-πλο 6 σε 6’ ρίψεις ν ζαριών είναι: Πιν 1 - { Ξ 5) 


6 
ζαριού είναι β .Ἑπομένως η πιθανότητα να εμφανιστεί τουλάχιστον ένα 6 σε 6 ρίψεις ενός ζαριού εἰ- 


β) Όταν τον αυξάνει, τότετο 6’ καιτο [ - ) αυξάνει και το πν φθίνει. 


μι] 
γ) Επειδή το όριο του ἴ χ 3) είναιτο ϱ” όταν π --» «ο, τότε το όριο του πν είναιτο 1 --ᾱ-) όταν π --» οο. 


Θέμα 2 
Οι δυνατές περιπτώσεις είναι 5΄ - 625. 
α) Οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι 4΄ -- 16 διότι οι Γ και Δ πάνε στις 4 άλλες δραστηριότητες. Επομένως 
2 


πα 00256 
5 


4 
β) Αν πάνε οι 3 στον κινηματογράφο, οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι ( 3 ) χ 4 Ξ Ι6 και αν πάνει οι 4 
στον κινηματογράφο οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι ]. Τότε η πιθανότητα που ζητάμε είναι 
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-46π 
πως 00272 
γ) Διακρίνουμετις περιπτώσεις: 
4 3 
) Ένας πάει στην καφετέρια και 2 στον κινηματογράφο, υπάργουν { 1 )κ ( 2 )κ 3 Ξ 36 ευνοϊκές 
περιπτώσεις. 
11) Ένας πάει στην καφετέρια και 3 στον κινηματογράφο, υπάρχουν 4 ευνοϊκές περιπτώσεις. 


4 
11) Δύο πάνε στην καφετέρια και 2 στον κινηματογράφο, υπάρχουν ( 2 ) Ξ 6 ευνοϊκές περιπτώσεις. 


Επομένως η πιθανότητα που ζητάμε είναι πΞ 36 Ξ σσ ) Ἡ 0.088. 


Θέμα 3 
Ὑπάρχουν 3’ δυνατές απαντήσεις του μαθητή. Για να απαντήσει σῶστά ο µαθητής σε Κ ερωτήσεις, 
10 
οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι: ( κ ) Χ κ. κος. οί 


α) Για να περάσει ο µαθητής θα πρέπει να απαντήσει σε 5 τουλάχιστον ερωτήσεις. Οι ευνοϊκές περι- 
πτώσεις είναι: 


10 4 οφ 4 ή 3 2 δὴ ας ο 
(η και 6 χ2 7 χ2 -- 8 χ2΄ -- 9 χ2 -- 10 ε5--- 585 


Ἐπομένως η ζητούµενη πιθανότητα είναι: πΞ ---, 0213 


β) Η πιθανότητα να µην περάσει κανείς από {ους τρεις είναι (1 -- 0213) 5 0487 και η ζητούµενη πι- 
θανότητα είναιπΞ 1 -- 0487 5:0,513 
Υ) Για να πάρει ένας µαθητής βαθµό τουλάχιστον 7, οι ευνοϊκές περιπτώσεις είναι: 


10 3 () 9 -ᾱ ο. 
(ο κὸι 8 χ 2΄ -- 9 χ 2 -- 10 Ξ1Ι6Ι 


Επομένως για να πάρει ο μαθητής βαθµό κάτω από 7 η πιθανότητα είναι 1 -- νο 5 0.98 και η ζη- 


τούµενη πιθανότητα είναι: πι. Ξ 1 --0,98-- -- 0,501. 


Η Ελληνική Μαθηματική Ἐταιρεία 


Διαθέτει σε πολύ καλή τιµή. 
την εξάτοµη (σελίδες 2044) Γεωμετρία 


του Ν. Κισκύρα 
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Υπεύθυνοι στήλης: Δούναβης Α. - Λουρίδας Σ. - Τυρλής Ἱ. 


Συνάρτηση ΕιΙεγ 

Συνάρτηση Ει]ετ' ονομάζεται η συνάρτηση 
ΥΞ φ(κ)/ Ν µε φίχ) να παριστάνει το πλήθος των 
θετικών ακεραίων που αφ' ενός µεν είναι µικρότε- 
ροι ή ίσοι του Χ, αφ’ ετέρου είναι πρώτοι προς το χ 
(φ(1) - 1, φ(8) Ξ 2, φ(5) Ξ 4 κ.τ.λ.) Για τη συνάρ- 
τηση αυτή ισχύει φ(χ.γ) Ξ φίχ).φ(γ). Αν ο α είναι 
αριθµός ακέραιος πρώτος και κ θετικός ακέραιος 
τότε φ(α”) -α- --αἲ -α"[ι - Αν ο θετικός α- 


κέραιος Χρ αναλύεται σε γινόμενο πρώτων παρα- 
γόντων, Χοξ ρἹρ2'....ν όπου Χι, Χ2, ..., ἄν φυσι- 


κοί αριθμοί τότε 
φίκ)Ξ (ρἳ -ρ'ι ) (1 -- ρ2 |)... (ον - 


οφ) τκήι -ρο]ῄι -ᾱ)χι -ᾱ 


π.χ. φ(10) -ϕ(2).φί5) Ἱο(ι -σ)(ι - 


Χν- | 


Ασκήσεις 
Να βρεθούν οιθετικοί ακέραιοι όταν 


ΥΞ φ(κ) /Ν η συνάρτηση ΕιΙετ και φίκ) -- Σ 


.. 


Λύση 
Έστω θετικός ακέραιος χο ώστε φίχρ)Ξξ - 
Θεωρούμε Χο ρ]-ρ2'...ρν 5 


(-ρί-θ-(-λ- 


Χν 


2{ρι -- 1)ρ. -- 1)...(ϱν -- 1) Ξ- Ριρ2...βν 


! Τοοη]ιατά Ευ]ετ (1707 -- 1783) 


θλυμπιακές Ἴροσεγγίσεις 


του Σωτήρη Λουρίδα 


Αν θεωρήσουμε ότι ο ῥι είναι ο μικρότερος 
απ' όλους τότε, αναγκαστικά, ριΞ2. 

Οπότε: (ρ; -- 1ρι -- 1)...(ϱν -- 1) Ξ ϱ1β:...Ρν. 
Άτοπο αφού (ρ; -- 1Χρ: -- Τ)...(ρν -- 1) «Ρ1ρ....βν- 
Άρα ο Χρ δε µπορεί να έχει πρώτο παράγοντα ε- 
κτός και είναι της µορφής χρ -- 2’ όπου ρ θετικός 
ακέραιος. 

Αντίστροφα φί23) -2ῄι ω 3) -.-2 
2. Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Θεω- 
ρούµε την επιφάνεια που δημιουργείται αν από 
την επιφάνεια που ορίζει αυτό "βγάλουμε" ένα 
από τα σηµεία της που δεν ανήκει σε µία από τις 
πλευρές του (φανταστείτε µια αδιάστατη τρύ- 
πα). Δείξτε ότι η επιφάνεια αυτή µπορεί να δια- 
µεριστεί σε τέσσερα σύνολα ευθυγράµµων τµη- 
μάτων. 


Λύση 

Θεωρώ Ε την επιφάνεια που δημιουργείται ό- 
πως αναφέραμε στην εκφώνιση και Κ η θέση της 
"τρύπας". Προφανώς η σχέση Χου -- "Χ παράλλη- 
λο ευθύγραμμο τµήµα µε Υ'" αποτελεί µια σχέση ἰ- 
σοδυναµίας που προφανώς διαµερίζει την επιφά- 
νεια σε τέσσερις κλάσεις (δες σχήµα) ὡς εξής: 


Α Β 


δολ 


Γ 


Η 1Ἡ µε βάση τον αντιπρόσωπό της ΕΖ όπου 
Ε ανήκει στην ΑΒ καιΖ στο ΒΚ καιΕεΖ/ ΑΚη 
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δεύτερη µε βάση τον αντιπρόσωπό της Ηθ, Η ση- 
µείο της ΒΓ και Θ της ΓΚ µε ΗΘ / ΒΚ. η τρίτη µε 
βάση τον αντιπρόσωπό της ΙΛ όπου 1] σηµείο της 
ΔΕΚ. και Λ σηµείοτης ΔΓ µε ΙΛ / ΚΓ καιη τέταρτη 
µε βάση τον αντιπρόσωπό της ΜΝ µε Μ σηµείο 
της ΑΔ και Ν σηµείο της ΑΚ µε ΜΝ // ΔΚ. Τα 
σηµεία του ΒΚ καλύπτονται από την πρώτη κλά- 
ση, του ΓΚ από τη δεύτερη, του ΔΚ από την τρίτη 
καιτου ΑΚ από την τέταρτη αφού βέβαια το Κ δεν 


ανήκει σε καµία κλάση (από την υπόθεση). 


3. Γεωμετρίας της 3ης Βαλκανικής Ολυμπιά- 
δας Νέων 25/06/1999 

(Το θέµα αυτό επιλέχθηκε και ήταν πρόταση 
της επιτροπής διαγωνισμών της Ε.Μ.Ε.) 

Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ - ΑΡ). 
Έστω Δ σηµείο της ΒΓ ώστε ΒΓ 2 ΒΔ » ΔΓ. 
Θεωρούμε τους περιγεγραµµένους περί τα τρί- 
γῶνα ΑΒΑΛ και ΑΛΓ κύκλους Κι, Κ,; αντίστοιχα. 
Έστω ΕΒ', Γ τα αντιδιαµετρικά των ΕΒΕ, Γ ὡς 
προς τους κύκλους αυτούς. Αν Μ το µέσο της 
Β'Γ', αποδείξτε ότι το εμβαδόν του ΜΒΓ είναι 
σταθερό µη εξαρτώµενο δηλαδή από τη θέση 
του Δ. 

Λύση - 

Γ'ΔΓ - οῦ», Β'ΑΒ - 905. Άρα Γ Ἐ'Δ είναι 
συνευθειακά. Είναι προφανές ότι οι κύκλοι είναι {- 
σοι, αφού. το τρίγωνο είναι ισοσκελές και άρα 
ΑΒΔΞΑΓΔ. 


. ΒΒΑ-20”-ΑΡΒΡΒΞ 20ῦ 5 ΑΔΗΒ και 


ΑΓΓΙΞΟ05Σ-ΑΓ' ΓΞΟΘΟΣΞ ΑΔβαπότο εγγε- 
γραμμένο τετράπλευρο ΑΓΤΔ. 


Άρα ΒΒΑ Ξ ΑΓΓ' -» ΑΒ’ Ξ- ΑΓ' -» ΑΒΤΙ ι- 
σοσκελές. 

Άρα η ΑΜ θα είναι και ύψος. Αν Ε το µέσο 
της ΒΓ τότε το ΑΜΔΕ είναι ορθογώνιο παραλλη- 
λόγραμµο -» ΜΔΞ ΑΕ -»5(ΜΒΙ)Ξ(ΑΡΓ). 


Παρατήρηση 1: Εδώ ο λύτης θα πρέπει να απο- 
φανθεί για τη θέση των Β' και Ι0, ότι δηλαδή το Β’ 
ευρίσκεται στο ελάσσον τόξο του Κ: ενώ το Γ' στο 
μείζον τόξο του Κ.. 


Παρατήρηση 2: Θα μπορούσε να δινόταν, απλά 
ότι Δ εσωτερικό σηµείο της βάσης ΒΓ. 


4. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ. Στην πλευρά ΑΓ 
παίρνουμε σηµείο Ε ώστε: στο Ξα και στην ΑΒ 


ΑΔ ᾳ, 
'τὴν β. Έστω Ρ το σηµείο το- 
µής των ΒΕ. και ΓΔ. Να βρεθεί το εμβαδόν του 


ΔΑΕΡ µε βάση το εμβαδό του ΑΒΓ. 


σηµέιο Δ ώστε: 


Λύση 
Θεωρώ τις κάθετες ΒΚ. ΑΛ, ΕΜ επίτης ΓΔ. 


ΕΚ ΔΒ ΕΜ ΕΓ  ἍὮΕΓ 
ΕΚ ΑΛ. ΒΚ. αἲ! ΒΡ 
ΕΜ ΕΜ ΑΛ β ΡΕ 
Άρα: (ΔΡΕ) .. ΡΕ .«(ΔΡΕ ΡΕ 
 (ΞΔΕ)  ΒΕ (ΒΔΕ) ΒΡ{ΡΕ 
ο (ΒΔΕ) ΒΔ. ΑΕ 
ΣΗΜ ατβγ! σης (ΑΗ) Ας αἲ 
ΡΕ 
(ΔΕ) ΒΔ (ΑΒΕ) ΑΕ. 
ὉὍσ σα σα αὉ 
Άρα:ΦΔΕ) ΒΔ ΑΕ 
ΡΕ: (ΑΒΓ) ΑΔ ΔΒ ΑΕ « ΕΓ 
1 --- 1 μμ πἝ "σα 
ΑΔ ΕΓ 1 β 1 
ΙΒ στ; ας 
«(8ΔΕ) α 


Άρα: (ΑΡ) (ατηβτ 


«ο (ΔΡΕ). (ΔΡΕ) (ΒΔΕ) 
Επίσης (ΑΕΒΓ) (ΒΔΕ) (ΔΡΕ) 


“μμ --- 
α--β--]Ι (α -- Ι)(β -ε 1) 


.(ΔΑΕ) ΑΔΑΕ --- 
Όμως: (ΑΒ) ΑΒ:ΑΓ (λόγος εµβαδών τρι 


γώνῶν µε µια γωνία κοινή). 


Άρα: (ΔΑΕ) ΑΔΑΕ β. ,,-α 
(ΑΒΓ) ΄ΑΒ.ΑΓ βΕΙ απ 


.. σα 
(α -- 1)(β -ε 1) 
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«ω. (ΔΑΕΡ) (ΔΡΕ) , (ΔΑΕ). 
Τελικά έχω: ΓΑΗΡ) "(ΑΡΓ) ᾿ (ΑΒΓ) 


ο... αι υ-υ|« ὃυ ὦ 
(α -- 1 Χβ -- 1α --β-- 1) (α -- 1Ι)(β -ε 1) 
(ΔΑΕΡΒ) αβ.(α-β2) 


(ΑΒΓ) ΄ (α-- 1)(β -- Τα -- β- η 
- α.β.(α -- β - 2) 
α-- ατΙχβτΊχανβτ ης) 


5. Έστω α, β, Υ σύμμετροι αριθµοί που παρι- 


στάνουν πλευρές τριγώνου. 


α ϱβ 
Δείξτε ότι; ος. αρ » 
3 (ε-Υ) α -- α) ίτ -- β)' 


Λύση 
Αρκεί να δείξουμε 
23 "β"1ςτ--γ) (τ -- α) {τ -- β) «αἲ β)Υ «» 


(5) ϱι 1) ϱ. 2] πα 


α β γ 
ο αρα 


ί .. δα] ῄι - σολ) ῄι .. .Β] «Ι. 


Έστω λ το Ε.Κ.Π. των παρονοµαστών των 


α,β,γ--λα, λβ,λγ ΕΝ, από ανισότητα Οα1ςἩΥ 


λα. ΣΡ-Υ 1ΡΡΤΥ- αλ γά1α-β 
α β γ : 
τετ . 


σσ 
2 


ο Μία. ρ-4ΡΗ-αγγηα- 
λία «β 4 γ) 


σαισοσ 


6. Αν σε τρίγῶνο ΑΒΓ έχω: 
ότι είναι ισόπλευρο. 
Λύση 


α”Β Τ λ 5 αξλΑ, βΞΛΒ,.ΥΞΛΓΤ. 


α-«βεΕγ 35Α«Β34Γ-54Α «2.Όμοια έχω 


2. 1ΡΗΤ 


ο 


2ἳ 2 
Από τον νόµο τῶν ηµιτόνων έχω: 


πα σαι μας τω νο 
τν ημΒ ημΓ ημα ΠμΒ ημΓ 


Θεωρούμε ότιΑ 28Β. 
Θα υπάρχει κάποιος κε]; ώστε ΑΞΒ κ, 


π 
---- 
μεκ-2. 


Ἅν.... Β{κ Β 
ημΑ ημΒ ημΒβ κ) ημΒ 
ΒημΒ ΓκτημΒΞΡΒηµΒ συνκ -- ΒσυνΒ ηµκ -» 
Β ημΒ (1 - συνκ)-- Βσυνβημκ - κηµΒ. 
Από ] -συνκ20- Β συνβηµκ - κηµΒ 20. 
Όμως αν 0 «κ «2 -» ημκ «κ τότε έχω: 
κβσυνβ -κηµΒ 20-» Βσυνβ Σημ -» Β 2εφ8Β. 
άτοπο αφού, αν Β «2» εφΒ2 Β. ΆραΑςΒ. 
Όμως κατά τον ίδιο τρόπο το Α «Β οδηγεί σε 
άτοπο άρα Α28Β. Τελικά ΑΞΒΞΤΓ. 


7. Αν α, β, γ, ὃ, Χο Φυσικοί αριθµοί, όπου Χρ 
πρώτος αριθµός αλλά και πρώτος προς τους α, 
β. Υ. δ, δείξτε ότι: χη/ αβ” ΕΡΒΥ ΕΥδ δα” 
Ξ9χρ/αΤΥ ἡ Χο/βΜΥ. 
Λύση 
αβ” ΕβΥ ΕΥδ” δα” ΞλχολεΝ. 
Έχουμε, προφανώς την ισχύ του θεωρήματος 
του Εεππαί. Δηλαδή, υπάρχουν λι, λε, λι,λιεὔ 
ώστε 
αἲ  -ΙΞλιχο β” -ΙΞλΟΧΟΥ -Ι-λαχο, 
δο.1. 1 -- λον α.. 
(αν) |- 1)α.δΞλι χρα-δ, 
(β3Ι- 1) α βλ. χοα -β, (Υ - 1) ΒΥΞΛΑΧοβ , 
(δΙ- 1) γ-δΞλ ΧοΥ -δ. 
Άρα: 
δα” -α-δ--λιχοα-δ,α-β”. Ξα.β--λ.χοα β, 
ΒΥ" ΠΞΒΥ λ2Χοβ Ύ, Υ:5' -Υ:δ 3 λχογ -δ. 
Προσθέτω κατά µέλη και έχω: 


α.β” β.Υ «Υ:δ"4 δ-αἲ-- (α.δ -β. Υ-:Υ 5 -- δ-α) 


Ἔ χο(λι αδ --λ2 αβ λι βΥ «λ.γδ) -» 
αβν . β.Υ” - γ:δ-.3 δ-α”. - 
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(α -- γ) (β 3 δ) Ί χο(λι αδ {-λ2 αβ -λι βΥ Έλι γδ) 
Τελικά 
λκοτ(α ΕΥΧβ 3 δ) - χο(λι αδ --λο αβ Ελ βΥ Γλιγδ) 


/ 


Ξχρ/αγ ἦ Χο/β3δ. 


Αφήνεται στους λύτες να εξετάσουν την ισχύ 
του αντιστρόφου. 


Προτεινόμενα θέµατα για τη στήλη 
των Ολυμπιάδων 


10 Βρείτε όλους τους ακέραιους π ώστε ο α- 
ριθµός Μ-Ξ π΄ -- 4π) -- 14π) -- 20π -- 10 να είναι 
τέλειο τετράγωνο ακεραίου. 


Προτεινόμενη λύση 

Είναι 
Μ -π' -- 4π -- 6π' --4π-- 1 -- δπ -- Ιόπ48 ΕΞ 
(α-- 1) -- Βία -- 1) -- 1 Ξ[(α -- 1) - 4] --δ- κ 
οπότε πι -- κ ΞἱΙ5 Ξίπι -- κπι 4 κ), όπου 
πι (η -- 1) 424 


και καθώς (πι -- κπι -κ)Ξξ αβ πι Ξ β α), 


κ-ίβ-α) 
Εύκολα βρίσκουμε ότιπι ὃ Ξ»(Π-3,Π.Ξ --Ι) 
ππξόά -ρηπξ ] 


20 Δείξτε ότι υπάρχει ακέραιος της µορφής 
99919991... 999100...0 ο οποίος είναι πολ/σιο 
του 1999, 


- 


Λύση 

Θεωρούμε τους αριθμούς αι Ξ 
α.Ξ9991999Ι, ..., αρ/Ξ 9991999Ι...9991 

Επειδή 2000 » 1999 και 
υε {0, 1, 2, ..., 19985} όπου ὐ το υπόλοιπο τῶν 
διαιρέσεων αι: 1999,τε {1, 2, ..., 2000} σύμφω- 
να µε την αρχή του Ὠἱτίοβ]εί υπάρχουν αριθμοί 
αι, αι (12 ]) ώστε αι -- αι Ξ 0πιοά1999 

Όμως ο αριθµός αι -- αι είναι της ζητούμενης 
µορφής αποτελούμενος από { -- | µπλοκ ψηφίων 
999] ακολουθούμενος από 4] μηδενικά. . 


9991, 


30 Έστω Μ το µέσο χορδής ΑΒ. Από το Μ 
φέρνουμε τις χορδές ΚΤ, ΧΣ. Αν οι ΚΧ. ΣΤ τέ- 
µνουν την ΑΒ στα σηµεία Η. Θ αντίστοιχα, 
δείξτε ότι ΜΗ Ξ Μθ. 


του Σωτήρη Σκοτίδα 


Λύση 


Από τα ζεύγη ομοίων τριγώνων βρίσκουμε 


γι ΘΤ 
ος κ) χι ΚΗΗΧ ΑΗΗΒ 
-- γ΄ γι ΣΘΘΤ ΄ΑΘ:ΘΒ 
α-- χ(α -- χ) α- --χ 


9 όπουαξ ΑΜΞΜΒ 
(α-- γα --Υ) α --Υ 


Έτσι χ΄(α- -- Υ”) Ξ γ΄ (α” - χ)) τότεχΧΞξΥγ 


4ο Έστω η ακολουθία (Χ(), π ΕΝ, µε ΧηΞ : και 


2 
3-χΧπ.ι 


α.- Π 2 1. Ὑπολογίστε το Ιίπι Χῃ. 
η---οο 


- 


Λύση 


Παρατηρούμε ότι π.δ ας πα, 


δη Ἡ αν ας. 
φοὴι 2 αι 
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δω] είναι 


Δηλαδή η ακολουθία (7η) µε γη Ξ προ 


.... . 1 
γεωμετρική πρόοδος αφού λος. 
ώς μα ρε 
Οπότε νε Ἔν) -ς(ϱ) τν 
πι Υ/Ξ0 
η---οο 
(είναι χι -Ξάρα γι - 


ο: ἀνωδ αμ ανω 
1 η--»οο 


Όμως χηΞ 


50 Βρείτε όλες τις τριάδες πραγματικών αριθ- 
µών χΧ. Υ, ὦ που ικανοποιούν τις ισότητες 
(1: «γ -ω)-1 
και 
γ΄ -- γω) -- ωχ) -- χγω(χ Εγω). 


Λύση 

Δεν είναι άγνωστη η ισχύς των ανισοτήτων 
46 »βςΥγ) σΣίανβ- ην, 
α -- β; «ΥΣ αβ 4 βΥ -Ε Ύα µε το ίσον να ισχύει αν 
και µόνον αν αΞξβΞΥ. 

Με τη χρήση τῶν ισοτήτων του προβλήματος 
οι παραπάνω ανισότητες γίνονται 1 2 (κ -ε Υ -- ο); 
και 

χγω(κ -Υ -- ϱ)᾿ 2 (ΧΥγω) « (ω)ωχ) 3 (ωχχαγ) Ξ- 

χγῶ(κ -Ε Υ -- Φ) όµως από τα δεδοµένα προκύπτει 
χγωί(χ Υ 4) 20, |Χ] -- |Υ| --|ωἱ20 

Αν χΧγω(κ {ΕΥ 0) Ξ 0 παρατηρούμε ότι α- 
κριβώς δύο από τους Χ, Υ, ὦ θα είναι μηδέν. Έτσι 
βρίσκουµεττις λύσεις 


ᾳ «ω 0, 0) [ο -- 0) [ο 0, 5] Στην περί- 


πτωση που χγω(κ { Υ - ϱ) Σ 0, παίρνουμε 
(ς. -- γ - ο) 2 1, άρα (κ «Υγ - ο) Ξ 1 - 
ΧΕΥΓΟΩΞΞΙ 

Για χ -- Υ - ὢ Ξ 1] παρατηρούμε ότι θα είναι 


Αν ο ------- 
( 2). . “{ τ) "0 --κ-γτως 


Στην άλλη περίπτωσηχΞγξω-- 


μμ 


ω 


6ο Αν ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ, οι διχοτόµοι των γωνιών 


, 1 (ΑΡ(ΒΗΩΤΕΙΟ) 8 
Γ ότι -- .ἃ 
τριγώνου ΑΒΓ δείξτε ότι 4{ (Γ7) ς 27 


[321 Δ.Μ.Ο., ΕΣΣΔ]. 


Λύση 

Αποδεικνύουµε πρώτα το θεώρημα ΎαΠ 
Απύε]: 

Αν σε τρίγωνο ΑΒΓ τα τμήματα ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ 
διέρχονται από το ἴδιο σηµείο Ἰ, τότε 
ΑΙ ΑΖ ΑΕ 
Ιδ 28 ΕΓ 


Απόδειξη 
Από θεώρημα Μενελάου για τις διατέµνουσες 
ΓΖ, ΒΕ στα τρίγωνα ΑΒΔ, ΑΔΓ αντίστοιχα έχουµε 


ΑΖ ΓΒΔΙ | ΑΕΒΓΔΙ τρις ΑΖ. ΑΕ. 
ση ΓΑΙΑ Ἑρηλια ου κο» 
ΙΔΊΒΓ ᾿ ΕΓ) ΙΔ 
Α 
7 
ΓΕ 
Β 
Δ 
|α 


Αν τώρα στο ϐ. απ ΑπῦοεΙ θεωρήσουμε ὡς 
σηµείο 1 το έγγεντρο του τριγώνου ΑΒΓ θα έχουµε 
ΑΙ ΑΖ ΑΕ ΒΙΥ.ΒΗΥ ΑΙ ΒΥ. 

ΙΔ 78 ᾿ ΕΓ αα α ΑΔ αξβ{«γ 


μῳ ν μι α-β ΒΙ αγ 
να ΓΖ αβγΥ ΒΕ αξβγ 


(ΑΗΒΗΤΗ «8. 
οπότε «ΑΛΒΕΥΓΖ) 27 


(ασ: β.Υ))2 40 (α 5 βΧβ: γα} -» 


.. 4 (β -- ) -- « ΕσἹσστκττ 
2 2 2 2 
που ισχύει λόγω της γνωστής ανισότητας (16]ιγ 
π μι] π 
Σκλή[]ν) 
ίσα μη 
Για -- 1, χι 4: Χ, 1 χι 2 34|ΚΙΧΟΧ. 
Ι..,(α- ἁ γα 
Τέλος « 
4 (α βΕγ)’ 


αἱ «β) ΕΥ 4 3(α- β)(β-«γ)ίΥ α) 
(α -- β)β -- ΥΊ α α) 
α᾿ «β ΦΥ’ «1 «» 
(α -- β)(β -- γ)(Υ  α) 


α(β-ΕΥ-- α) «γα -β--γ) 4 βΊ(α-«Υ-- β) 4 2αβΥ 2 0 
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που ισχύει λόγω της τριγὠνικής ανισότητας. 


Ίο ἸΚάθε σηµείο του επιπέδου χρωματίζεται µε 
ένα από δύο διαθέσιµα χρώματα. Δείξτε ότι υ- 
πάρχει ισόπλευρο τρίγωνο, οι κορυφές του ο- 
ποίου έχουν το ίδιο χρώμα. 


Λύση 

Αν όλα τα σηµεία του επιπέδου έχουν το ίδιο 
χρώμα, τότε το θέµα λήγει. 

Έστω ότι τουλάχιστον δύο σηµεία του επιπέ- 
δου έχουν διαφορετικό χρώμα (υποθέτουμε κόκκι- 
νο(Κ) και μπλε (Μ)) 


Θεωρούμε το µέσο του ευθυγράµµου τµήμµα- 
τος µε άκρα τα σηµεία αυτά. Το µέσο θα είναι Κ. ή 
Μ. Σχεδιάζουµε τότε δύο ισόπλευρα τρίγωνα µε 
κοινή πλευρά το τµήµα µε άκρα ἴδιου χρώματος 
ΚΚ ή ΜΜ (στο σχήµα µετο ΚΚ) 

Αν µια από ττις τρίτες κορυφές είναι Κ. το θέµα 
λήγει. Στην αντίθετη περίπτὠση που είναι και οι 
δύο Μ, το τρίγωνο µε πλευρές τα διακεκοµένα 
τμήματα είναι το ζητούμενο, αφού εύκολα διαπι- 
στώνουµε ότι είναι ισόπλευρο. 


δο Βρείτε τους φυσικούς αριθμούς πι, Π ώστε 
3.23 1 - π. 


Τέσσερα 


1. Βρείτε ένα ζεύγος -- ακεραίων κ.λ µε 


59 «45 
θςλ« 200 ώστε ῃ - .- σε Αποδείξτε ότι - 
«πάρχει µόνο ένα τέτοιο ζευγάρι ακεραίων. 
Λύση 
(α) Κατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι 
45 3 Ἀ5θθ-.ρρος. 1. 
6ἱ 80 61:80 1880 Άρα θα πρέπεινα 


Λύση 
Παρατηρούμε ότι π΄ 5 1πιούᾷ άρα π 3 0πιοά2 
«ΈτσιηπΞ 2κ-ςΙ.Ππ 2κ --2. 
ΑνπΞ ὃκ --2, έχουµε 
3.23 1 - οκ) ε 12κ- 4 --2" - (2κ -- Ικ -- 1) 


Για κΞ 0, παίρνουμε πι Ξ 1], η Ξ 2, ενώ για 
ΚΞ 1 έχουµεπΞβ,ῃΞ5. 


Αν κ22, είναι 4(κ -- 1) 2 2κ -ε 1 2 2(κ -ε 1), 
άρα δεν είναι δυνατόν οι κ -- 1, 2κ -- 1 να είναι 
συγχρόνως δυνάµεις του 2 πράγµα που θα έπρεπε 
να συμβαίνει. 

Αν η Ξ ὃκ -- 1, ανάλογα βρίσκουμε πι Ξ 4, 
ηΞ Τί 


90 Ανθ«α«βκαια) - 3α - 1, β - 3β --Ι, 
δείξτε ότια 2 - β;. 


Λύση 


Προφανώς α, β ρίζες 
χ΄ --2χ4Ι-0. 


της εξίσωσης 


Έστω κ - γηµθ, οπότε ημ᾽θ -ὀημθ---ς- 0 
γ γ 


όµως είναι γνωστό ότι ημθ - Ζημθ .. Σημβθ Ξ0 


ο -] 
λα 


άρα χι Ξ 2: ημΙ05, Χ2Ξ 2:ημδθ”, ΧΞ --2 ημΤθ5 


άραγ΄ -4 «9-2 και ημβθ 
4 


Παρατηρούμε λοιπόν ότι α Ξ- 2ημµΙ0", 
ο 
β-- 2«ηµδ0» οπότε β; --4-ημ-50» --4ᾱ-ἷ---5υν 1ο -- . 
2(1 «ημΙΟΡ)Ξ2α 
. Θλυμπιακά θέµατα 
του Αντώνη Δούναβη 


προσθέσουμε στον ο ένα κλάσμα μικρότερο του 


πσσσ ώστε να προκύψει κλάσμα μεταξύ του τς και 


-α.. 
4550 80 


τι µε τη δέσμευση ο παρανοµαστής του να είναι 
μικρότερος του 200. Αυτό δεν είναι εύκολο µε δο- 
κιµές. 
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(β) Πρέπει να παρατηρήσει κανείς ότι αν β « ο 


ΟΚ εαν ο. ον Β ε. ἆ 
τότε «ᾱ---ό«Ἡ,. Μετά εύκολα βρίσκει ότι ένας 


β β4{δ ὃ 
. . 5045 104 
Τέτοιος ζητούμενος αριθµός είναι ο πρ ιδ] 
Αυτός είναι και ο μοναδικός. 
59 


(1). Μοναδικότητα: 


ο ο ων κο 
και 5” δι έχουµε παρατηρήσει ότι β - 5 και 


βΥ - αδ - 1. Ας υποθέσουμε ότι υπάρχει και άλλο 
κλάσμα ς εν «δ0Υ 200. 


α στ -.“.- 
Για τα κλάσματα β” 80 


γΥ ὃ 
. Αφού «δ5Ίγ-χδ20 άρα γΥ- ὃχ2] 
. Καν 5» βκ2 αγ ««βκ2αγ 3] «» 
βδχ 245Υ 35 «» ὄκλ ην 
καὶ ες ὁ -. 


αδγ3.δ (βΥ- αδὶν -δ 
μα. 


ΥΥ - ὃχΧ «γΥ- β 


Τελικά | «Ην -ὅχκκΣ-ὃ 


β 
Εφαρμόζοντας διαδοχικά στους εν τη και 
ητι αι τον υπολογισμό ενδιάμεσου 
59 523 104 104 104 10414545. 
δ0 803 141 141 141 14] --6Ι  6ἱ μα. 
163 149 


σκουµε αριθμούς 221 Καὶ σ0ρπου έχουνε παρανο- 
µαστή που υπερβαίνει το 200. 


2. Αποδείξτε ότι, αν χ και Υ είναι ρητοί αριθ- 
μοί που ικανοποιούν την σχέση χ ΕΥ Ξ 227’, 
τότε ο 1 -- ΧΥ είναι τετράγωνο ενός ρητού αριθ- 
μού. 


Λύση 

Αφού χ, Υ είναι ρητοί καιν ρητός (") η σχέση 

2 

5 » 5) 
γ 


γράφεται: ο 15 «Θέτωἱ.ν(1) Τότε 


Αν Υγ - 0 τότε από τη σχέση και ο χ-- 0, άρα 
1 -ΧΥγ« 1 κλπ. 


πτοε, - - πο - 
ο ο5. 
.. Ανί- -Ι, τότε από (])κ-{Υτ θ0, άρα 
ΧΑΥΞ0,άραχς ΥΞ 0, τότε (3). 
.. Ανίσκ-] έχουµε: 


ο-- 4 ᾖ{[ὁ- 12 
υἹ σκο ῥτι 


3. Θεωρούμε το τετράπλευρο ΑΚΛΓ και ένα 
σηµείο Β στο εσωτερικό του ώστε τα τρίγωνα 
ΑΚΛ., ΑΒΚ να είναι όµοια µε το ΚΛΓ (Τα τρί- 
γῶνα είναι διατεταγμένα ὡς προς τις κορυφές 
τους που αντιστοιχούν σε ίσες γωνίες). 


Να δείξετε ότι: . 


(α) ΑΚΒ όμοιο ΑΛΓ 
(β) ΑΒΓ όμοιο ΑΚΛ 
Λύση 


ΑΚΗΒ -ΑΚΛ-ΒΚΛ 


μμ ρε } αο-αΆν (2) 
ΑΛΓ- ΚΛΓ-ΑΛΚ 


(α) 


Έχουμε ΑΚΛ όμοιο ΛΒΚ άρα -Ας 
επίσης ΛΒΚ όµοιο ΚΛΓ άρα τσι - τν 
ἑωα ος 
ΑΛ ΑΓ Ἱ ΕΚ ΛΓ 


από τις (1), (2) έχουµε ΑΚΒ όμοιο ΑΛΓ. 


(β) Από την προηγούµενη ομοιότητα έχουμε 


ΚΑΒ - ΛΑΓ, άρα λόγω του κοινού µέρους χ 

κ κ, ΔΕ 
ΚΑΛ ΒΑΓ και επιπλέον Ἅλ τε άρα 
ΑΚΛ όµοιο ΑΒΓ. 


4. Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔ και σηµείο Ρ 
της γραμμής ΑΒ. Βρείτε τη μέγιστη και την ε- 


λάχιστη τιµή του λόγου ον και αποδείξτε ότι 


αυτό συμβαίνει για τα σηµεία Ῥ που ικανο- 
ποιούν την σχέση ΑΡ.ΒΡ Ξ ΑΒ’. 
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Λύση 
(α) Αν κάποιος θεωρήσει το Ρ ὣς σηµείο του 
τμήματος ΑΒ τότε µπορεί να θεωρήσει ότι ο λόγος 


δν πιαΧ όταν το Ρ ταυτίζεται µε το Α και ότι 
ο. παῖπ όταν ο Ρ ταυτίζεται µε το Β. Τότε όµως 


δεν ισχύει η συνθήκη ΑΡ - ΒΡ Ξ ΑΒ’. Άρα το Ρ 
δεν είναι σηµείο του τμήματος ΑΒ αλλά εκτός αυ- 
τού. 

Ρ Α 


ος 


Γ 


(β) Προφανώς όταν το Ρ βρίσκεται αριστερά 
του Αβο λόγος Ῥλ -- λ θα παίρνει τη μέγιστη τιµή του 


και όταν ο Ρ βρίσκεται δεξιά του Β ο λόγος τν θα 


« . ΡΓ . 
παίρνει τη μέγιστη τιµή του, άρα ο Ῥλτην ελάχι- 


στη. 
(Υ) Έστω Ῥ αριστερά του Α. Ο λόγος 


ΡΑ ΡΑ 
ΑΒ αλ” εφθ καιβΑ- σωνῷ; α πλευρά τετρα- 


γώνου. . 
Από νόµο συνημιτόνῶων στο ΡΔΓ έχουμε: 


ρ - ΡΔΖ -- ΔΓ: - 2ΡΔ.ΔΓσυν (90 4- ϐ) ή 
- ΡΑΣ 4 ΔΙ  2ΡΛΔ.ΑΓ ηἠμθ ἡ 

2 Δ 
ο) - Ἡ κ] . τρικ -.... 


ρα ϱη- συνθ. Άρα (ρ) Ξ 1 «- συνθ «- ημ2θ. 


Αν θεωρήσουμε την συνάρτηση 
{) - 1 -- συν’ -- ημ2θ τότε αυτή παίρνει την µέ- 
γιστη τιµή όταν Γ(θ)Ξ0 «-» - ημ2θ 4 2συν2θ-0 
«» -2(εφθ «« εφθ -Ι) -- 0 αἱ όπου καθορίζουµε την 
γωνία ϐ. 


12 Ελλκνική Μαζηματικά θλυμπιάδα 
6 Αρχιμήδης" 


ΣΑΒΒΑΤΟ, 29 ΙΑΝΟΥΑΡΙΟΥ 2000 


Θέματα μεγάλων τάξεων 

Θέμα 1’. 

Θεωρούμε ορθογώνιο ΑΒΓΔ µε ΑΒ -ᾱα, 
ΑΔ Ξ β. Ευθεία επου περνάει από το κέντρο 
Ο του ορθογὠνίου τέμνει τη πλευρά ΑΔ στο 
ΔΕ 1 
ΕΔ 2 


Αν το Μ είναι τυχαίο σηµείο της ευθείας ε 
στο εσωτερικό του ορθογωνίου, να βρεθεί η ανα- 
γκαία και ικανή συνθήκη µεταξύ των α και β, έτσι 
ώστε οι αποστάσεις του Μ από τις πλευρές ΑΔ, 
ΑΒ, ΔΓ και ΒΓ, µε τη σειρά που δίνονται, να απο- 


τελούν διαδοχικούς όρους αριθµητικής προόδου. 


Θέμα 2’. 

Να προσδιορίσετε το πρώτο αριθµό ρ, αν 
ο αριθµός 1 -ρ-- ρ᾽ . ρ) 4 ρ' είναι τέλειο τε- 
τράγωνο ακεραίου. 


σηµείο Ε, έτσι ώστε ---- 


Απότην Επιτροπή Διαγωνισμών 


Θέμα 3’. 
Να βρεθεί ο μέγιστος θετικός πραγµατι- 
κός αριθµός κ, για τον οποίο ισχύει: 


μα ως 


γα ευ κ γη κ 


για όλους τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς κ, 
γ. 


Θέμα 4’. 
Για τα υποσύνολα Αι, π εν Ά2ροο του 
συνόλου Μ, ισχύει ότι Α/ 25 ΞΙΜΙ, για κάθε 


Ξ1,2, ..., 2000, όπου µε ο συμβολίζουμε 
το πλήθος τῶν στοιχείων του συνόλου Χ. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει στοιχείο α του 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ.Υ. τ.3/3Ί 


Μαθηματικοί Διαγωνισμοί - Μαθητικές Ολυμπιάδες 


Μ το οποίο ανήκει τουλάχιστον σε 1334 από 


τα υποσύνολα Α,. 


Λύσεις Θεμάτων Μεγάλων Τάξεων 


Θέμα 1’. 


2 Α ϐ Β 


Οι αριθμοί χ, Υ, β-Υ, α-χ αποτελούν διαδοχι- 
κούς όρους αριθμητικής προόδου αν και µόνο αν 
Υ-χΧΞβ-2γζα-βγ-κ 


ὢ α-βξθ και ο. 


Φ αξβ και ο... θ«χς«α 


Από ΖΑΕΣ ΖΒΛ τριγ.: 


4) 


ο. - ΑΖξα 

ΑΖ--α 2 
Από ΖΘΜ Ξ ΖΑΕ τριγ.: 
Μθ 2. αἲκ 
ΑΕ ΑΖ Ὁ α 
β 

πο δυ- 


Ἐπομένως οι σχέσεις (1) γράφονται ισοδύνα- 
μα: 


α-β και βία. κ) βηχ 
3α 3 
β και βα --βχΞαβ -- αχ 


ὢ αξ 
Φ αξβ και(α-β)χΞ0, θ«χ«α 

Φ αξΞβ. 

Θέμα 2’. 

Έστω] Ερρ) Γρ) ΕρίΞ κ κεζ. Τότεθα 
έχουµε (2 «- ϱ)' «(2κ) «(20 «3 2), οπότε: 
(Οκ) (243 1); - 4ρ)-- 4ρ)-- δρ) -- 2ρ3 1 και 
λόγω της υπόθεσης για το κ΄ έχουµε τελικά: ϱ) - 2ρ 
-3-Ξ0ήρ-3. 


Θέμα 2’. 
. ο πιακκ 5 ὢ 


{2 γ2(9χ2 «γ2) κ 


ΚΧΥ « γ(κ2 «γ΄ χ(9χ2 «γ7) για κάθεχ,Υ20 9 


ἀχ΄ (4 - κ’)χγ; ΕΥ Σ0γιακάθεχ,γ20. (1) 
Για Υ-- 0, η (1) αληθεύει για κάθε κ20. 
Για Υγ 0, η (1) γίνεται: 37 (4 - κσ 120 


2 
πα κόθες- (ο) 20 (2) 
ή 


Διακρίνουμε τις περιπτώσεις : 
ο. ΑνΔς(κ-4-2φ)]κ-4-2φ)20ς90 
«κ«φ-] ἡ κ κ { 1, τότε η (2) έχει 


δύο ρίζεςΖι,22ε µεζι ΓΖ)ξ- -- 


»Ζι 72 


] 
-20., οπότε 

8 

» χιαθς«κς2είναι: 


Ζι Ζ2 0ο 


«Μῶ1ΐή"ν. Υ 


και η (2) δεν αληθεύει για κάθεζ20. 
» Ίγιακ22 είναι : 


0 Ζι Ζ2 


και η (2)δεν αληθεύει για κάθεΖ20 
ο ΑνΔςθς κνὸ-Ισκς ντ Ι,η (2) αλη- 
θεύει για κάθε Ζ ε ΓΙ, άρα και για κάθε720. 


Ἐπομένως η (2) αληθεύει για κάθε Ζ 2 0, όταν 
κε (θ, ῥ 1], οπότε η μέγιστη τιµή του κ είναι 
9 εἰ. 


Θέμα 4’. 

Έστω ότι δεν υπάρχει χ ε Μ, το οποίο να α- 
νήκει σε 1334 από τα υποσύνολα Αι, Α:, ..., Α2οοο. 
Δηλαδή έστω ότι κάθε στοιχείο Χ ε Μ, ανήκει σε 
1333 υποσύνολα το πολύ. Τότε : 


αοθικεΑι]ςἰς2000]«1333ὴΜ κ) 
Από την υπόθεση όµως έχουµε : 

[0] κε Αμ «ἰς2909]5.3-2003Μ] (2) 
Από τις (1), (2) προκύπτει ότι : 


Ξ-200Μ «Ι333ΜΙ ή 4000 «3999, άτοπο. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Ε΄ λ.}. τ.ᾖ/38 


Μαθηματικοί Διαγωώνισμοί - Μαθητικές Ολυμπιάδες 


ἐλληνικό Στατιστικό /νστιτούτο 


Λευκοπούλειος Δ4ιαγὠνισμός 
29 /Ανουβαρίου 2000 


Να προσπαθήσετε όσα θέµατα µπορείτε 


Θέμα 1 

α) Σε µία αίθουσα είναι Κ άτοµα και παρακολου- 
θούν µια ομιλία. Στο τέλος της ομιλίας τα ά- 
τοµα βγαίνουν τυχαία ένα-ένα από την αί- 
θουσα. Ποια είναι η πιθανότητα, ένα συγκε- 
κριµένο άτοµο να βγεί τελευταίο από την αί- 
θουσα. 


β) Στην αίθουσα είναι πι άνδρες και η γυναίκες, 
Βγαίνουν τυχαία ένα-ένα άτομο από την αί- 
θουσα έως ότου μείνουν στην αίθουσα άτοµα 
του ίδιου φύλου. Ποια είναι η πιθανότητα οι 
τελευταίοι που θα μείνουν να είναι άνδρες. 


Κάνε εφαρµογή γιαΠΞ2,πιΞ 3. 


Θέμα 2 


Δεχόμαστε ότι και οἱ 365 ηµέρες του έτους 
είναι εξ’ ίσου πιθανές για τη γέννηση ενός ατόμου. 
Παίρνουμε τυχαία Κ άτοµα, ποια είναι η πιθανότη- 
τα: 

α) Δύο τουλάχιστον άτοµα να έχουν γενέθλια 
την ίδια ηµέρα του έτους. 

β) τ από τα Κ άτοµα να έχουν γενέθλια την ίδια 
ηµέρα του έτους και τα υπόλοιπα να έχουν 
γενέθλια σε διαφορετικές ηµέρες. Κάνε εφαρ- 
µογήγιακΞ4,τΞ2. 

δ) Ρωτάµε ένα-ένα άτοµο και σταµατάµε όταν 
βρεθεί το πρώτο άτοµο που έχει γενέθλια την 
ίδια ηµέρα µε άτοµο που είχαμε ρωτήσει 
προηγουμένως. 


Ποια είναι η πιθανότητα να σταματήσουμε το 
πολύ στο πέμπτο άτοµο που θα ρωτήσουμε; (Κ 2 5) 
Θέμα 3 


Μια παρέα από πι φίλους ασχολούνται κάθε 
Κυριακή µε το άθληµα της ξιφασκίας. Η πιθανότη- 
τα να τραυματιστεί ένα άτοµο κάθε φορά είναι 5 
(όσοι τραυματίζονται σταματούν και αποσύρονται 
από αυτό τον αγώνα. Ο τραυματισμός ενός ατόµου 
είναι ανεξάρτητος από τον τραυματισμό άλλων α- 
τόμων). 

Ποια είναι η πιθανότητα να αποσυρθούν όλα 
τα άτοµα σε λιγότερες από π -- 1 Κυριακές Κάνε 
εφαρµογή γιαπιΞ2,Π'Ξ 4. 


Λύσεις Θεμάτων του Λευκοπούλειου Δια- 
γωὠνισμού Πιθανοτήτων 


Θέμα 1 


α) Ὑπάρχουν Κἱ Ξ Κ.(Κ -- Ι)...Ι δυνατές περι- 
πτώσεις να βγουν όλα τα άτοµα από την αίθουσα, 
στις (Κ -- 1)! περιπτώσεις ένα συγκεκριµένο άτομο 
βγαίνει τελευταίο, τότε 

(Κ- Ευ! 1 


ρστ ρῖς ΙνωΚ. 


β) Θεωρούμε τα γεγονότα: 
ΑΞ {Τα άτοµα που µένουν τελευταία είναι άνδρες), 


Β Ξ {Το άτοµο που βγαίνει τελευταίο είναι άνδρας}, 


τότε Α. - Β και Ρ(Α) Ξ Ρ(Β) ----τ- 


--- 
ππ 5 


Φίλοι Μαθητές και αγαπητοί Συνάδελφοι, 


µην ξεχνάτε ότι το έτος 2000 έχει ανακηρυχθεί από την ΟΥΝΕΣΚΟ ως 
"ΠΑΓΚΟΣΜΙΟ ΕΤΟΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ"'. 


πρέπει λοιπόν όλοι όσοι αγαπάτετα Μαθηματικά να φροντίσουμε, στα πλαίσια 


του εορτασμού αυτού, να τα προβάλλουμε ποικιλότροπα. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ}γ.τ.2/39 


Μαθηματικοί Διαγωνισμοί - Μαθητικές Ολυμπιάδες 


Θέμα 2 1 ͵2:364 3:364-363 4-364:363-362 
( 9 365 3ος 46 «4 ο ο ον 

α) Ορίζουµε το γεγονός: 
Α:Ξ {Δύο τουλάχιστον άτοµα έχουν γενέθλια την Θέμα 3 
ίδια ο... του έτους], τότε Ρ(Α) -1 -ΡΑ)- Αν Ο Ξ (Ένα άτοµο δεν τραυματίζεται στις η 
| 065) ὅπου πι --π(α -- Τ)...(α-- Κ-ξ 1) πρώτες Κυριακές) 

365 ῥ ν . ῥ . 

(6 Ξ {Ένα άτοµο τραυματίζεται σε κάποια 
ἳ . : . από τις π Κυριακές 

β) Αν Β Ξ {τ από τα Κ άτοµα έχουν γενέθλια Ώ - (Καιτα πι άτοµα τραυµατίζονται σε 

την ἴδια μέρα), τότε κάποια από τις η Κυριακές) 
ο βορὰ. ' η 
ερ τν ολ τς 265) 0016 Ρ(Ο) - ς ), Ρ(ζ)-1- ... 
(965): 5 
4 πἍπι 4 433 

δ) Αν Ο Ξ {Το τελευταίο άτοµο που ρωτήσα- Ρ(Ρ)Ξ ί .. Β ) -ι ” 9 ) Ξ0,185 
με, έχει την ίδια µέρα γενέθλια µε κάποιο από τα 
άτοµα που είχαμε ρωτήσει προηγουμένως). Με . « 
8, Ὁ, ς, ..., συμβολίζουμε την ηµέρα τῶν γενεθλίων Ἀθήνα Ἰανουαρίου 2000 
του ατόµου που ρωτάμε. Στρατής Κουνιάς 

Καθηγητής Πανεπιστηµίου Αθηνών 


Ο 5Ξ {αα, α”α, αΌθ, αΌσα, αΌοῦ, αΌοο, αΌσάα, αΌσάθ, | Πρόεδρος Ελληνικού Στατιστικού Ινστιτούτου 
αΌσάς, αὈοάά)}, Ρ(Ο) Ξ 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ ΑΜ 3/2000 


ων ΑΡΜΕΝΟΠΟΥΛΟΥ 27 : 
.. ΕΚΔΟΣΕΙΣ τηλ.(031)203.720 ΕαΧ(031)211.405 | ΤΕΧΝΙΚΑ - ΕΠΙΣΙΗΜΟΝΙΚΑ ΓΙΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 
ἁ- 2 μ Τ Η νεο μαιάμώμι ΠΑ ΤΑ ΑΕΙ, ΤΕΙ, ΙΕΚ ΒΙΒΛΙΑΙΦΛΛΥΥΥΟ 
- ο-πιαί; Σἱ(Φηγρογ.ᾳτ α΄ νν.ΣΙ.ατ καιπς ΔΕΣΜΕΣ 


ΝΕΕΣ ΕΚΔΟΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΗ Γ΄ ΕΝΙΑΙΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 1999 - 2000 


Ησειρά περιέχει: «Συνοπτική θεωρία, «Ασκήσεις µε απαντήσεις, «Κριτήρια αξιολόγησης, 
«Παραδείγματα, «Ερωτήσεις κατανόησης ἴ μεσο 

9 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, θετικής Κατεύθυνσης ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, Τεχνολογικής Κατεύθυνσης ἳ πρ η ο 

Τόμος Ί, Γραμμική Άλγεβρα - Μιγαδικοί αριθμοί Τόμος 2, Συναρτήσεις - Όριο και συνέχεια συνάρτησης - ἩΡΟΡΑΗΜΑΤΑ 

» ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, θεπκής Κσπύθννσης ο... τς. 

Τόμος 2, Συναρτήσεις - Όρίὸ και συνέχεια συνάρτησης : ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Μηνακεωης κ φννρνὴ Θετικής Κατεύθυνσης «ώς ηνη 

ο ᾿ . ' ΄ ΄ 

Τόμος 8, Διαφορικός και λοκληρωτκκός Λογισµός ο ο Ύνα την Α΄ τόξη 

ο: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΙ ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ » ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ Β΄ π 

[είς Παδοᾶς Διαφορά Λοχονς-Σπισικ- Πανόπτης ΄ του ΕΝΙΑΙΟΥΛΥΚΕΗΟΥ ο 


ο ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ, Τεχνολογικής Κατεύθυνσης «ΘΑΝΑΣΗΞΕΝΟΥ- ὺ”- λλῤἍυπόέκδοση 
Τόμος. Ί, Γραμμική Άλγεβρα - Μιγαδικοί αριθμοί 5 ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


σύμφωνα µε το αναλυτικό πρόγραµµα του υπουργείου 


Μκθνματικοί Διακωνισμοί - 


Μκὸν µατικές Όὰν μπιάδες 


Υπεύθυνοιστήλης Δούναβης Α. - Σκοτίδας Σ.- Τυρλής]. 


ἼΓροτεινόμενα δέματα για Τη στήλη των 


ϐΘΛυ τν 
του Σωτήρη Σκοτίδα 
1. Έστω αρ, αι... ἄν αριθμοί του διαστήματος | 0, η ώστε 
π π π Ε πα] 
ορζα εφῄαι 1 ο], Ἡ -Ι. Λείξτε ότι εφαρ: εφαι;... εφα, 2Η’. 
Λύση 
΄ ΄ ΄ ΄ ΄ 1 
Αποδεικνύουµε πρώτα πως αν χο, Χι,...,Χ θετικοί αριθμοί ώστε τας 4 τος ,ι Ἕ τς «1. τότε 
ων πο 
Απόδειξη 
1 -βι 3 (4 - βο(1 - βι)...(1 - βν) 
Θέτουμε Π τς Ξβι, άρα Χι "κα στε(θ, μι. π) οπότε ΧρΧι...Χοξ βο βι ο β. , 


Μπ 
Όμως παρατηρούμε ότι 1 -βι 2βο 3 βι -..." βι.ι Ἔ βικι Ἔ.. Ἑ βν 2 Π: (βο βι...βί.ι βικτ -. β) από 
ανισότητα αριθμητικού γεωμετρικού μέσου. 


͵ . . εφαρ- Ι εφαι- | εφα-1.. 
Η δοθείσα ανισότητα γράφεται Ἱ« εφαρ .. 14 εφα, 15... Ί- Ἶς Ἓφα, η-]«» 


1 1 1 1 1 1 
κώ ”» - --------- 
αλ. {1 σεφαρ 1 -- εφαι ιδ. προς ή κ. 1 πεφαρ 1 -- εφαι κ άοί 1 -- εφαν - 
Θέτοντας χι εφαι20, 10, 1, 2....,πΠ, παίρνουμε εφαφ-εφαι..... 'ἐϕαν 2 η" ο) 


2. Έστω Ῥ εσωτερικό σηµείο του παραλληλογράμμου ΑΒ(ΟΡ ώστε ΑΒΡ Ξξ ΑΡΡ. Δείξτε ότι 
ΡΑΒΞΡΟΒ. 
Λύση 
Φέρνουμε ΡΕ ισοπαράλληλη της Β6, δηλαδή ΡΕΒΟ παραλληλόγραμμο 5 ΡΕΒΞ φ. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ.Υ.τ./32 


σ'.... .. .  Μαθημµατικοί Διαγωνισμοί - Μαθηματικές Ολυμπιάδες ----------------..''....... 


Όμως προφανώς και .ΑΡΡΕ παραλληλόγραμμο, οπότε ΑΕΡ Ξ χ Ξ ΑΒΡ -» ΑΕΒΡ εγγράψιµο σε 
κύκλο οπότε ὼΞΡΑΒΞΡΕΒΞ φ. 


3. Οι διχοτόµοι ΑΔ, ΒΕ, ΓΖ τριγώνου ΑΒΓ τέµνουν τον περιγεγραμµένο κύκλο στα σηµεία Ρ,, 


ΑΔ ΒΡΕ Τ2 
Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι πλ πλ ὰα 


[Μαθηματικές Ολυμπιάδες Πολωνίας -- Ν. Κορέας 1996] 


” 


Λύση 


Από Θ. 5ίενιατί Ό2-.ΔΒ -«γ2ΔΓΞα.ΑΔΖΓα- ΔΒ:ΔΓ. Αλλά ΔΒ ματ ΔΓ π 


΄ .-ΡΥ[Φ1γ-αἸ ΑΔ ΑΔ’. ΑΔ (ΡΥΥ-αἲ ἀΔτίτ-α) 
Παλ μ ο πρ λα Ῥμπ ὃ πα 


Ανάλογα παίρνουμε και τις δύο άλλες σχέσεις οπότε η προς απόδειξη ανισότητα γίνεται 
ο. αν ανα Ὢ 9 2). 


α 


Έστω τὅρα η συνάρτηση {οὐ «τσ δι («κ ς 3τ) µε Γ (κ) 2 0, άρα Ε κυρτή οπότε από 


χΣ 


3 


ανισότητα Ίεηδεπ έχουµε {α) { Πβ) - ΑΥ) 2 3{ πι ο» {(). 


Σηµείωση: 
Αν Ε κυρτή στο διάστηµα Δ και αι, αλ.., αν Ε Δ και Ἆι, λο..., ᾗι 2 0 τότε ισχύει 


' .«Ἔ ληαῃ 
λι ἴζαι) Ἔ λο [ζα.) "-...Ἔ λα ἴζαν) 2 (λ - λο ...Ἔ λη) ο στον εν ) θπνικουμένος ανισότητες 


1επςεπ). 


2 


4. Έστω οι µη-αρνητικοί αριθµοί α, Ὁ ώστε 32 -- ' «αἲ - αἴ. Δείξτε ότι ()ας1, (4) ὓ« 3" 
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στ '... . Μαθηματικοί Διαγωνισμοί - Μαθηµατικές Ολυμπιάδες ---------------''''.''.... 


Λύση 
(). Έστω αντίθετα ότιαΣ 1, τότεθς αξ -α- -- αἲ (1 - αἲ) «0, άτοπο 
(19). Παρατηρούμε ότι αἲ - αν Ξ αχ! - αξχκΙ Κας: 2δόιθςας .ταεικα 


1 1 1 - 1 α 2 
μάχες», ο ο 2---- ος 
αἲ! - α2) 1 α2 2 «1µΕΤο ίσον αν α 2: Ας είναι Ὁ 2, τότε 


2). (2; κα ολα 
Γ 8) κ«ὐΣεῦ ςαλ-α «7, άτοπο. 


5. Βρείτετους θετικούς ακεραίους Π, πι ώστε (η πι)” Ξ π"' -- 1413. 


Λύση 
σσ (ν 
Δεν είναι άγνωστο ότι(α « β)΄ Ξ » (0) Ε) οπότε 
κξο 
ο πω. Ἰ ῃ πβ. Επ -- η «1413 -. 


-ἲ πο (αν κκ 1) ο. ον α΄ - 1413 -- 33.157. 


Αλλά, καθώς 157 πρώτος, κατ΄ ανάγκη πι 3, οπότεη2-- 3η 435 Ι57-ΠΞ 1]. 
6. Ἐστωῶ η ακολουθία (αι) µεαρς 1, αιΞ2, αι Ξαπ.ι αασ-2 (η 22). Ὑπολογίστετονα, 


Λύση 

Είναι εύκολο να δούµε ότι ας ε Ν” για κάθε.κ.ε Ν οπότε Ιοβ2 αι Ι9β2 απ. | 4:1062 απ -2 για κάθε 
Π22 µε 1962 αρΞξ0, Ιορ. αι ], δηλαδή αν ὃ, Ξ 1962 α», τότε η ακολουθία (Ο,) είναι η γνωστή ακολουθία 
Εϊροπασεῖ, δηλαδή Ὁ, Ξ Ε, αφού Ἑο Ξ 0, Ει Ξ 1, Ει Ξ Εν. ι 3 Ἐν. 1 Οπότε αι Ξ 2", όπου 


Ε, -π] Ἡ (25 γη εν πα κου. 


Φυσικομαθηματικές 
Εκδόσεις - Βιβλιοπωλείο 


ΑΙΟΡΑ’' 
Μεσολογγίου ] - Αθήνα 106 8Ι 


Μερικές χρήσιμες ισότητες στην ακολουθία 
ΕΙροπαςςἱ 


Τηλ.: 33 01 269 -33 02 622 


| Κυκλοφορεί τον Απρίλιο: 
Εναγγέλου Σπανδάγου 


| "Οι χαμένες πραγματείες του Ευκλείδου"' 
| Ψευδάρια 
Κωνικά (στοιχεία) 
Πορίσματα 
Τόποι προς επιφανεία 
Περί διαιρέσεων 
9 Μηχανικά 
Εισαγωγή - Αρχαίο Κείµενο - Μετάφραση - 


Ει -- Ε: -Ε...Ε Εοο.ι ξ Έλι 
Εμινας Έπι.ι Ἡν - Εωξοιι 

Ει -- Ε) - Ε. 1... Εξ Ευ} - | 
(Ες, Επ νι) Ξ 1 

Επ] Επο για κάθεπι,ῃ 2 1 
(Επι Επ) Ξ (πι, ) 

Επ|Ει «πι γιαπι22 
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61 - ῳ 
3.4 ψ ῴ 
ο 


πο 


61 ΊΗΑΛΕ/ΛΛήΛ/6Σ ΜΗΑΘήΤ/ΚΟΣ Δ/4ΓῶΛ/Σ/Ι6Σ 
274 ΜΗΑθΘήΗΑΤ/ΚΗΑ “6 θ4Λ4Η2” 


24ΒΒΗΤΟ, 4 Λ6ΟΕ/ΠΗΒΡ/ΟΥ/ 2000 


Β΄ Γυμνασίου 
1. Δίνονται οι παραστάσεις 
Α΄ - 2:41 και ΒΞ (5 -4):(2) 1) 


Να --- οι Α. Β και να συγκριθούν οι 


22Β 
αριθµοίτης πα ἵ τν, 


2. Του τραπεζίου ΑΒΓΑ (ΒΓ | ΑΛ) δίνονται: 
(α ΑΒΞΓΑΞ 12 µέτρα 


(β) Η περίµετρός του 54 µέτρα 
() Το εμβαδόν του ΕΞ 120 τ.μ. 
Να βρείτετο ύψοςτουυ. 


Στο παραπάνω σχήμα δίνονται: 

(α) ει [ει 

(β) ΑΒΓ ισοσκελές τρίγωνο (ΑΒ - ΑΓ) µε 
ΒΑΓ Ξ 205 


() Η ΒΔ είναι διχοτόµος της γωνίας ΑΒΓ 
(δ ΓΖΙ ΑΓ . . 
Να βρείτετις γωνίεςφΞ ΓΔΕ,θΞ ΑΕλΔκαιω. 
Να εξηγήσετε γιατί οι ευθείες ΒΕ. και Γ7, 
δεν είναι παράλληλες. 
4. Δίνονταιοι παραστάσεις: 


3 4 5 2001 
ο νο 
ασ μη 
μα 1 
αν Εἠκωρὰς.. 
ο ο πες 


Ναβρείτετον αριθµό Α.-- Β. 


Γ΄ Γυμνασίου 
1. Δίνονται οι αλγεβρικές παραστάσεις: 


α- (5) 9 () τω" 


ω . 3 αν ὃ5 
Β- [(5) -0) - | - (ς κ. μάς], 


Να βρείτε τους αριθμούς Α., Β και να συ- 
Α 258 


Ὑκρίνετετους --- Β ὁ24Α΄ 


Β δΔ Γ 2 


(ϐ) ει 

(β) το τρίγωνο ΑΒΓ είναι ισόπλευρο πλευ- 
ράςα. 

( ΓΕ Ι ΑΓκαιΑΔλΒβΓ. 

(δ) ΑΕΞ2α 


Να βρείτε: ὢτολόγο κκ 


(11) το εμβαδόν του τραπεζίου ΑΔΓΕ. 

Ο θετικός ακέραιος κ είναι άρτιος και όταν 
διαιρείται µε το 7 δίνει υπόλοιπο 2. Να 
βρεθεί ο αριθµός χ, αν είναι μεταξύ των ᾱ- 
ριθµών 512 και 521. 

Σε µία Βαλκανική συνάντηση Νέων συµµε- 
τείχαν 199 παιδιά από 9 διαφορετικές χώ- 
ρες. Να αποδείξετε ότι µία τουλάχιστον 
χώρα είχε στην αποστολή της 12 τουλάχι- 
στον παιδιά του ίδιου φύλου. 


Α΄ Λυκείου 
Το τριπλάσιο ενός αριθμού αυξημένο κατά 
18 ισούται µε το τετράγωνο του αριθμού. 
Να βρεθεί ο αριθµός. 
(α)Να αποδείξετε ότι το άθροισμα των γῶ- 
νιών ενός τετραπλεύρου ΑΒΓΔ είναι 3605. 
(Ρ) Τετραπλεύρου ΑΒΓΑ οι εξωτερικές 
γωνίες Αι... Βε, Γε, Δα είναι ανάλο- 
Ύες προς τους αριθμούς 6, 8, 19 και 12, 
αντιστοίχως. 
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Στήλη τῶν Ολυμπιάδων 


Να βρεθεί το είδος του τετραπλεύρου. 

43. Σε µία τάξη Λυκείου διοργανώθηκε πρω- 
τάθληµα σκακιού. Την πρώτη ηµέρα έγιναν 
µόνο κάποιοι αγώνες στους οποίους οι δύο 
αντίπαλοι ήταν ένα αγόρι και ένα κορίτσι. 
Στους αγώνες αυτούς της πρώτης ημέρας 
πήραν µέρος τα : του αριθμού τῶν αγοριών 


της τάξης και τα ᾱ του αριθμού των κορι- 
τσιών της τάξης. Αν η τάξη έχει συνολικά 
34 παιδιά να βρείτε: 

(1) πόσα αγόρια και πόσα κορίτσια έχει η 


η, 
()πόσα παιδιά δεν πήραν µέρος την πρώτη 

µέρα στους αγώνες, 

4. Όι δύο διαστάσεις ενός ορθογωνίου είναι οι 
θετικοί ακέραιοι κ και Υ. Αν αυξήσουµε τη 
µία διάσταση κατά 1 και την άλλη διάστα- 
ση κατά 2, τότε το ορθογώνιο που προκύ- 
πτει έχει εμβαδόν διπλάσιο του εμβαδού 
του αρχικού ορθογωνίου. Να βρεθούν οι 
διαστάσεις κσ, Υ. 


Β΄ Λυκείου 
1. ὙΝα αποδείξετε ότι η εξίσωση 
χ1ΕχΞΊν ΕΙ νεΝ. 

έχει πραγματικές ρίζες. 
Είναι δυνατόν οι ρίζες της εξίσωσης αυτής 
να είναι ακέραιοι αριθµοί; 

27. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ προεκτείνουµε 
την υποτείνουσα ΒΓ κατά τµήµα ΓΔδΞΑΓ. 
Ἡ διχοτόµος της γωνίας Β τέμνει την ΑΔ 
στο Ε. Ο κύκλος Υ κέντρου Α και ακτίνας 
ΑΕ. τέμνει την ΒΕ., εκτός του Ε., και στο Ζ. 
Να αποδείξετε ότι η χορδή ΖΕ χωρίζει τον 
κύκλο Υ σε δύο τόξα από τα οποία το ένα εἰ- 
ναι τριπλάσιο του άλλου. 


43. ὙΝα βρεθεί η μέγιστη τιµή του θετικού ακξ- 
ραιου χ για την οποία ο 13’ διαιρεί τον ᾱ- 


ριθµό 5001 
[Δίνεται ότι: 500131 :2:3.... 499 . 500|. 
4. Έστω ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ Ξ 2επι. Προς 
το ίδιο µέρος της ΑΒ θεωρούμε τα 1σοσκε- 
λή τρίγωνα ΓΑΒ, ΔΑΒ, ΖΑΒ µεΓΑΞΓΒ, 
ΔΑΞΔΒΗ καιΖΑΞ ΖΒ. έτσι ώστε 
Εαν) 1 επι, ἘλληΞ 2« οπιῖ, Εραυ 3 επι. 


Να αποδείξετε ότι: ΑΛΒ«ΑΖΡ-3. 


Γ΄ Λυκείου 

1. ἸΙσοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (ΑΒ Ξ ΑΓ) οι 

πλευρές ΒΓ Ξα και ΑΓ Ξ β ικανοποιούν τη 
α. ΝΙ0 

σχέση κκ. 

Να αποδείξετε ότι είναι µρ | µ,, όπου µμκαι 

μι είναι οι διάµεσοι από τις κορυφές Β και 

Γ, αντιστοίχως. 

2. ὙΧΝα αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν ακέραιοισ, 
γ, 2 τέτοιοι ώστε να ικανοποιούν την ισότη- 
τα χ) 4 Υ -8χΞ6. 

4. Τα σηµεία Κ. Λ βρίσκονται στο εσωτερικό 
του τριγώνου ΑΒ και είναι τέτοια ώστε να 
ισχύουν: 

(ΑΒΚ)Ξ(ΑΓΚ)Ξ(ΒΚΛ)Ξ(ΓΚΛ)Ξ(ΒΛΙ). 
()) Να αποδείξετε ότι τα Κ, Λ ανήκουν στη 
διάµεσο ΑΛ του τριγώνου ΑΒΓ . 
(1)Αν Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου 


ΑΒΓ, να βρεθεί ολόγος ὃν ' 


4. Σε µία κατασκήνωση υπάρχουν 577 παιδιά 


από 9 διαφορετικές χώρες. Σε οποιαδήποτε 
ομάδα 9 παιδιών υπάρχουν 2 τουλάχιστον 
παιδιά µε το ίδιο ύψος. 
Να αποδείξετε ότι υπάρχει ομάδα 5παιδιών 
από την ίδια χώρα που είναι του ίδιου φύ- 
λου και έχουν το ίδιο ύψος. 

λύσεις των θεμάτων στο επόµενο τεύχος 


«Ολυμπιακές προσεγγίσεις» 


1. Τα θέµαταπου αφορούν στις ανισότητες 
είναι θέµατα μείζονος ενδιαφέροντος για τις µα- 
θηµατικές Ολυμπιάδες. Η κεντρική ιδέα για την 
απόδειξη µιας ανισότητας είναι το γεγονός ότι 
το αυστηρό στα µαθηµατικά είναι και το απλό 
(Κ. σοἀεπιεπί: Αἱρεῦτε, Ρατὶς 1966). 


2. Μερικές «επώνυµες» ανισότητες. 
2.Ι. Ανισότητες Αριθμητικού - Γεωμε- 
τρικού -- Αρμονικού Μέσων - (αιςἩγ. Αν 


του Σωτήρη Λουρίδα 


αν 20 τότε 


αι Γαγτ:- Ἔαν»ν 


αι,αλ.... και αι-αλ"...'ανΞ] 
(η ισότητα ισχύει αν 
αιΞαξ:::Ξαν). 


2.2. Αν αι,α2,....αν 20 τότε 


αι 1-α) --' ο -αι 
ν 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ.δ. τ.1/15 


Στήλη τῶν Ολυμπιάδων 


Αν αι Ξα) Ξ...Ξαν ἐχῶ ισότητα. 
23, 
Γιάτους πραγματικούς α͵,βι,1Ξ-]1,2,..., ν ισχύει: 


(αἲ -- αἲ --''' αν). (βἱ - β Ἡ-- .βΝ)2 


(6αμςΥ -- θεμνναγ7 - Βιυπίακοννςκὶ: 


Σ(α[βι -- α1β. «Γ'' Ἔανβν 1: .. Ἡ ισότητα ισχύει 


όταν - Ξ . ο--- ο.ὁ 
βι β; β, 
32.4. Ὑοϊογσίγαςς: 


Αν αι,α),...,αν 20 και Ξξαι γα} Έ.-. Ἔας, τότε 
) (11-αι)(1-α))::(11α)2145. 
Π) Αν επιπλέον ὃς] τότε: 
(1α)(γα)) (να))κτης. 
1) Αν επιπλέον α͵ «Ι για κάθε νε Ν, τότε 
(1--αι)(1--α))--"(1--αν)»--5. 


ἵν) (-α])(--α)--(1-α))«ττς. 


2.4 Ηφιάεγ. 


Ἡ ανισότητα του Ηδ]άετ είναι µια γενίκευση 
της ανισότητας των (αγ -- βοἩν/αΓ7. 


Αν (αια.,..,αν) καὶ {βι.β;,...βν) είναι δύο 
σύνολα θετικών πραγματικών αριθμών και οι α- 


ριθµοί Ρ, α είναι τέτοιοι ώστε: μή μερλσ!, 
Ρ 4 


τότε: 
αιβι τΕ...αγβν 5 (αἲ 1... αν)’ (β) ο»... Ἕβ) 

Ἡ ισότητα ισχύει όταν αι. ἳ 
βι βν 


ρήσουµε κ... Υς και Αι -αν, ΒΞβ, 
Ρ 


1Ξ]1,2,...,ν, τότε έχουµε την ακόλουθη ισοδύναμη 
διατύπωση: 

Α/Βύ -Ε... ΑΒ Σ(Αι «... Αν)’ (Βι --...Ε Βν)) 
Το ίσον ισχύει αν πας Ἱ µε κΞΙ,2,...,.ν και 

ὃκ ὃκ 
ΑΙ ΓΑ; Γ..ΕΑνΞδν, ΒιΒ) τε... ἜΒν-δν. 
Για ΡΈαξ2λ, προκύπτει η ανισότητα (αι -- 
ενα Γ7. 
2.6. 


.Αν θεώ- 


ΤςεΠεῦΥγεΠεΓ. 


Για τους πραγματικούς αι͵,βι,1Ξ],2,..,ν µε 
Χι2Χ)2ΧιΙ2Χ/2"':2Χν και 
ΥΙ 27223334 3"::3γν Ισχύει 
ν.(κιγι ΕΧ2Υ2 ει Ἔκνγν)2 
(κι «κ; ἕ'ι Ἔκν) (γι Εν. -''ἨΥν). Η ισότη- 
τα ισχύει όταν ΧιΞχ) Ξ...Ξχν ἦ ΥΙΞΥ2ξ...Ξὺν 
2.7. Αν ΧΙΧ2,Χ1.....Χν Καῑ ΥΙΥ29Υ1.....Υν 


θετικοί αριθμοί τότε 


ΑΧ 4" Εκ 
ΧΙΥΙ ΓΧ2Υ2 Γι Ἔχνγν ] 


Χι Χ} Χι 
τν ον ον ᾱ 
Χι 1Χ2 -'''-χν 
2.δ. Ανισότητα του Βεγποιυ!] 


Αν χ2--] και ν δυσικός αριθµός, τότε ισχύει: 
(κ) 21 Ενχ. 


Γενίκευση: Αν -ἶἰ«κχ-θ, τότε έχουµε: 
(1 - κ” «]--αχ, για 0-ας] 

(κ) 2]1--αχ, για α»δΙ η αςθ. 

Αν χ-θτότε ισχύουν σαν ισότητες, 


2.9. επςεῃ. 


Αν Γκυρτή στο [α,β] τότε 


(ης, νχ,γε [α,β]. Γενίκευση: 


, 


ν ν 
νχε[αβ] µεί- 1,2,...,ν. 


Αν Γκοίλη στο [α,β] τότε 


απο μα να γε [αβ]. 


(π 4Χ2 «Ε...ἜΧν Ῥ {(κ) γι. ΕΕ(αν) 


2 2 
Γενίκευση: 
(3 4Χ2 Ε...Ἔ Χν ΓΕ Ε(κ) 1 ιο ΕΕ (Χν) 
ν ν 


νχ ε[αβ] μεις 12... 


2.10. Αν για τους θετικούς χι, ΙΞ].2,...,ν ἑ- 
χουμε Χι ΓΧ2 ΓΕ... ἜΧνΞκ, µε κ σταθερό αριθµό, 
το γινόμενο Χι:Χ2"...'Χν Ὑίνεται μέγιστο αν 


Ξχ---- 


ΧΙ ΞΤΧ}Ἠ... ν 
ν 
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2.81. Αν Χ|,Χ2,...Χν θετικές μεταβλητές τότε 
στην περίπτωση που έχουν σταθερό άθροισμα, έ- 
στω Χι ἜΤΧ} ἙἙχ κ, η ελάχιστη τιµή της 


κλ 


κ) χὸ ---.χλ είναιη -ττ. 
ν 


2.12. Ανισύότητα ΜΙπΚονιςκὶ 
Ἡ ανισότητα του ΜΙπΚοννεκἰ είναι µια γενί- 
κευση της τριγωνικής ανισότητας 


Αν {αι,α2,...,αν} και {βι,β2,...,βν} είναι δύο 
σύνολα θετικών πραγματικών αριθμών και ϱΡ2], 
τότε ισχύει: 


[ίαιβι )» ---... Ε(ανβν); 15 


«(αι Σ..,Ἔαν). (βΕ 4... ΕβΡ)Ρ. 


4. Αν αι,.α}.,...,ἄγρρρ θετικοί ρητοί αριθ- 


μοί µε άθροισμα σαι -α} -'' αρ να α- 
ποδείξτε ότι: 


ο] ρ) ν” 


Λύση: 
Αν οἱ αι,α2,...,ἄ20ρ0 είναι θετικοί ακέραιοι 
τότε από το θεώρηµα (31οἩΥ έχουµε: 


σ-αι}' (σ-α)]”. {σ-αμο) « 
αι α) μμ . 
ος ο. (σι  υ υ ἵνα πλοοο ΞΙ99ο-» 


αι 2 οσο 
κ-α ο) σαν «Ι990Σ, 
αι 6) α2ρ00 


Αν οἱ αι,α2,..-,α20ρ0 περιέχουν και κλασμα- 
τικούς τότε, έστω κ το ελάχιστο κοινό πολλαπλά- 
σιό τῶν παρονοµαστών τους οπότεοι κ-αι, κ:α}, 


κ Κ. α2ρρ ακέραιοι θετικοί. Επομένως: 


͵ -αι , κ.α, Ἰν-όμα Κ-ατρορ : 
αλ οοῦ ο. 

κίσ-αι)/ κίσ-α)1:'"Ἔκίσ- αρ) 999. 
3 «Ι99ο- 


-. Στήλη των Ολυμπιάδων 


4) ἵΝα αποδειχθεί ότι: 
(ον γν ΥΣ «οἱ ων αἲ) (εν κων) Σ 


τ2γ2ω2 [αό ολ καν) για κάθε χ,γ,ωεξ. 


Λύση: 
Ὑπενθυμίζουμε ότι γιατουςκ,λ µε κ«λΞὶ 
καιτους θετικούς Χι, Χ2,Χ1,Υ1,Υ2.Υ1 Καὶ από την 


ανισότητα Ηδ]άετ έχουµε: 
λ 
(κι κο κι) "(γι Ἓγο 1) 2 
ολα 
. 1 4 10 
Θεωρώντας κ. και δ.ς και χιΞ(χ.Υ) ., 


κ2Ξ(Υ-9)., χοΞ(ω-χ)., γω", μα”. 


Υ1ΞΥ' έχουµε: 

[α ν) (7-9). κοκ) [ν ωῦ χι ο, 2 
[εν ]) ως)” «[ς ο) Ίο: 
[(ω ) κο Ἡ ς (ή οχότε 


(ο γιο κγο ωῖο καΐκι) Γκ μγί κ) 5 


χ2γω -- γω) χὸ «χζω2γ; ή 


ς ο. «ως ρω κο) (κο κγοκω). » 
χ2γλω; (κό ΚΥό χω). 

Παρατήρηση: Μπορούμε να κατασκευάσουµε 

παρόμοια άσκηση µε μεγαλύτερο πλήθος όρων. 


5) Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒΓ και έστω 
Η,,Η,,Ἡ, τα σηµεία τοµής των υψών ΑΑ;, 
ΒΒι, ΓΓ, αντίστοιχα µε τον περιγεγραμµένο 
κύκλο του τριγώνου ΑΒΓ. Να αποδειχθεί ότι: 
Η.Η5 
ΒΓ} 


Η.Η: 
ο τω 


} 
4 4 Φ, 
Αβ2 


Λύση: 
Γνωρίζουμε ότι τα Ηι,Η2,Η: είναι τα συμμετρικά 
Δ 
του Η, ὡς προς τιςπλευρές ΒΓ, ΓΑ, ΑΒ του ΑΒΓ 
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Στήλη των Ολυμπιάδων 
αντίστοιχα. Άρα: Η2Η:Ξ2Β/Γι,. ΗΗΠιΙΞ21Η/Αι, (Αβ’ ΚΗΓ2 -- ΑΓ ἳ αγά 
ΗΙΗ2Ξ2ΒΙΑι οπότε αρκεί να δείξω ότι |. : : : 

4ΑΒ΄ -ΒΓ΄ ΓΑ 
Βι ΓΑΙ μΑΙΒΙ 3 . 
δδ- Υ ετα 2 
ΓΣ μι ὰὰ ΑΒ2 4 πολογίζ 1, εύκολα, (ΒΓ΄ ΑΓ2 -ΑΒ7) 3 
μμ. 4ΑΒ7 «ΒΓ2.Γα» 4 
. ε ΑΓ2 «ΑΒ2- ΒΓ2 
Α «90’ΞΑΒΙ σπα 6) Έστω τρίγωνο ΑΒΓ και δᾳ.δρ.δι οι εσω- 
-- 18, - ΒΓ2. ΑΓ2. ΑΠΒ2 τερικοί Ὅ-- π-- ότι: 
2 2ΑΓ πα. 
2 2 ῃΓ2 
Τελικά ΑΒι σαν ρσο-. Από τα όµοια 


Δ Δ 
τρίγωνα ΑΒ/Π , ΑΒΓ έχω: 


Β ΑΒ, Βπὸ αρ (ΑΓΑΡ/-ΡΓ)) 


ΒΓ ΑΒ Β2 αμ 42 ΑΒ 
όµοια έχουµε: 


2 
αιῶ [Αβ’ «ΒΓ7 -- ΑΓ’) 
τα  4ΑΗ::ΗΓ 


2 δια 
αιβ) (ΒΓαγ2--Α7) .. 
ΑΗ  4ΒΓ2.ΑΓ2 Για το τυχαίο σηµείο Μ (εσωτερικό της ΒΓ) θεω- 
Άρα, ίνα αποδείξω ότι: Β Ἆ «ν ἀ κα 
αό -- ρώ ΒΑΔΞΜΑΓ και ΑΒΔΞΑΜΓ. Επειδή 
ΒΓ2 (ΑΓ) ΑΒ’ --ΒΓ2) «ΑΓ 4 


α Δ 
- ΑΜΓ2ΣΕΒ η ΒΔ είναι εξωτερικά του ΑΒΓ. Π 
4ΑΒ’ «ΒΓ2 -ΓΑ2 ο κᾱ, Δ εᾷ 
2 2 212 2 θανῶς όμοιο ΑΜΓ οπότε: 
(ΑΡ’ νμΓῖ -ΑΓ’) «ΑΒ ΑΒ ΒΔ 

4ΑΒ2 «ΒΓ2.ΓΑ2 πο προσ. ΜΓΞΑΜ-:ΒΔ. 

2 

(ΒΓ΄ ΚΑΓ2 --ΑΡ7) 


΄ 


Ταυτόχρονα έχου. ει μμ... 
απο πι πι αγά .- 
Επειδή ΒάΜ-- ΔΑΓ και αδού σπα. έ- 
Θεωρώ, χωρίς βλάβη της Ὑενικότητας, ότι: ἁ . 
ΒΓΣΑΓΣΑΒ. Είναι σαδές ότι: χουμε ΑΒΜ όµοιο ΑΛΓ, 
2 2΄ ΑΓ2 ὃ κε 
μή (ϱγῦ --αγγ)(βγῇ -Αρ΄)» Άρα: πε οπότε ΑΓ:ΜΒΞ-ΛΓ. ΑΜ. 
2 2 ΑΒ2 2 ΗΓ2 
ΕΛ... Τελικά ΑΒ.ΜΓ-.ΑΓ.ΜΒ--ΑΜ(ΒΔ.«ΔΓ)-» 
αβ’ (Αρ’ --Βγ΄ Αβ΄ --ΑΓ’)20 (αδήνεται ΑΒ:ΜΓΑΓ.ΜΒΣΑΜ.ΒΓ. 
στους αναγνώστες). Αν ΑΜΞδι-5 ΒΜΞ------ - πα ο 
Οπότε έχω: β.Υ᾽ ΒΓΥ 
2 2 
ΒΓ2.{ΑΙ. Αμ) --μι7) -«ΑΓὸ (ΑΡ) «Επ --ΑΓ2) «| πότε οςΥ ν .ΡΥ α.δ.-ρδι« 2)... 
. Ἔβεγ μη Ἔγ 
ΑΒ’ «(ΒΓ΄ «ΑΓ --ΑΒ7)} 323ΗΓ7 -ΑΓ7.ΑΒ7 ή β.ΕΥ (1 
πας --» ον” »ομοίῶς προκύπτει 
ΒΓ’ «(ΑΠ΄ «ΑΡ -Β ΒΓ2} ΑΓ . . 
2 2 τικ2 ότι μι” αν κά. τμ 
4ΑΒ’ «ΒΓ{ :ΓΑ δι 2ία Υ) δι 2ία β 
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Στήλη των Ολυμπιάδων 


Προσθέτοντας κατά µέλη τις τρεις παραπάνω 
ανισότητες έχουµε: 


Προτεινόμενη Άσκηση: Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και 


Δ.Ε,Ζ τα σηµεία επαδής του εγγεγραµένου του 
κύκλου µε τις πλευρές ΒΓ -α, ΑΓΞβ, ΑΒΞΥ 
αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι: 


α-ΑΔ4β:ΒΕΑΥ:ΓΖ-(α-- β)Σ 
Σ(β--Ύ)’ (1--α)- «αἱ «β΄ «Υ΄ 
7) Έστω ΑΒΓ η τοµή τρισορθογώνιας γωνίας 
(στερεάς) Ο-: ΧΥΣ από επίπεδο και οι δίεδρες 
γωνίες, φ. ὢ µε ακμές ΒΓ, ΑΓ, ΑΒ αντίστοιχα. 
Αν Χ, Υ, Ζπραγµατικοί αριθµοί δείξτε ότι: 
κ) «τεμ7θ” γ: -τεμ/φ-- 1) -τεμ]ω2(κγ2):. 


Λύση: 


Γνωρίζουμε ότιτο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο. Επίσης ότι 
η προβολήτου Ο στο ΑΒΓ είναι το ορθόκεντρο Η 


ΗΗ 
του ΑΒΓ συν΄θ- Ξ----ο με 
1 
Β π ΗΗ2 
ΒΟΓ ----- συν7θ- .. - 


48 2συν Β -συν;Γ - 
2ΚημΓ-συνΒ:2ΕημµΒ-συνΓ 


συν΄θ-- σῦΒ «σῦΓ , όπου Ε η ακτίνα του περιγε- 
γραμμµένου περί το ΑΒΓ κύκλου. 
Οµοίως συν ὃ -σδβ «σῦΓ και 
συν΄ωΞ σῦβ «σῦΒ -» συν”θ 4 συνὅ «συνζω-]. 
(Σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει 
σθΑσδβΒ ««σθβσὸΓ «σῦὸΓσδΑβ 34 ). 
Από την ανισότητα (αιςἩγ-Θοϊνναπίζ έχουµε: 


20 συν ὅ συνζω 
Σ(κ4Υ3-2) ... 


- 


ο) :(συν”θ -ε συν” ὃ συν )) 


Παρατηρήσεις: Χρησιμοποιήσαμε ότι: 


1. Αν η προβολή γωνίας ΧΟΨ σε επίπεδο, το ο- 
ποίο τέµνουν οι πλευρές τις και που η κορυδή 
της δεν ανήκει σε αυτό, είναι ορθή τότε η γῶ- 
γία ΧΟΨ είναι οξεία. 

2. ΒΗιΞ2ΚημµΓ-συνΒ, Η/ΓΞ2ΕημµΒ -συνΓ, 
ΗΗι Ξ2Εσυνβ συν, 


8) Έστω µία συνάρτηση {:Κ-»λ., συνεχής 
στο κ και µε την ιδιότητα: 
(Γο[ο.-.οΓ)(χ)κ-κΧ", όπου κ, µ δύο θετικοί 
-------' 


1000 φορές 
ακέραιοι αριθμοί. Να αποδείξετε ότι υπάρχει 
τουλάχιστον ένας χε Β ώστε Γ(χῃ)Ξκρ. 


Λύση: 

Έστω Ε(κ)2κ, Ψχε] τότε: 
(((())2ε()κ 
ας)» ε(ε(κ)), 


πε. «ε(κ):-.)» ε(ε(-ε(κ)::.)) 
δρ κ Ἰθθώρς 
Αν προσθέσουµε τις σχέσεις αυτές κατά µέλη 
θα έχουµε κ:χΧ’ 2χ για κάθε πραγµατικό αριθµό 
Χ, άτοπο. Έστω Ε(κ)«κχ, νχε]. Κατά τον ίδιο 


τρόπο καταλήγουμε σε άτοπο. Άρα θα υπάρχουν 
Χι,Χ2 πραγματικοί αριθµοί τέτοιοι ώστε 


Ε(κι)Σκι και Ε(Χ))ςκ) 
9 Ε(κι)-χι20 και Ε(Χ))-χ)ςθ. 
Άρα για την Π(Χ)Ξ Ε(Χχ)--χ, που είναι προ- 
δανώς συνεχής, σαν διαδορά συνεχών συναρτή- 
σεῶν, διακρίνω τις εξής περιπτώσεις: 
13) Αν Ε(κι)--χιΞθ5Π(Χκι)Ξ0 άρα χρξκι. 


23) Αν Ε(Χ))-ΧΞ0Ξ1(Χ))Ξ0 άρα χρΞχ). 

33) Αν Γ(χι)-κι-0 δηλ. Ε(κι)--χι«θ και 
Ε(κ/)-χ) 0 δηλ. Ε(Χ))-κχ}20, τότε 
π(Χι):Π(Χ))«0 οπότε από το θεώρημα 
Βοἱζαπο θα υπάρχει κχρῃ, μεταξύ των Χι,Χ2 
ώστε Π(κρ)Ξ0 δηλ. Ε(κρ)Ξκρ. 
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Στήλη των Ολυμπιάδων 


Παρατήρηση: 
Μια συνάρτηση, τέτοιου τύπου είναι η 


ΓΙΕΒ -»Κ µε ΥΞΕ(κ)- 2) (γιατί;). 


9) Να βρεθεί ο ελάχιστος α για τον οποίο υ- 
πάρχουν θετικοί αριθµοί χ και Υ τέτοιοι ώστε: 


να ισχύουν χ4γ-α και ΣΧ; ΑΥΙ «α και 
αἳ κα)  (Υ  --ᾱ-ἳ} «α. 


Αύση: 
Απότις δύο πρώτες ανισότητες έχουµε: 
0Ο«χ-α-ὺ και πα τω ων ἡ 
εν υ  ν 
αΣ .. Υ -αγφιςθ µε ρίζες 
γ(α--γ) 
ανα; -4 
ΥΙ2Ξ 2 κατανοούµε ότι, λόγω συμµε- 
τρίας, χ) --αχα1«0 με ρίζες 
. αγ να; --4 
12 2 
. α-- ψα; --4 α-- ψα; --4 
Άρα: Εχς -------------υ- και 
2 2 
3 ο Ν.. 
να κ οι δω. (1) 
2 2 
Επειδή για τους αριθμούς 
ο . και ο. ισχύει 
χ α γ 
Σα... ἂν δα α 
κεαπτποαςν 
σι} 3- μα ο] κα έχουµε 
χ α γ α 
α- ᾖα.-4 1 1 ανα --4 
ομάδων αι. µη 
ῶ χ α 2 
α-- κε ο ας ανα -4 -4 
2 ὌὍπο Ὁ ο 
. 2 
α--να΄ -4 11 «αἲ α-ςθ 1 
2 α κ 2 α 
- 88 
---. α΄ -4 α1ςι«αἲ α΄ -4 α 2 
2 α Υ 2 α 


α- να; -4 ο ςα.να --4 
2 κ 2 
Από (2), (3) έχουµε: 
α-να”-4 αἲγα-4 1 
σ 2 α 


2 


ναλ-4δ- -Ιαφ2 5 άρα μικρότερος α 
α 
είναιο αξφ2αήδ. 


10) Για τους πραγματικού αριθμούς 
αι,α}.αλ.α, τρεις από τους οποίους είναι θετι- 


κοί και ο τέταρτος αρνητικός έχουµε: 
να μη 
αι α αι αι 
Να αποδειχθεί ότι υπάρχει τρίγωνο µε 


πλευρές να, Έα, γα, Ἔσαιο ύα. ται. 


Λύση: 

Αν οι αι,αγ,α. είναι θετικοί τότε το πρόβλη- 
μα είναι προδανές. Αν ένας από τους αι,αλ,αι εἷ- 
ναι αρνητικός, έστω αι«0 τότε 


6) 


Άρα ισχύει Ίαι]«α)Ξ.αι-α, 20. Όμοια έ- 
χουμε αι Γαι20. Άρα προκύπτει 
γα) αι ναι χα) και γα; Ἔαι σαι ται. 

Κατ΄ αρχήν έχουµε 

γαι κα) Ένα. Ἴ-αι σφα; Ἔαι 

95 φαι α) φαν ται 2--αι 

Φδ(αι Γαία αι)2αι 

«αιμα Ἔαραι Ἔαιαι 20 όπου αις«0 και 

α.20,αἱ20,α,20. 

Επειδή αιαραι «0 µε 

 ἃᾱ. ἃ με ὃν Ἔαι-αι ἑαγαι 
α, αι α) αι αι-α} αι 


«0, 


προκύπτει ότι αια} Ἔαραι Καιαι20. 


Επομένως «αι--α; Ἔψαι αι δα) αι. (1). 


Επιπλέον ισχύει 

/γαι Ἴ-α) --ϕαι ἰ-αι Κα; Ί-αι (2). 
Πράγματι, /ψαι να) --ψα Ί-αι |κφα} ται 
αι ««[ίαι -αρ)ίαι αι) »που είναι αληθής. 


Απότις (1) και (2) προκύπτει το ζητούμενο. 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ. τ.!/20 


Στήλη τῶν Ολυμπιάδων 


Καταλήγοντας: γ. Τότε: 
Γνωρίζουμε ότι για τους θετικούς αι,α2....ᾶν 1 1 - 
έχουμε (ος Ευρ -ὖν) πα ση ο. 
αι Γαρτ Ταν. γ 1 1 1 ι 
ν ας Όμως: ---Έ---Έ---Ἔ--, όπου ρ η ακτίνα 
αι α) αι -. ͵  ᾳἹ 
1 -- του εγγεγραµµένου στο τρίγωνο κύκλου. 
αι αρ ---- Και )) ---------------- ν΄. ο 
ως ») αι. α) αι, Άρα Όα Ευρ Ευγ 29ρ. 
Για νΞ2 καιαιΞαγ, α2Ξβδ5 Για νξΞ4 τότε αιΞδι, 4Ξ5), ἄΞ51, 
αγ Ξ5, ύψη τετραέδρου τότε 
(αγ -- βδ) μην (αγ--βδ)΄ 24αβΊδ. ος, ε 1 
η 9 (δι 1-51 454 3:5/) Εμ ες δν 
Ἰ 52 5 5η 510. 
Αν α, β, Ύ, ὃ διαδοχικές πλευρές εγγεγραμμέ- δι 5 3 5 
νου τετραπλεύρου, από το θεώρηµα του Πτολε- ει τι ια 
µαίου: αγ--βδΞ χγ όπου χ. Υ οἱ διαγώνιες του τε- Όμως πο κας όπου Κ η ακτί- 
. 22. ο ωμα.. 
πο... μέ γ΄ 34ᾳβγδ. να της εγγεγραµµένης σδαίρας. 
Για ν-3 θεωρούμε αιξυι, α)Ξὶρ, ᾿ 
Άρα 5 52 81 8, 2ἱ6Κ 


αἱ Ξ υγ ύψη τριγώνου µε αντίστοιχες πλευρές α, β, 


Μπορείτε να ὀριε.. 
τις νέες µας εκδόσεις 
στο Ιπίειπεί 

στην ιστοσελίδα: 


νννννν.χΙΤΙ.ΟΥ 


1686 Ἱεύκος Ίου περοός οὗ δα 
πα 
Ἠπαιδευτιχοί 
ΡΟΒΛΗΗΛΤΙΣ Η0] 


ΕΚΔΟΣΕΙΣ ο “ο. 


5» ΘΕΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΘΕΩΡΗΤΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ 


ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΑ 
ΣΠΑ ΤΟ ΛΥΚΕΙΟ (ΓΕΝΙΚΟ - ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΕΩΝ) 


ΣΠΑ ΤΟ ΓΥΜΝΑΣΙΟ 


ΒΙΒΛΙΟΠΩΛΕΙΟ ΕΚΔΟΣΕΙΣ ΖΗΤΗ ΒΙΒΛΙΟΠΩΛΕΙΟ ΑΘΗΝΩΝ 
ΑἈρμενοπούλου 27 ο ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ 546 35 ΕΝΩΣΗ ΕΚΔΟΤΩΝ ΒΙΒΛΙΟΥ ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ 
Τηλ. (031)203.720 ο Γαχ (031)211.305 Στοά του Βιβλίου (Πεσμαζόγλου 5)9 ΑΘΗΝΑ 105 64 


ϱ-πιθῖ!:,ςθἱος(2αΙε]. ος Τηλ.-Εαχ (01)3211097 


ΠΛΗΡΕΙΣ ΣΕΙΡΕΣ ΕΚΓ ΑΙΔΕΥΤΙΚΩΝ ΒΙΒΛΙΩΝ 


ΓΙΑ ΤΟ ΛΥΚΕΙΟ» ) |) ΓΙΑΤΟΓΥΜΝΑΣΙΟ } Σύµφωνα µε τα νέα αναλυτικἁ προγράµµατα 
(ΓΕΝΙΚΟ -ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΕΩΝ) 
Τα Βιθλία µας ὃα τα Βρείτε σε όλα τα θιθλιοπωλεία 


ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
μα. - 


Στα σεὶς 
τισ ηου | 
ΣΤΝΑΡΙΗΣΕΣ | 
πυς ο μπας 
ΜΕΤΑΒΑΗΤΕΣ 


ΓΤΠΡΟΒΛΗΜΑΙΑ 
ΜΛΘΗΜΛΤΙΚΩΝ 


ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ 
ο ἨΑ ΝΛΘΗΝΛ 


Α 


Ἱ. ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 


ϐ. ΞΕΝΟΥ 6 ΞΕΝΟΥ ν 
ΤΡΑΠΕΖΑ ΘΕΜΑΤΩΝ ΜΛΘΗΜΑΤΙΚΑ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Β΄ ΚΥΚΟΥΤΕΕ. (ΕΚΔΟΣΗ 2000) ΛΟΓΙΣΜΟΥ ΣΠΝΑΡΤΗΣΗΣ ο ΣΥΝΟΛΑ-ΣΝΑΡΠΕΕΗΣ 
Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ ΜΙΑΣ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΗΣ 
ΑΛΓΕΒΡΑ ΜΕΙΑΒΛΗΤΗΣ 
ΚΑΙ ΕΥΚΛΕΙΔΕΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ Β΄ ΕΚΔΟΣΗ - 
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Μκὐκμαϊτικοί Διακωνισμοί 


Μαὐκμαϊικές Ολνμπιάδες 


61 ΠΑΛΕΛΛΑΛ/62 ΜΗΑΘήΤ/ΚΟΣ 4/4ΑΓΩΛ/ΣΜΟΣ 
2ΥΗ4 Αθ ΜΑΤ/ΚΑ “0 ΘθΗ4Λ/2Σ” 


ΑΥΣΕΙΣ ΘΕΜΑΤΩΝ 
Α΄ Λυκείου 
η, Αν κ είναι ο αριθµός, τότε: 
ἐχΕΙ8-5χζ2ς- χ2-2χ-Ι8Ξ0«« χκΞ-όήκς-2. 


2. (α) Αν φέρουμε τη διαγώνιο ΑΓ έχουµε τα 
τρίγώνα βΒΓκαιβ/Δκα., 


ΆτΒΕΓ{Δ- Αι Αν. Β Γι οκ κ Δ 
-(λι«Βῦ)ε( ο, «δ)- 1805 -ε 1805-3605. 


Γ 


ΦΈδυμε τὸ τὰ ανα μμ 


ἆάα- 6λ, Βα--8λ, ἀτις 10Δ, ςς ὔθιω 
1805 - ΑΞ- όλ, 1805 -Β- 8λ, 180" - ΓΞ 10, 


1809-ΔΞ]2λ«- 4. 1805 -(Α ΓΒ Γ - δ) 
Ξ6λ.-- 8λ -- 10λ.-- 12λ«ς-7205 - 3605 36λ 
«536λ.Ξ 3605 «5» λΞ 10. 


Άρα είναι: 1803 -ΑΞ605, 1803 -ΕΒ 80», 
ο... σ Ξ 1005, 1805 -ΔΞ 1205 
5ΑΞ Ι205ΒΞΙΟΟΣ ΓΞ805,ΔΞ 605 


Επειδή Α {Δ΄”- 1805 θα είναι ΑΒ | ΔΓ καια- 
|; φούΑ 3 ΕΒ -ε 1805, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι 
. τραπέζιο. 


3. Αν Α είναι ο αριθµός των αγοριών καιΚο 


αριθµός με ροής τότετην πρώτη µέρα πή- 


ραν μέρος ὃν Α αγόρια και οα κορίτσια. Επειδή ένα 


αγόρι ος την παρτίδα µε ένα κορίτσι θα έχουµε 
ότι 


ὁν 5 «ο9Α-εΚΑ-δ- 
Όμως έχουμεΑ -ΚΞ24ς 
ὄεΚ-24ςν τς -4««ΚΞΙ8, 
οπότε Αα -ᾱ 15Ξ]16. 
Ἐπομένως δεν έπαιξαν την πρώτη ηµέρα 
Α-9Α-ᾱ--4 αγόριακαικ -ᾱς -ᾱ-- 6 κορί- 


τσια. 


4. Σύμφῶνα µετην άσκηση θα έχουµε 
(κ-- 1Υ -- 2) - 2χγ 
ΧΥ Γ2χΧΥΥ Γ2Ξ 2χγ 
-ΧΥ Ε2χΕΥΤ2ΞΟ 
(2 -γ)χ-γ-2Ξ0 
(2-γ)κ-(2-Υ)- -4 
ὅα-να-ν--4 
(ο (-2-4 


Ἐπειδή οι Χ. Υ είναι θετικοί ακέραιοι θα έχουµε: 
(Χ-]15Ξ5]καιγ-2Ξ4)λή(κ-]Ξ2καιγ-2Ξ2)ή 
(κ- ἹΞ4καιγ -2Ξ 1) 


| δηλαδή είναι: χ--2,ΥΞ6 ἠχ-λ,γ-4ή 


ΧΞΣ.ΥΞ2. 


Β΄ Λυκείου 
1. Ἡ εξίσωση είναι 2” βαθμού και έχει διακρί- 
νουσα ΔΞ 13 - 4(-2ν - 1)Ξ ὃν «520, αφούν ΕΙΝ. 
Άρα η εξίσωση έχει 2 πραγματικές ρίζες ΑνχΞκ 
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είναι µία ακέραια ρίζα της εξίσῶσης, τότε 
κεκζὂνς]«ςκ(κ- 1)Ξ2ν - 1, που είναι ά- 
τοπο, γιατί το πρώτο µέλος ως γινόμενο. δύο δια- 
δοχικών ακεραίων είναι άρτιος αριθµός, ενώ το 
δεύτερο µέλος είναιπεριττός αριθµός. 


2. Στο τρίγωνο ΑΓΔ έχουµε: 
ΓΞΑΓΒΞ-ΓΑΔΙΑΔΓ-2:ΓΑΔ,αφούΑΓ: ΓΔ 


Άρα είναι: ΓΑΔ Ξ 5 Οµοίως στο τρίγωνο 


ΑΗΒ έχουµε: ΑΗΕ -- 905 «5, οπότε από το τρί- 


γῶνο ΑΗΕ προκύπτει: 


ΑΗΕΞ 1805 - 5 . 2 2 
Επειδή είναι ΑΖ Ξ ΑΕ (ακτίνες του κύκλου γ) 
θα είναι και ΑΖΕ Ξ 45», οπότε 
ΖΑΕΞ 1805 -(ΑΕΗ / ΑΖΕ)-- 1800 - (455 --45)--90", 
Ἄρα το τόξο ΖΙΕ έχει μέτρο 905, οπότε το τό- 
ξο ΖΘΕ θα έχει µέτρο 3605 - 905 -- 270", δηλαδή 
είναι τριπλάσιο του τόξου ΖΙΕ. 


ρο Ε - 009.ΒΤ 5ο 


4. Θα παραγοντοποιήσουµε το 500! κατά τέτοιο 
τρόπο, ώστε να εμφανισθεί ο παράγοντας 13 όσο 
είναι δυνατόν περισσότερες φορές. -Ο 13 διαιρεί 
τους αριθμούς 13 Ξ Ι:13, 26 Ξ 13:2, 
39 Ξ 13.3, 52 13:4, ..., 494 -- 38.13, δηλαδή κα- 
ταρχήν ο 13 εμφανίζεται ὡς παράγοντας 38 φορές. 
Όμως οι αριθμοί 169 τ 13:13, 
338 Ξ 26:13 - 2:13:13 εμφανίζουν το 13 και δεύ- 
τερη φορά ὣς παράγοντα. Έτσι καταλήγουμε στην 
ισότητα 500! Ξ 1335.κ, κε”, όπου ο κ δεν διαι- 
ρείται µε το 13, οπότε είναικ-- 40. 


4. Αν Μ είναι το µέσον της ΑΒ, τότε ΑΜ -- Ίοπι, 
ΓΜΞ Ίοπι, ΔΜΤΞ2οπι, ΖΜ-- Άοπι και χρησιµο- 
ποιώντας το Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο 
ΑΜΓ λαμβάνουμε ΑΓΞ γ2. 

Τα τρίγωνα ΑΓΔ και ΑΓΖ είναι όµοια, γιατί έχουν: 
(9. τηγωῶνία ΑΓΔ κοινή 


Μα. 
(ἳ) ΤΑ ΑΓ ν2. 


Άρα έχουµε ΑΔΒ- 2 ΑΔΜ-2:7ΑΓκαια- 
φού ΑΖΒ -2 - ΑΖΜ προκύπτει ότι: 


γ4 


Α ΜΒ 
ΑΛΡ«ΑΖΗΓ2ΖΛΓ«ΑΖΝ) -2.ΑΓΜ-2.3-« 


Γ΄ Λυκείου 
1. Αν Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ, 
τότε από Θ. διαµέσων 


2 2 2 
ϱθ)- (ον) ο -δ - --- 
- 2α2 4 2β-Υ 
λα. 9 
2 2 2 2 2 
και ΒΘ2 .. ΓΤΘ2 τα τν τφ---- ---- αφού 


β-τ. 
Από 3ης θίουμε δαΞ-Υ/Ι0β καιδα- « 2β7, 


2 2 
οπότε β6’ «Γθ'--ή' -σ----αἲ-ΒΓ’ 


Άρά το τρίγὠνο ΒΘΓ είναι ορθογώνιο στο θ, 
οπότε είναι µρ Α µ.. 


2. Εστω ότι υπάρχουν Χ. Υ, Ζε 7, τέτοιοι ώστε: 
χ) ΕΥ) -8σ- δἠχ ΕΥ Ξ-2(4 413) (1) 


Κατ’ αρχήν παρατηρούμε ότι το τετράγωνο ενός 
αρτίου αριθμού είναι άρτιος, ενώ το τετράγωνο ε- 
γός περιττού αριθμού είναι περιττός. Έτσι, αν οἱ 
ακέραιοι χ και Υ στην ισότητα (1) είναι ένας άρτιος 
και ένας περιττός, τότε το πρώτο µέλος της (1) θα 
είναι περιττός αριθµός, ενώ το δεύτερο µέλος αυ- 
τής είναι άρτιος (άτοπο). 


Άρα θα έχουµε µόνο τις περιπτώσεις: 
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() κ, Υ ἁάρτοι δηλαδή κ Ἕ 
ΥΞὈν, μ.ινεζ 
Τότε η (1) γίνεται 4μ’ -- 4ν’ -- 2(47 -- 3) ή 
2μ2 -2ν᾽ Ξ 47 3 3, που είναι αδύνατη γιατί 
2μ; -- 2ν’ είναι άρτιος, ενώ ο 473 3 είναι περιττός. 
(1) κ. Υ περιττοί, δηλαδή 
χ-θμ],Υ-όοντ1, μ,.ν εὔ. 
Τότε η (1) γίνεται 
(µε 1)’ -(2ν τε |)’ -2(45 3) ή 
µίμ 1) εν(νε1)-2Ζ31 1 


που είναι αδύνατη, γιατί οι αριθμοί µ(μ - 1) και 
ν(ν -Ε 1) είναι άρτιοι, ενώ ο αριθµός 27 3 1 είναι 
περιττός. 

3. (ἱ) Από την ισότητα (ΑΒΚ) Ξ(ΑΓΕ) προκύ- 


πτειότι}ΑΚ :ΒΕ-Ξ ΑΚ. ΓΖήΒΕΞΓ7. 


2 2 
Α 
Β Δ Γ 
Ζ 


Τα τρίγωνα ΒΕΔ και ΓΖΔ είναι ορθγώνια και έ- 
χουν ΒΕ Ξ ΓΖ, ΒΔΕ Ξ ΓΔΖ, οπότε είναι ίσα. άρα 
θα είναι ΒΔΞ ΔΓ, οπότεη ΑΔ είναι διάµεσοςτου 
τριγώνου ΑΒΓ καιτο Κ βρίσκεται σε αυτήν. 

Επειδή είναι (ΒΚΛ) Ξ (ΓΚΛ), εργαζόµενοι 
στο τρίγὠῶνο ΒΚΓ, αποδεικνύουµε ομοίῶς ότι η 
προέκταση της ΚΛ περνάει από το µέσον Δ της 
ΒΓ, δηλ. καιτο Λ ανήκει στη διάµεσο ΑΔ. 
(1) Σύμφωνα µετην υπόθεση έχουµε: 

(ΔΒΚ) - (ΒΚΛ)- «(ΑΒΓ) - Ξ(ΑΒΔ} 


2μ, 


Γώωςν 


Δ 


και αφού τα τρίγωνα ΑΒΚΕ. ΒΚΛ, ΑΒΔ έχουν κοι- 
νό ύψος από την κορυφή Β έπεται ότι: 
ΑΚΞ-ΚΛ- - ΑΔ 


Επιπλέον προκύπτει ότι: ΛΔ.Ξ- «ΑΔ. 


Αν Θ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ, 
τότε 


δι Ἂ :ἃ 

ΞΑΔ-Ξ Ξ.ΞΊΧΑΔ 
Κα ΔΑ Ας αι) ο ο 
ΘΛ ΘΑ-ΑΔ Ἰνι 1 μι 

ἁάμ .. Ε .- 


4. Ἐπειδή είναι 577 Ξ 9.64 - 1, µία τουλάχιστον 
χώρα θα έχει τουλάχιστον 65 παιδιά στην κατα- 
σκήνώση. Από αυτά τουλάχιστον 33 θα είναι του 

Αν σε αυτά τα 33 παιδιά, δεν υπάρχει ομάδα 5 
παιδιών του ιδίου ύψους, τότε θα υπάρχουν οµάδες 
µε 4 το πολύ παιδιά του ιδίου ύψους, οπότε θα υ- 
πάρχουν τουλάχιστον 9 οµάδες παιδιών του ιδίου 
ύψους µέσα από τα 33 παιδιά που αναφέραμε πα- 
ραπάνω. 

Αν τώρα πάρουμε 1 παιδί από καθεµία από τις 
9 παραπάνω οµάδες, θα δημιουργήσουμε µία οµά- 
δα 9 παιδιών που όλα έχουν διαφορετικό ύψος. 
Αυτό όμως είναι άτοπο, γιατί από την υπόθεση σε 
οποιαδήποτε ομάδα 9 ατόμων υπάρχουν 2 τουλά- 
χιστον παιδιά του ιδίου ύψους. 


6/ ΤΓΑΛΕΛΛΑΛ/6Σ ΙΙ ή94ΤΙΚ6Σ Δ/ΙΑΓΩΛ/Τ 17 ΣΤΑ 
ΜΑΘή/ΙΑΤΙΚΑ “6 ΕΨΚΛΕ/ΙΔΗΣ” 


Θ ἑἐμ ατα 
Α΄ Λυκείου 
1. Άνα καικχ είναι πραγματικοί αριθµοί και 
α2], να αποδείξετε ότι: 
χ; γα 


ψχ2-α-1 


Πότε ισχύει η ισότητα, 


22 


2. Θεωρούμε 100 αριθμούς αι.αλ....,ἄιοο από 
τους οποίους οι 40 είναι ίσοι µε 1, οι 60 είναι ίσοι 
µε 2 και τους τοποθετούμε πάνω σε ένα κύκλο έ- 
τσι, ώστε να µην υπάρχουν τρεις ίσοι αριθμοί σε 
διαδοχικές θέσεις. Σχηματίζονται έτσι 100 τριάδες 
Τ.ΙΞΙ,2....,100, αριθμών σε διαδοχικές θέσεις 
πάνω στο κύκλο. Αν Ρ, είναι το γινόμενο και 5 εἶ- 
ναι το άθροισμα τῶν τριών αριθμών της τριάδας 
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Τ,ΙΞ1.2,...,100, να αποδείξετε ότι: 
(α) Ρι Ξ25, --6, για κάθε 1Ξ1.2....,.100 
(β) Ρι ἘΡ) Ἔνων Ἔ Ῥιορ Ξ 360. 


4. (ἱ) Να παραγοντοποιηθεί η παράσταση: 

χ΄ --4γ΄ 

(1) Αν οι αριθμοί Χχ.Υ είναι θετικοί ακέραιοι και 
Υ22 να αποδείξετε ότι ο αριθµός χ΄ --4γ΄ είναι 
σύνθετος. 


4. Θεωρούμεττις κάθετες ηµιευθείες Οἱ, Ο5, 
το σηµείο Α της ΟἰμεΟΑΞχκαιτο σηµείο Β της 
ΟΌς µε ΟΒΞΥΚαιΙΥςχ.. Κατασκευάζουµε το τετρά- 
γῶνο ΑΒΓΔ µέσα στη γωνία {Ο5. Από την κορυφή 
Δ φέρουμε ευθεία ε κάθετη στη διχοτόµο Οδ της 
γωνίας {Ο5 η οποία τέµνειτην Ο5 στο και Οἱ στο 


Ζ. Να αποδείξετε ότι: 
(ὃ ΑΖΞΧ4Υ και ΒΕΞ2Χ. 
(1) Το τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισοσκελές. 


Β΄ Λυκείου 
1. Δίνεται κύκλος (Ο, Ε), µια διάµετρος ΑΒ αυ- 
τού και ένα σηµείο του Γ διαφορετικό των ΑΒ. 
Θεωρούμε τις εφαπτόµενες του κύκλου στα ση- 
µεία Β και Γ, αντιστοίχῶς, οι οποίες τέμνονται στο 
σηµείο Ρ. Η κάθετος από το Γ προς τη διάµετρο 
ΑΒ την τέμνει στο Δ, ενώ η ευθεία ΑΡ τέμνει την 
ευθεία ΓΔ στο Ε. 


Να υπολογίσετε το λόγο τς 


λ. Για όλους τους θετικούς πραγματικούς α- 
ριθμούς Χ. Υ, Ζνα αποδείξετε ότι: 


3 3 


- Ἕ 

(ὐ ασ σσ ςκ ΣΥ 

Χ ΤΧΥ ΓΥ 

3 3 
() αγιθ-σ------ταε-χ-----α 
Χ΄ ΕΧΥΤΥ ΥΝ Ἕσετε 
7 
Τ- τοχΥ 2 
Σ σι 


3. Θεωρούμε ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ µήκους 3ᾳ 
και κατασκευάζουµε τετράγωνα ΒΓΔΕ και ΒΖΗΘ 
εκατέρωθεν του ΑΒ, όπουτα σηµεία Γ και Θ ανή- 
κουν στο ΑΒ και είναι τέτοια ώστεβΓ-α, Βθ--2α. 
Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΑΒ, ΔΖ και ΕΗ 


περνάνε από το ίδιο σηµείο. 


4. Δύο µαθητές Α και Β παίζουν το ακόλουθο 
παιγνίδι: 
Πάνω σε ένα κύκλο δίνονται 100 διαφορετικά 


σηµεία και οι δύο µαθητές διαδοχικά ο ένας µετά 
τον άλλο γράφουν µια χορδή, διαφορετική κάθε 
φορά, µε άκρα δύο οποιαδήποτε από τα 100 δεδο- 
µένα σηµεία. Το παιχνίδι τελειώνει όταν καθένα 
από τα 100 σηµεία χρησιµοποιηθεί ὡς άκρο χορ- 
δής µία τουλάχιστον φορά. Νικητής είναι ο µαθη- 
τής ο οποίος θα γράψει τη χορδή µε την οποία τε- 
λειώνει το παιχνίδι. 

Αν ο µαθητής Α αρχίσει πρώτος, ποιός από 
τους δύο µαθητές έχει στρατηγική νίκης; (δηλ. 
ποιος απότους δύο µαθητές µπορεί να παίξει έτσι, 
ώστε να νικήσει, ανεξαρτήτως του πως θα παίξει ο 
άλλος;) 


Γ΄ Λυκείου 

1. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ µε ΑΒ« ΑΓ. Ένας 
κύκλος που έχει χορδή τη ΒΓ τέμνει τη πλευρά ΑΒ 
στο µέσον της Δ καιτη πλευρά ΑΓ στο σηµείο Ε. 
Γράφουµε καιτον κύκλο γπου έχει χορδή τη ΓΕ 
και εφάπτεται της ΒΓ στο Γ. Η ΔΕ προκτεινόµενη 
τέμνει την ευθεία ΒΓ στο Ζ και τον κύκλο Υ στο Η. 

Να αποδείξετε ότι οι ευθείες ΖΑ. ΒΕ και ΓΗ 


περνάνε από το ίδιο σηµείο. 
2. ἘἙστω η συνάρηση Ε:Κ-}Ἓμε τύπο 
((α) «33435 130) όπου ο α είναι ακέραιος. 

χ΄ «36 


Να βρεθούν οιτιµέςτου α για τις οποίες η µέ- 
γιστη και η ελάχιστη τιµή της Γ είναι ακέραιοι α- 
ριθµοί. 

4. ἨΓιακάθε Χ.Υ,Ζ20 να αποδείξετε ότι: 
κ Υ ΣΧ3Υ 
χ2 ΕΧΥ ΥΣ 3 
3 
με Χ 
(1) {(χ, νο Ζ) Ξ- πι Ἱππησας αι αν 
Χ΄ ΕΧΥ ΕΥ Υ ΞΥΖΤΖ 


3 
Ζ ΧΥΥ 7 


22 εσχ-κ 3 
Πότε ισχύει η ισότητα; 


4. Δύο µαθητές Α και Β παίζουν το ακόλουθο 
παιγνίδι: 

Πάνω σε ένα κύκλο δίνονται 100 διαφορετικά 
σηµεία και οι δύο µαθητές διαδοχικά ο ένας µετά 
τον άλλο γράφουν µια χορδή, διαφορετική κάθε 
φορά, µε άκρα δύο οποιαδήποτε από τα 100 δεδο- 
µένα σηµεία. Το παιχνίδι τελειώνει όταν καθένα 
από τα 100 σηµεία χρησιµοποιηθεί ὣς άκρο χορ- 
δής µία τουλάχιστον φορά. Νικητής είναι ο µαθη- 
τής ο οποίος θα γράψει τη χορδή µε την οποία τε- 
λειώνει το παιχνίδι. 

Αν ο µαθητής Α αρχίσει πρώτος, ποιος από 


ὢ 
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τους δύο µαθητές έχει στρατηγική νίκης, (δηλ. 
ποιος από τους δύο µαθητές µπορεί να παίξει έτσι, 
ώστε να νικήσει, ανεξαρτήτως του πως θα παίξει ο 
άλλος;) 
Λύσεις θεµόάτων 
Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
1. Προφανώς για αΞξ! πρέπει να είναι χ-θ. Έ- 


χουμε: ͵ 
πια το, Κα22ψχ -α-] 
νχὸ -α--Ι 
ἴαφου νχ2 «-α--Ι 20] 


«9 χ” --2αχ; «-αὖ 24(χ2 «α--!) 


αφου νψχ «-α-Ι20] 
Φχ” -«2(α-- 2)χ2 «(α--2) 20 
«ο [χ” -Γ(α-- 2)]; 20, που ισχύει.. 


Η ισότητα ισχύει όταν 
χ2Ξ2-αςκξάφλ-α, Ιςας2. 


2. (α) Επειδή δεν υπάρχουν τρείς ίσοι διαδοχι- 
κοί αριθμοί, για τα σηµεία οποιασδήποτε τριάδας 
Τι υπάρχουν δύο δυνατότητες: 
13) Το ένα να είναι ] και τα δύο να είναι 2, οπότε 
θα έχουµε: 5, 54-24-25, Ρ:Ξ:2:2Ξ4 και 
Ρι Ξ25, ., 6 . 
23) Το ένα να είναι 2 και τα δύο να είναι 1, οπότε 
θα έχουµε 5, Ξ4, Ρ:Ξ2 και Ρ:Ξ25, --6. 
(β) Ρι -- Ρ; Ἔνι Ἔ Ριρρ Ξ 
Ξ(25ι --6) -- (25) --6) -Ε...Ε (251 -6)Ξ 
Ξ2(5] 952 τε Ἔδιρ) --100-6 

Καθένας από τους 100 αριθμούς ανήκει σε 


τρείς διαφορετικές τριάδες, οπότε: 
5ι 52 Ἐ... ἜδιΞ3:(40:13-60:2)Ξ3-160Ξ 480. 


Άρα είναι: 
Ρι -Ε Ρ) Ε...Ἔ ΒιοΞ 2:480 --600Ξ360. 

κ΄ -4γ΄ Ξ(χ2)) (2Υ))) --4κ2Υ) --4χ2Υ΄ - 
Ξ() «27: --(2κν)΄ 

Ξ(κ2 -- 272 --2ΧΥ):(κ2 --2Υ΄ --2ΧΥ). 
(ϐ. κ αγ Ξ[α αγ)’ ΥΠ -υ) ευ]. 
αρθµί (ΧΥ) Υ’, 

(κ--- γ)2 -ε γ} είναι ακέραιοι μεγαλύτεροι του 1, ο 
αριθµός χ΄ --4γ΄ είναι σύνθετος. Για χΞΥ ο αριθ- 


3 { 


4 


Επειδή οι 


μός (κ-- ΕΥ; γίνεται Υ2 και είναι γ΄ ΣΙ]. α- 
φού Υ22. 


4. (ἱ) Επειδή είναι ΖΕ Οδ,το τρίγῶνο ΟΕΖ 
είναι ορθογώνιο και ισοσκελές(ΟΕΞΟΖ). Φέρουμε 
ΔΕ | ΑΖ και έχουµε: 


Δ μμ. 
ΑΚΔ-οΑπό-Κ-οο», 


Δ . Δ 
ΑΔΞΑΒ, ΚΔΑΞΟΟ -ΚΑΔΞΟΑΡΒ]. 
Άρα είναι ΑΚΞΟΒΞΥ, ΚΔΞΟΑΞΧ. 

Ἐπίσης το τρίγωνο ΔΚ7Ζ είναι ορθογώνιο και 
ισοσκελές, οπότε ΚΖΞΚΔΞΧ. 
Άρα έχουµε ΑΖΞΑΚΥΚΖΞΚ3Υ. 


Επίσης έχουµε: -8 
ΒΕΞΟΕ-ΟΒΞΟΖ-ΟΒΞΟΑ-ΔΓΑΖ-Ο0ΟΒΞ 
ΕΧΕΧΕΥ-ΥΞ2χ. 


(1) Φέρουμετο ύψος ΓΛ. 
Δ Δ 


Τότε ΒΓΔΞΟΑΕΒ, οπότε ΒΛΞΟΑΞΧ και 
ΛΕΞΒΕ-ΒΛΞΧ, δηλ. η ΓΛ είναι και διάµεσος. 


Β΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
1. Ανη ΑΓ τέμνει την ΒΡ στο Η, τότε το τρίγῶ- 
νο ΒΓΗ είναι ορθογώνιο, αφού ΒΓΗ -905. Επι- 
πλέον τα τμήματα ΡΒ, ΡΓ είναι ίσα ὡς εφαπτόµενα 
του κύκλου από το σηµείο Ρ, οπότε ΡΒΓ -ΡΓΒ, 
οπότε θα είναι και ΡΓΗ Ξ ΡΗΓ, ὡς συμπληρωμα- 
τικές των ίσων γωνιών ΡΓΒ και ΡΗΒΓ, δηλαδή 
ΡΗΞΡΓΞΡΕΒ και το Ρ είναι µέσον του ΒΗ. 
Η 


Επειδή είναι ΓΔ | ΑΒ έπεται ότι ΓΔ//ΒΗ και 
από τα εμφανιζόµενα όμοια τρίγώνα προκύπτει ότι 
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ο ο σα οούβεσή οκύεθα 
Ἡρ ΑΡ ΡΗ ΒΡ 
ΓΕ 


είναι ΕΔΞΕΓ και .. ου υ-- . 
ΓΑ 2ΓΕ 2 


3 
Ἀη-οἳ ο οκ 
χὸ ΕΧΥ ΕΥ; 
.. 2 
ο ἄ ενα ΧΥ ΣΥ) 


ΕΧΕΥ 
κ; ΧΥΥ; 


ως κε [αφού χ.γ20] 
χ2 ΕΧΥΚΥ; 
«9 χ2 --χΥΥ 2ςχὸ «ΧΥΕΥ 
[αφού χ; ««χγςγ΄ 50] 
«5 --2χΥ «0, που Ισχύει [αφού χ, Υ 20] 


(1). Κατ’ αρχήν θα αποδείξουμε ότι: 
«ο .  , ο. 
χ2 «ΧΥ ΥΣ Υ) ΕΥ 22 «σκγκ2 

3 3 
Ζ Χ 
κα Ἐκ. 

Χ΄ ΕχΥ ΓΥ υ Ἕσαοτξ 

(1) 

Πράγματι, έχουµε: (1) 

κ --γ 


22 --σκ αχ; 


ω, αν σα αι 
χ2 «ΧΥΑΥ; γ) «Υσαζ 2 «-σκακ2 
ΞΧ-ΥΥ-ΖΖ-κχκζΞ0,πουισχύει. 
Έτσι έχουµε: 
ο ο Ενας μπε ολ 
2{ χ2 «ΧγΥ Υ γα {-σκ 


Ξ0 


κα. ΑΥΑΣΗ2 ΑΧ) [λόγω της (1)] 


-σοκκ2γ«2)κΑΥ21. 


3. Έχουμε ΑΒΖ-ΕΖΗΙΑΒΖ- Ε2Η--οῦ», 
ΒΖΞ7Η-Ξ2α, ΑΒΞΕΖΞ3α.] 
Άρα Ἡι -2, Ξ- 90» --2ι -» Πι --2ι - 900 -» 
ΖΚΗ -Ι800 --(Πι --2ι)--90» -- ΕΗ ΙΙ ΑΖ, οπότε 
η ΕΗ είναι η ευθεία του ύψους του τριγώνου ΑΕΖ 
από την κορυφή Ε. 

Οµοίως αποδεικνύεται ότι είναι ΖΔ η ευθεία 
του ύψους του τριγώνου ΑΕΖ από τη κορυφή Ζ. 
Ἐπιπλέον είναι ΑΒ Ι ΕΖ, οπότε οι ευθείες ΑΒ. 
ΕΗ και ΖΔ περνάνε από το ίδιο σηµείο ως ύψη του 


τριγώνου ΑΕΖ. 


κ” 
μά 


ν 
Ε Β Ζ 
4. Όνομάζουμε Αι το σηµείο που θα χρησιµο- 
ποιηθεί πρώτο, Α; αυτό που θα χρησιµοποιηθεί 
δεύτερο κ.ο.κ. 

Είναι ουσιαστικό να παρατηρήσουμε ότι ο 
µαθητής που θα χρησιμοποιήσει πρώτος το σηµείο 
Αοἱ, αυτός θα χάσει το παιχνίδι, αφού ο άλλος στη 
συνέχεια θα γράψει τη χορδή Αοο Αιο ή την Ακ 
Αιο για κάποιο κς].2.....99, και θα τελειώσει το 
παιγνίδι. 

Για τη χρησιμοποίηση τῶν σημείων Αι, Α2, 

.. Αο μπορούν να γραφούν το πολύ 
οι. :48Ξ 4656 χορδές. Έτσι, αν γραφούν 
όλες οι 4656 χορδές, αφού ο Α αρχίζει πρώτος, εἰ- 
ναι δυνατόν ο Β να γράψει την 4656) χορδή και έ- 
τσι να αναγκάσει τον Α να χρησιμοποιήσει πρώτος 
το σηµείο Αοι. 

Άρα ο Β έχει στρατηγική νίκης. 

ΓΙ ΑΥΚΕΙΟΥ 
1. Έχουμε ΕΗΓ--ΑΓΒ  [εγγεγραμµένη και γώ- 
νία χορδής -- εφαπτοµένης] --ΑΔΕ [γιατί ΒΓΕΔ 


εγγράψιμο] 
Άρα είναι ΓΗ//ΑΒ. 


Επειδή ΑΒ//ΓΗ και Δ µέσον ΑΒ θα έχουµε: 
και αφού ΔΕΞΑΔ έχουµε: ΗΓΞΘΗ. 


Ζ 
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Αν ΒΕ τέμνειτην ΓΗ στο Θ΄, τότε: 
ΞΗΘ΄ΞΓΗ καιθ΄Ξ6. 


2. Θα προσδιορίσουμε το σύνολο των τιµών της 
Γγια τις διάφορες τιµές της παραμέτρου αςζΖ. 

Ζητάµε τα κετἕγια τα οποία η εξίσωση 
{χ)Ξκ έχει λύση στο πεδίο ορισμού ΑΞ}Ε της Ε. 
Έχουμε 
εἰ Ξ κος κε» 

χ΄ 36 

«9 κκὀ --Ι2αχ-ς 36(κ--12)Ξ0 (1) 
ο Γιακςθη (1) έχειλύση, µόνον όταν α-θ. 


9 Γιααξθη (1) έχειλύση, αν, καιµόνοναν, κ(κ- 
12)ς0 και κ-θ «5 0«κς]2, οπότε η δεν έχει 
ελάχιστο. 


9. Έστω κ-θ και αγθ. 

Η (1) έχειλύση στο Ἐ, αν και µόνον αν 
ΔΞΙΔ44(α) -- κ; «ἰκ)20 9 κ2 --Ι2κ-αξ «09 
ελκε[6-- 364α2,64936α2], κ»θ. 

Επειδή για απθ, το κΞθ είναι λύση, θα έχουµε 
ότι {(Β) -[6-- 36--α2, 6 φ36--αξ ] 


Επομένῶς η μέγιστη και η ελάχιστη τιµή της { 
είναι ακέραιοι, αν καιµόνοναν, 


Ν96-α2 -εζ» «) --αἲ -36, αεζ, δε; 
«(0--α):(04-α)-36, αεζ, δε... 
Αν  θέσουε Όἵ-ατπ, Όναξη, 


ὑ- ψ36--αὖ Σα] ---ᾱ-ᾱ-- 


τότε 
ε α, 


και υ- 


η-πι 


αξ εὔ, οπότε πρέπει το άθροισμα και η 


διαφορά των α, Ὁ πρέπει να είναι άρτιος ακέραιος. 
Άρα αποδεκτές είναι οἱ περιπτώσεις: 

(πι,η)Ξ (2.18) ή 

(πι,Π)Ξ/(18.2) «9 ὈΞ]0, αξδ ή 


Ἱ Ελλώκνη Αποκ τηλενε εταεελο 


ΑΡΦΗΙΡ: 
ώσπου ρσς ] 


ση του έργου 


«9 585ΙΞΙ0, αΞ--δ. 
Άρα το ζητούμενο συμβαίνει για α-δ ή α--δ. 
1. 
- τὰ 
ᾱ σσ τσ» 
Χ΄ ΕΧΥ ΕΥ 3 
5 χε ας 8 ο Ψψα 
κ. ΗΕ 3 
χ2 -κΥ «-Υ} 51 


--, αφού χ-γ20 
χ2 «-χΥ ΥΣ 3 


νι 


«5 3(χ2 --χγ ας γ/)2χ2 «-χκγςγ2 3 
«59» 2(κ2 --2χγ«Υ/)20 92(κ-- Υ); 20,ισχύει 
(Μ)Όπως στην Άσκηση 2 της Β΄ Λυκείου θα 


έχουμε: 
1 4 ζ 7ὸ αχ) 
κ μον μα μα 
2 κ κγ ΕΥ Υ εγσ 7 Έπιςκ 
1η ΥΣ ΣΧ] ΧΤΥΗΖ 
3 3 3 


4. Όνομάζουμε Αι το σηµείο που θα χρησιµο- 
ποιηθεί πρώτο, Α2 αυτό που θα χρησιµοποιηθεί 
δεύτερο κ.ο.κ. 

Είναι ουσιαστικό να παρατηρήσουμε ότι ο 
µαθητής που θα χρησιμοποιήσει πρώτος το σηµείο 
Αογ, αυτός θα χάσει το παιχνίδι, αφού ο άλλος στη 
συνέχεια θα γράψει τη χορδή Αοο Αιοο ἤ την Ακ 
Αιοο για κάποιο κ-!,2.....99, και θα τελειώσει το 
παιγνίδι. 

Για τη χρησιμοποίηση των σημείων Αι, Α.2, 

. ΑοΟ; µπορούν να γραφούν το πολύ 


ο- 97 .48- 4656 χορδές. Έτσι, αν γραφούν 


όλες οι 4656 χορδές, αφούο Α αρχίζει πρώτος, εἶ- 
ναι δυνατόν ο Β να γράψει την 4656) χορδή και έ- 
τσι να αναγκάσει τον Α να χρησιμοποιήσει πρώτος 
το σηµείο Α9λ. 

Άρα ο Β έχει στρατηγική νίκης. 


Η Ε.Μ.Ε. βρίσκεται στην ευχάριστη θέση να ανακοινώσει την έκδο- 


«ΔΙΕΘΝΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΟΛΥΜΠΙΑΔΕ 


(1959-2000)» 


που περιλαμβάνει όλα τα προβλήματα τις λύσεις τους, και ιστορικά 
σημειώματα, απαραίτητο βοήθημα για τον έλληνα µαθητή και τον 
έλληνα μαθηματικό που θέλει να ασχοληθεί µε τους Διεθνείς Μαθη- 
ματικούς Διαγωνισμούς. 

Διατίθεται από τα γραφεία της Ε.Μ.Ε. και σε μεγάλα βιβλιοπωλεία 
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«Ολυμπιακές Ἱροσεγγίσεις» 


1.Αρχικά θα επιλύσουµε το προτεινόμενο 
πρόβλημα των προηγούμενων «Ολυμπιακών 
προσεγγίσεων» του τεύχους 38 του Ευκλείδη Β΄. 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και Δ, Ε, Ζ, τα σηµεία 


επαφής του εγγεγραµµένου του κύκλου µε τις 
πλευρές ΒΓ-α., ΑΓΞβ., ΑΒΞΥ αντίστοιχα. 


Να αποδειχθεί ότι 
α- ΑΔ β:ΒΕΥ:ΓΖ(α--β)) 4(β--Υ) - 


Ε(Υ-α)” «αἱ «β2 «Υ2. 


Γνωρίζουμε ότι: 
ΒΔΞΒΖΞΤ-β., ΓΔΞΓΕΞΙ-Υ, ΑΖΞΑΕξτ-α, 


όπου 2τη περίµετροςτου ΑΒΓ. 

Γνωρίζουμε ταυτόχρονα ότι για το τυχαίο ση- 
µείο Μ, εσῶτερικό της πλευράς ΒΓ τριγώνου 
ΑΒΓ, ισχύει: ΑΒ.ΜΓΑΓ.ΜΒ2Σ ΑΜ:ΡΒΓ (ΕΥ- 
ΚΛΕΙΔΗΣ Β΄, τεύχος 38, σελ. 18, Θέμα 6). 

Α 


Β Μ δἃ 
σχήμα 2 

Άρα: 
α.ΑΔ«Υ:ΔΓ:βΡβ.Βδ-» 
α-ΑΛΔ«Υ:(τ-γ)β(τ--β). όµοια 
β:ΒΕ«α.(τ-α)1-γ(τ--γ) και 
Υ'ΓΖ«α(τ-α)βίτ-β). 

Άρα: α.ΑΔ4β:ΒΕΥ:ΓΖ«2α(τ--α) 


του Σωτήρη Λουρίδα 


2β(τ--β)- 2γ(τ--) 5 
α-ΑΔ«β:ΒΕ«Υ:ΓΖς«2ατ-- 242 - 
2βτ -- 2β/ --2γτ--2γ- 9 
α-ΑΔ4β:ΒΕΑΥ:ΓΖ{(α-β); - 
(Α--1) 4(1--α)΄ «(α.-β.Υ)΄ --2α2 --2β) --2γ; 
χ(α--β)΄ »(β--γ) Ε(Υ--α) 95 
α-ΑΔΓβ-ΒΕΞΥ:ΓΖ1(α--β)΄ 4(β--) 4(Υ--α). « 
αὖ β2 -Ε Υ2 --2αβ- 2αγ 3-2βΥ -- 2α2 -2β7 -- 2Υ2 -- 
242 --2β3 --2Υ΄ --2αβ --2βΥ--2γα«5 
α.ΑΔ4β:ΒΕΑΥ:ΓΖ-Ε(α--β)΄ 4(β-- 1)’ - 
(ή --α) «αξ 4«β2 ««γ’.. 

2. Δίνεται η συνεχής στο Ἐ συνάρτηση 
ΥΞ{(κ)/ Κ., ώστε για κάθε πραγµατικό αριθµό 
χ και κάθε φυσικό αριθμό ν να ισχύει 
κει. Να βρεθεί ο τύπος της {, αν 

ν 
Γ(2001)-2004. 

Λύση: 

Για νΞΙ έχουμε Γ(χ-ΕΙ)ΞΕ(κ) για κάθε 
πραγµατικό αριθµό χ. 

Άρα Γ(0)ΞεΕ(1)Ξ{Ε(2)Ξ:--ΞΕ(ν) που ση- 
µαίνει ότι για κάθε φυσικό αριθµό ν έχουµε 
{(0)Ξ Ε(ν)Ξ{Ε(ν--Ι)Ξκ., όπου κ µια σταθερή 
ποσότητα. 

Στη συνέχεια βλέπουμε ότι για κάθε φυσικό ν 
έχουμε: 

((0)Ξε(-!)Ξε(-2)Ξ:.-ΞΕ(-ν «ἰ)ξε(-ν)ξ---Ξκ 
δηλαδή για κάθε ακέραιο αριθµό ν έχουµε: 
[(ν)ξκ. 
Έστω Ἑ θετικός ρητός, µ. ν φυσικοί. 
ν 


ο 
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ο... 
υ... 


Έστω τώρα στο αρνητικός ρητός (µ, ν φυσι- 


κοί). 
ο ντ 


(ο...) π]εῶσε 


ν 


Άβα για κάθε ρητό αριθµό ρ έχουµε: 
{(ρ)Ξκ 

Έστω, τώρα, κ τυχαίος άρρητος αριθµός. 
Γνωρίζουμε ότι κάθε πραγματικός αριθµός είναι 
όριο µιας ακολουθίας ρητών αριθμών, έστω ϱ., 
δηλαδή ϱ, ὉΧ. Η συνάρτηση είναι συνεχής και 
επομένως: 

πι ξ(ρ,)Ξ- Ε(Ιππρι)Ξ Ε(κ). 

Όμως: Ππι[(ρ͵)Ξ Ππικ-κ. 

Τελικά Ε(κ)Ξκ., όπου κ µια σταθερή τιµή. 

Επειδή Γ(2001)Ξ 2004 έχουµε κΞ2004. 

Άρα: Ε(κ)Ξ2004. 


3. Δείξτε ότι δεν υπάρχει θετικός ακέραιος 
πι ώστε πι(πι 1) να είναι κ-τάξης δύναµη α- 


κεραίου αριθμού, (κ21). 


Λύση: Για πι] είναι προφανές 


Οι πι και πι-Ε] είναι πρώτοι μεταξύ τους για 
αυτό αν πι-(πι-- 1) είναι κ τάξης δύναμη ακεραίου 
τότε κάθε ένας από πι, πι-ς] θα είναι κ τάξης δύ- 
ναµη ακεραίου αριθμού. 

Πράγματι αν αναλύσουμε το πι(πι-ς1) σε α- 
πλή µορφή θα έχουµε 

πι (πι «1)ΞΡ]" «ρ’ -- Ρί' 

Επειδή ρ;' :ρ2 --«ρ'' ΞΡ" µε Ρ-41 θα πρέπει 
κάθε αι να διαιρείται µε κ και κάθε ρ'' θα διαιρεί 
τελείῶς το πι ή το πι-ΕΙἰ. Όμως οι Β οδμωὶ ᾱ- 
ριθµοί πι και πι--] δεν µπορεί να είναι και οι δύο 
κ τάξης δυνάµεις ακεραίων αριθμών (αν α” Έπι 


και κ»2] τότε 


(ο!) Σ(α-1)α”) --αἲ κα ἲ' σπι-ς1). 


4. Για ποιους πρώτους αριθμούς Ρρ η διαί- 
ρεση του 251 -1 µετο ρ είναι τέλειο τετράγω- 
νο; 


Λύση: 
Προφανώς ρ-2. 
ρἱ ρ-ἰ 
ρα... 2 Ἀ .: 
αλ ος ας ον 
Ρ 
ρ! ρὶ 


2 2 εἰ, 22 --Ι)ΞΙ δηλαδή είναι πρώτοι µε- 
ταξύ τους. Αφού, αν δεν ήταν τότε κάθε ένας από 
αυτούς θα ήταν ζυγός. (Η διαφορά τους είναι ο 2 
και επομένῶς το Ε.Κ.Π. τοὺς µπορεί να είναι µόνο 
-ἲ 
ο 2 άτοπο, αφού ῥρ 22). Θεωρούμε ότιο 232 8] 
διαιρείται µε το Ρ τότε από τα δεδοµένα έχουµε: 
ρ-ὶ - Ρ-ι 


2 .. 2 
2 Μ22 «Ἔγοι µε ω στ, 


δηλαδή είναι πρώτοι μεταξύ τους. Άρα κάθε ένας 
από αυτούς πρέπει να είναι τέλειο τετράγωνο. 
Ρ-Ι 
Θέτουμε 2 2 --Ι1Ξ52 όπου Ὁ--2Κ-ΕΙ. Αυτό 
ρ-ἰ 
µας δίνει 2 2 --4Κ2 «4Κκ--2--4Κ(κ-ε1)12. 


[δι 
232 --ἴ), 


Από εδώ έχουµε ότι ε-2 αφού αν δεν ή- 


ταν το αριστερό µέλος θα μπορούσε να διαιρεθεί 
µε 4 χωρίς το δεξί να διαιρείται µε 4. Άρα 
ρ-Ι 

22 


2«Ρρς5 δηλ. ΡΞ3. Τότε Ες οᾷ και εποµέ- 


νως αποδείχθηκε το ζητούμενο. 
ρ-Ι 


Επονέμὰ, 2 2 --] διαιρείται µε Ρ. Θέτουμε 


Ρ-Ι 
ϱ-2Π4 3232 --ε2 --ἷ-- 4π(π-ΕΙ), όταν ΠπΣ] 
το δεξιό µέλος θα έχει περιττό διαιρέτη, άτοπο λό- 


γω του αριστερού μέλους. Άρα πΠπξ] τότε 
.. 


5. Θεώρημα του Ἠ5ου 
Ο φυσικός αριθµός Ρ21 είναι πρώτος αν 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Ε΄ λ.δ.τ.1/26 


Στήλη των Ολυμπιάδων 


και µόνο αν (ρ -1)Η-150(πιοάρ). 


6. Βασικό Θεώρημα. 

Να αποδειχθεί ότι 0 φυσικός αριθµός Ρ21 
είναι πρώτος αν και. μµύν αν 
κ. (ρ--κ--τ)ι- (1) (πιοάρ) όπου Κ ακέ- 
ῥαιος αριθµός τέτοιοςπου θςΚκςρ-]. 


Υπόδειξη: 
Για ΚΞ0 το αποδεικνύουµε χρησιμοποιώντας 
το θεώρηµα του Ἀ/]δοπ. Συνεχίστε επαγὠγικά. 


7. Αποδείξτε ότι, αν ῥ είναι αριθµός πρώ- 
τος μεγαλύτερος του 3 τότε ο αριθµητής του 


ο Ἡ --- διαιρείται µε ϱΡ7 
2} 3 ρ-Ι : 


Αρκεί να αποδείξω ότι 
54 αἱ 


Ξ ανν παιρείται 
. Στρ ο-οΣ, ὢ νὰ 


µε Ρ, όπου (Οζ) 2. -2)-- 


-ἲ ΞΙΥ 
ο ο. λωω 
βουµε υπ᾿ όψιν ότι: Κρ--Κ- --Κ(ρ--Κ)). 
Κάνοντας τις πράξεις κατανοούµε ότι ο διαι- 
ῥρέτης του Σι διαιρείαι µε ρ ακριβώς όταν ο 
Ρ-! 


κ. 


2 «23 ο. (κ --ἴ) αμ) 


3 Αυτός ο συμβολισμός είναι πολύ σημαντικός και θα 
μπορούσε να εκληφθεί σαν μέθοδος (εξήγηση: 


ο μα μα ως Ἡν Ἡ 
Ρ-Ι ϱρ-! ρΡ-Ι΄ 2-2) 2 ρ-2 
Ρως ως νο ον 

ρ- οι µ 

απ στ] τ Ἡ 
άρα: 

ρ-Ι/2 
ολο αν αμ Ὢ πο. : ) 
- ρΙ ρ11 ρ-ι αἱ κρ-κ) 
2 2 


διαιρείται µε Ρ. Θεωρούμε 
. ο.» 


Τότε: Κ.ῑ, ο) 


Ἀκό τὸ βασικά ὀούρημα στα κ - θα 


ὀνούμα: ΜΜ] α(υὔη ζωναρ]. 


2 
Αν ῥρΞ 4πι--2 θα έχουµε: 


2 
[]] Ξ 2(πιοάρ) και αν ρς 4πιΕΙ θα έ- 


χουμε: ο] --Ι(πιοάρ). 


Έστω, λοιπόν, ΡΞ4πι--2. Τότε 
ΚΑ -ἰζ ΞΙ(πιοάρ). Όι αριθμοί Κ.ῑ, Κ:2, ..., 
Κ.(ρ--1), είναι ρ--Ι το πλήθος και δύο τυχαίοι 


από αυτούς δεν συγκρίνονται ὣς προς πιοάρ. Άρα 
θα υπάρχουν ακριβώς δύο από αυτούς λι και τι 
ώστε Κ:λι Ξ Ι(πιοάρ) και Κ.τις--Ι(πιοάρ). Ά- 
ρα λι-ΕτΞΡρ οπότε ένας από αυτούς είναι µι- 
τει Άρα για κάθε φυσικό Κ 
υπάρχει φυσικός αριθµός πι ώστε: Ἱσπιι κ». 


κρότερος ή ίσος µε 


και Κὸ -πιὰ --Ι(πιοάρ). Άρα νκιισκκ.- θα 


έχουμε: 
{κ Ξπις (πιοάρ) και 
ρἲ ρ-ὶ 
2 
ΑΞΣ, ἐξ λὰ 2 -- 22 -Γ...Ε 
κ- κ-ι 
{γρ )ίρτ!) 
2 24 
όταν Ρ23 άρα Ρ/Α. 
Όμοια εργαζόµαστε και όταν ρξ 4πι-ε]. 


Ξ0/(πιοάρ) 


8. Εάν ο φυσικός αριθµός π έχει 1000 ψη- 
φία ώστε κάθε ψηφίο από αυτά είναι 5 µε πιθα- 
νή εξαίρεση ενός ψηφίου τότε ο αριθµός η δεν 
είναι τέλειο τετράγωνο. 


Λύση: 
Ας θεωρήσουμε ότι ο π είναι τέλειο τετράγῶ- 
νο. Τότετου π τοτελευταίο ψηφίο είναι 0, 1, 4, 5. 
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6ή9. 
α) Έστω ότι η έχει σαν τελευταίο ψηφίο το 
5 τότε να--10:Κ.:5 και πΞ100(Κ7 -εΚ):25. 


Δηλαδή προτελευταίο ψηφίο του η είναι 2. Το ά- 
θροισα των ψηφίων του π θα είναι 
5(π)Ξ 999. 5-2 το οποίο ισοδύναμα σηµαίνει ότι 
αν διαιρέσουµε τον π µε 3 θα έχουµε υπόλοιπο 2. 
Από την άλλη µεριά αφού το π είναι τέλειο τετρά- 
γῶνο τότε µε διαίρεση µε 36α ἐχειυπόλοιποθή ! 
άρα ο αριθµός δεν µπορεί να είναι τέλειο τετράγῶ- 
νο. 

β) Έστω π έχει για τελευταίο ψηφίο το 6. 
Τότε το άθροισα των Ψηφίων του είναι 
5(Π)Ξ999.5.-6 δηλαδή το 5(π) και επομένῶς 
και το η διαιρείται µε 3 αλλά όχι µε 9. Άρα ο Π δεν 
µπορεί να είναι τέλειο τετράγῶνο. 

γ) Αν ο π τελειώνει σε 50, 51, 54 ή 59 τότε 
µε διαίρεση µε 4 θα έχουµε υπόλοιπο αντίστοιχα 2, 
5,2 ή 3. Από την άλλη µεριά αφού π τέλειο τετρά- 
γῶνο τότε µε διαίρεση µε 4 θα ἐχειυπόλοιποθ ή ]. 
Άρα το π δεν µπορεί να είναι τέλειο τετράγωνο. 


9. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ. Να 
βρεθεί το ελάχιστου μήκους ευθύγραμμο τµήµα 
το οποίο κινούμενο έτσι ώστε τα άκρα του να 
γλιστρούν στην περίμετρὺὸ του τριγώνου ΑΒΓ, 
να καλύπτει όλα τα εσωτερικά σηµεία του τρι- 
γώνου ΑΒΓ. 


Λύση: 


Σχήµα ! 


Αφού θέλουµε το ευθύγραμμο τµήµα να κα- 
λύπτει το εσὠτερικό του τριγώνου, θεωρούμε ότι 
σε κάποια στιγµή θα περάσει και από το κέντρο 
βάρους του τριγώνου. Θα αποδείξουµε ότι από όλα 


τα ευθύγραµµα τµήµατα που περνούν από το κέ- 


ντρο του ΑΒΓ και έχουν τις άκρες τους πάνω στις 
πλευρές του τριγώνου το μικρότερο µήκος θα έχει 
το ευθύγραμμο τµήµα ΜΝ ΊΎια το οποίο ισχύει 
ΜΝ/Ι/ΑΓ, Έστω Μ΄Ν΄ τυχαίο ευθ. τμήμα µε άκρα 
στις πλευρές του τριγώνου το οποίο περνάει από 
το κέντρο του. 


Είναι ΟΜ΄5ΟΜ-:ΟΝ5ΟΝ΄ (ΟΜΜ΄--ι209, 


ΟΝΝ΄- 605 ...). Ταυτόχρονα ΜΟΜ΄Ξ ΝΟΝ΄,ο- 
πότε: Ἐρνν΄ 2 Ερνν΄ (Αφίεταιστους αναγνώστες) 

Τελικά Έρχ 2ΕρννΞΞ ΜΝ :ΒΗ΄ΣΜΝ.ΒΟ µε 
ΒΟΣΒΗΒ΄9 ΝΜ΄ΣΝΜ. Έτσι αποδείχτηκε ότι 
το ευθύγραμμο τµήµα που θεωρήσαµε δεν µπορεί 
να είναι μικρότερο του ΜΑΝ. 

Επί της ουσίας μένει να αποδείξουµε ότι το 
ΜΝ κινούμενο µε βάση την κίνηση του Μ από το 
Μ έως το Β καλύπτει όλη την επιφάνεια του ΒΜΝ. 
Αυτό συμβαίνει διότι οι θέσεις από τις οποίες 
διέρχεται είναι σε απόλυτη αντιστοίχιση µε τις θέ- 
σεις που δημιουργούνται αν σταθεροποιήσουµε το 
ΜΝ και διαπιστώναµε ότι το Β κινείται στο στα- 
θερό τόξο (ΏΞ 600 και ΜΝ ευθύγραμμο τµήµα 
σταθερού μήκους) από το Β έως το Μ αντίθετα α- 
πό τους δείκτες του ρολογιού. Αν παρατηρήσουμε 
ότι ΝΣΞΒΣΣΜΖΣΒΜΞΜΝ, φαίνεται ξεκά- 
θαρα το «σάρωμα») της επιφάνειας 


10. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ µε μικρότερη, έστω 
την πλευρά ΒΓ και σηµείο Μ, εσωτερικό του 
τριγώνου. Αποδείξατε ότι 


ΑΜ{ΙΓΜΒΙΓΜΓ«ΑΒ-ΓΑΓ. 


Λύση: 
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Στήλη των Ολυμπιάδων 


Προφανώς, λόγω του ότι η ΒΓ είναι η µικρό- Από (2), (3) έχουµε: 
τερη πλευρά του τριγώνου σηµαίνει ότι και η γῶ- ΑΜΑ«ΜΒΙ«ΜΓ«ΑΕΒΔΙΔΜΓΜΕΕΓ-:» 
νία Α είναι η μικρότερη γωνία του τριγώνου. Δη- ΑΜ.ΓΜΒ«ΓΜΓ «ΒΔ ΑΓ --ΔΕ (4). 
λαδή Α«Β και Α«Γ. Θεωρούμε από το Μ την 
ΔΕ παράλληλη στην ΒΓ µε Δ σηµείο της ΑΒ και Ε Με βάση τις (1), (4) προκύπτει ότι: 
σηµείο της ΑΓ. Προφανώς Δ--Β και Ε-Γ άρα ΑΜΊΜΒΓΜΓ «ΑΓ-ΒΔΞ-ΑΔ ή 
ἀ «Δ και ἂ «Ε που σηµαίνει ότι. ΔΕ «ΑΕ. και ΑΜΑ ΜΒΙΜΓ«ΑΒ ΑΓ. 
ΔΕ« ΑΒ (1). 

Προτεινόμενο πρόβλημα: 

Καταλαβαῖνουμα ότι µία απότις γωνίος ο ---- ΑΗΓΔ ώστε 

ΑΜΕ. ΑΜΔ θα είναι αμβλεία. ΑΓΣΖΒΔ22ΑΒ. Να αποδειχθεί ότι υπάρχουν ά- 


' Λ . πειροι συντοµότεροι τρόποι σύνδεσης των κορυ- 
Έστω ΑΜΕ220 ρώ ΑΜ«ΑΕ (2. φών του από εκείνον των διαγὠνίῶν του. 
Από τα τρίγωνα ΒΔΜ και 


Δ 
ΜΕΓΞ ΒΜ«ΒΔ-ΔΜ και ΜΓ«ΜΕ -ΕΕΓ (3). 


Δὕνοντας το 3 πρόβλημα της Τρίτης Βαλκανικῆς | 
Μαθηματικής Ολυμπιάδας Νέων του 1999... 


] 


του Γιώργου Κ. Βακαλόπουλου Μαθητού Α΄ τάξης 1’ Λυκείου Αμαρουσίου 


Με αφορμή το 3 πρόβλημα που δόθηκε στην Τρίτη Βαλκανική Μαθηματική Ολυμπιάδα Νέων του 
1999 στο Ρἰοναϊν τής Βουλγαρίας παραθέτουμε µια πρόταση µε την απόδειξή της που αποτελεί γενίκευση 
των ζητουµένων του προβλήματος αυτού. Στο τέλος της πρότασης και της απόδειξης τής, ακολουθεί το αρ- 
χικό πρόβλημα ως εφαρµογή τῆς πρότασης αυτής. 


ΠΡΟΤΑΣΗ 

Αν έχουµε Κ τυχαία σηµεία στο επίπεδο, π 
από τα οποία σχηματίζουν κυρτό π-γῶωνο 
(Κ«,π2 3 καικ2 π)τότε υπάρχουν : 

Α. (α) µη τεμνόµενα 
ευθύγραµµα τµήµατα µε άκρα δύο από τα Κ ση- 
µεία, και 

Β. (Ρ) τρίγωνα µε κο- 
ρυφές τρία από τα Κ σηµεία, τα οποία δεν επι- 


ον Δεχόμαστε ότι ισχύει για ΚΞπ Γρ σηµεία 


καιθα αποδείξουµε ότιισχύειγιακ ΕΙ -πΕΡρτ]Ι 


ΑΠΟΔΕΙΞΗ σηµεία | 
1. Έστω π σταθερό Δηλαδή, δεχόμαστε ότιγια ΠΡ σηµεία υ- 


πάρχουν: 
(η ρ-π).3Γ2η-32-34ρ42η-2 
µη τεμνόμενα ευθύγραμμα τµήµατα και 


9 Για ΚΞπ, υπάρχουν 2η -- 3 ευθύγραμμα 
τµήµατα και π -- 2 τρίγῶνα 


Πράγματι στο π-γῶνο υπάρχουν : (α4ρ-π).24π-2Ξ2ρ41Π-2 
(α πλευρές) τ (η --3 μη τεμνόμενες διαγώνιες) -- τρίγῶνα µε την αρχική ιδιότητα. 
2η --3 µη τεμνόµενα ευθύγραμμα τμήματα και ο- Θα αποδείξουμε ότιγιαπ «ρε 1 σηµεία : 
ρίζονται π -- 2 τρίγῶνα. Α. Ὑπάρχουν(π{ρ{1-1):342η-3- 
ο Γιακςπ{ρ,ρς ],2,2.... Ξ34Ρ «-2π ευθύγραμμα τμήματα (1) και 
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Στήλη τῶν Ολυμπιάδων 


Β. Ὑπάρχουν(π Γρ] -π).21π-2- 

Ξ23Ρ -π τρίγωνα (1) µετην αρχική ιδιότη- 
τα 

Α. Πράγματι αν προσθέσουμε ένα ακόµη 
σηµείο, τότε αυτό θα είναι ή µέσα σε κάποιο τρί- 
γωνο (Α περίπτωση) οπότε προσθέτουμε άλλα 3 
ευθύγραμμα τµήµατα ή θα είναι πάνω σε κάποια 
πλευρά (Β περίπτωση) οπότε σχηματίζονται άλλα 
4 ευθύγραμμα τμήματα. Στη δεύτερη όμως περί- 
πτωση, ταυτόχρονα η πλευρά στην οποία βρίσκε- 
ται θα πάψει να υπάρχει. Άρα στη περίπτωση αυτή 
προσθέτουμε πάλι 3 τμήματα. 

Άρα Το σύνολο των µη τεμνόμενων ευθυ- 
γράμµων τμημάτων και στις δύο περιπτώσεις γίνε- 
ται: 

(4ρ 2η -3) 32-43 {Γ2π. 


Άρα η (1) ισχύει. 


σχήμα 2α 


σχήµα 2β 


Β. Και στις 2 παραπάνω περιπτώσεις τα τρί- 


γωνα αυξάνονται κατά 2 ( στην Α το ένα τρίγωνο 
γίνεται τρία και στην Β τα δύο τρίγωνα γίνονται 


τέσσερα ). 
Άρατο σύνολο των τριγώνων γίνεται 


(2ργπ- 2) 2-2 -π. 
Άρα η(1Τ) ισχύει. 


2. Έστω κ σταθερό 
9 ΓιαΚκΞπ,ισχύει(σχήµα 1) 
5» Γιακξπτρ 


Δεχόμαστε ότι ισχύει για π-γωνο καιΚ--πε- 
σωτερικά σηµεία και θα αποδείξουμε ότι ισχύει για 
ένα(π-ε1)-γωνομµεκ----] εσὠτερικά σηµεία. 

Δηλαδή δεχόμαστε ὅτι για Κ -- π - ρ υπάρ- 
χουν(Κ-π)-2-2π-2Ξ2κ--τ-- 3 µη τεμνόµενα 
ευθύγραμμα τµήµατα και ορίζονται 

(Κ-π).:21π- 2Ξ2κ-π-2 
τρίγωνα µε την αρχική ιδιότητα και θα αποδεί- 
ἔουμε ότι για ένα (η-Γ1)-γῶωνο µεκ--π-- 1 εσὠτε- 
ρικά σηµεία : 
Α. Υπάρχουν (κ--π -- 1) 3 --2(π 1) --3- 

Ξ3Κκ--π--4 ευθύγραμμα τµήµατα (Ἠ]) και 
Β. Ορίζονται(κ-π--1) .2 (11) -2- 

Ξ2Κκ---- 3 τρίγωνα (1) 

Α. Πράγματι, αν βγάλουμε ένα σηµείο έξω 
από το π-γῶνο, τα ευθύγραμμα τμήματα µειώνο- 
νταικατά4--]--25 1 (σχήµα 3). 


Σχήµα 3 


µε μπλε τα νέα τµήµατα 
µε διακεκοµµένα τα προηγού- 


µενα τμήματα 


Γενικά αν στο σηµείο αυτό αρχικά καταλή- 
γουν πι ευθύγραμμα τµήµατα, τότε µετά την απο- 
µάκρυνσή του έξω από το π-γῶνο θα σχηµατι- 
στούν µέσα σ᾽ αυτό πι-2 νέες µη τεμνόµενες δια- 
γώνιες του πι-γώνου και τελικά µαζί µε τα δύο νέα 
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τμήματα που θα σχηματιστούν όταν τοποθετηθεί 
έξω από το π-γῶνο θα έχουµε ευθύγραμμα τµήµα- 
τα μειωμένα κατά ένα. 


Άρα το σύνολο των µη τεμνόµενων εὐθυ- 
γράμμων τμημάτων γίνεται: 
Όκ-ῃ-2)-12κ-ῃτ--Ἓ. 


Άρα η (111) ισχύει. 


Β. Οµοίως αν το σηµείο απομακρυνθεί αντί 
των ἆ τριγώνων στα οποία ήταν κορυφή θα σχηµα- 
τιστούν ἆ-2 τρίγωνα και µαζί µε το τρίγωνο που 
σχηματίζεται έξω από το π-γῶνο έχουµε συνολικά 
τρίγῶνα μειωμένα κατά ένα. 

Άρα το σύνολο των τριγώνων γίνεται : 

(2Κ-ῃη-2)-152κ-ῃ--β2. 

Άρα η (1Υ) ισχύει. 


χα 


ΠΡΟΒΛΗΜΑ 

Δίνεται τετράγῶνο 5 µε πλευρά 20. Έστω 
Μ το σύνολο των τεσσάρων κορυφών του 5 µαζί 
µε 1999 τυχαία σηµεία στο εσωτερικό του 5. Να 
αποδείξετε ότι υπάρχει τρίγωνο µε κορυφές ση- 
µεία του Μ και µε εμβαδό μικρότερο ή ίσο του 
1 


1θ ὄ 
Βαλκανική Ολυμπιάδα Νέων 1999 


ΛΥΣΗ 

Σύμφωνα µε την παραπάνω πρόταση γιαπΞ4 
και ΚΞ 199090 -- 4 -- 2003 τα τρίγῶνα που σχηµατί- 
ζονται χωρίς να επικαλύπτουν το ένα το άλλο προ- 
κύπτουν µε εφαρµογή του τύπου (β) : 


(Κκ-π)-2τπτ-2 δηλαδή 
(2003 -4) 24-2-4000. 
Το άθροισμα των εµβαδών τους ισούται µε το 
εμβαδό του τετραγώνου 5 δηλαδή 400 τετραγωνι- 
κές µονάδες. 


Άρα σύμφωνα µετην αρχή του Ὠϊτίοβ]εί υ- 
πάρχει τουλάχιστον ένα τρίγωνο που έχει εμβαδό 


Ι 
ο 
"τις 


Στήλη των Ολυμπιάδων 


ια... 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ! 

Με τα δεδοµένα της παραπάνω άσκησης, το 
πλήθος των ευθυγράµµων τμημάτων που δεν τέ- 
µνονται ανά δύο προκύπτει µε εφαρµογή του τύ- 
που 

(α): (κ --π) :3 2 --3 δηλαδή : 


(0034 -4)-442.4-3- 6002. 


ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ 2 

Ἡ παραπάνω πρόταση ισχύει και στη περί- 
πτῶση που όλα ή µερικά από τα Κ --π σηµεία είναι 
συνευθειακά. 


Παράδειγμα: 

Έστω 8 σηµεία από τα οποία 4 σχηματίζουν 
κυρτό τετράπλευρο και 4 βρίσκονται στο εσώτερι- 
κό του και συγκεκριµένα επ΄ ευθείας (ε). 

Τότε υπάρχουν 10 τρίγωνα µε κορυφές τα δ 
αυτά σηµεία που δεν επικαλύπτουν το ένα το άλλο. 
(ΑΔΑΙ, ΑΙΔΑ., ΑΙΑΑ.2, ΔΑ2Α., ΑΑ2Α., ΔΑΙΑ., 
ΑΑ:Α,, ΔΑΙΓ, ΑΑ.Β, ΓΑ.Β) 


Πράγματι υπάρχουν: (Κ--π) 2112 
Ξ(8-.4):234--25Ξ 10 τρίγῶνα 


Επίσης υπάρχουν 17 µη τεµμνόµενα ευθύ- 
γραμμα 1{µήµατα µε άκρα δύο από τα 8 αυτά ση- 
μεία. (ΑΔ, ΑΑιΙ, ΔΑι, ΑΙΑ., ΑΑ», ΔΑ», Α2Α., ΔΑ., 
ΑΑ.:, Α:Α., ΔΑ., ΑΑ., ΔΓ, ΓΑ., ΑΒ, ΒΑ., ΒΓ) 


Πράγματι υπάρχουν :(Κ--π) 3 «2π-32 
Ξ(8-4).24.2-:4-32τ5Ξ 17 ευθύγραµµα 
τμήματα. 
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Θέματα μεγάλων τάξεων 

Θέμα Ι’. 

Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ εγγεγραμμένο σε 
κύκλο ακτίνας ΕΒΕ. Οι ΒΔ, ΓΕ είναι οι διχοτόµοι 
των γωνιών Β και Γ και η ΔΕ τέμνει το τόξο 
ΑΒ, που δεν περιέχει το Γ, στο σηµείο Κ. Αν 
είναι ΚΑΙ Ι ΒΓ, ΚΒι Ι ΑΓ, ΚΙ, ! ΑΒ και 


το σηµείο Δ απέχει από τις πλευρές ΒΑ και 
ΒΓ απόσταση ίση µε χ, ενώ το Ε απέχει από 
τις πλευρές ΓΑ, ΒΓ απόσταση ίση µε Υ, τότε: 


Ἱ.. να εκφράσετε τα µήκη των τμημάτων 
ΚΑι, ΚΒι, ΚΓι συναρτήσει τῶν Χ. Υ και 


ΚΔ 
ου λςξ----- 
του λόγου 


- 1 1 1 
Ἡ. να αποδείξετε ότι: ---Ξ------------. 
ΚΒ ΚΑ ΚΓ 


Θέμα ”2'. 

Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν θετικοί 
ακέραιοι αἱβ τέτοιοι ώστε το γινόμενο 
(1δα --β):(α --Ι5β) να είναι µία δύναμη µε βά- 
ση το 3 και εκθέτη ακέραιο. 


Θέμα 3.. 
Έστω Ε:Ν -»]ΚΕ είναι µία συνάρτηση τέ- 
τοια ώστε Ε()Ξ3 και 
ο. Ε(2πι) -ε Ε(21) 
πα Ὁ 


για όλους τους µη αρνητικούς ακέραιους Πῃ, η 
μεπιζδη. | 


Να βρεθεί ο τύπος της συνάρτησης Ε. 


{(πι -µπ)-- Ε(πι--π)-πιῃπ-] 


Θέμα 4". ; 

Στο πίνακα είναι γραμμένοι όλοι οι ακέ- 
ραιοι αριθμοί από 1 έως 500. 

Δύο µαθητές Α και Β παίζουν το εξής 
παιγνίδι: 

Με τη σειρά ο ένας µετά τον άλλον δια- 


γράφουν από έναν αριθµό. Το παιγνίδι τελειώ- 
γει όταν στον πίνακα αποµείνουν δύο αριθμοί. 
Νικητής είναι ο Β, αν το άθροισμα τῶν αριθ- 
µών που απομένουν διαιρείται µε το 3, διαφο- 
ρετικά νικητής είναι ο Α. 

Αν ο Α αρχίζει πρώτος, έχει ο µαθητής Β 
στρατηγική νίκης; 


Λύσεις Θεμάτων μεγάλων τάξεων 


Θέμα 1’.. 

(α) Φέρουμε 
ΕΕΙ ΙΒ, ΕΕ) Ι ΑΓ, ΔΑΙ ΔΗΓ, ΔΛ}-ΙΑΒ, ο- 
πότε σύμφωνα µε την άσκηση θα «είναι 


ΕΕΓΞΕΕ}ΞΧ, ΔΔΙΞΔΔ) ΞΥ. 
Είναι ΕΕ} Ι ΑΓ, ΚΒι.ΔΑΓ, οπότε 
ΚΒ 
κα μον σα 
γ ΕΔ 


Επίσης ΚΓΙ//ΔΔ; και 
ΚΓ ΚΕ -- 
-ὐσα. ο. ων αμ 
χ Ἐδ ΕΔ 


Στοτραπέζιο ΚΑΙΔΙΔ(ΚΑΙ| //ΔΔι) είναι 
ΕΕΙ / ΚΑΙ /ΔΔι και τν σλ-ι οπότε εύκολα 
υπολογίζουμε ότι 
ΚΑΙ --(λ-- κ 
------το--------ΞγΞ ΚΑιΞλγ--(λ--Ὀχ. 
Ὅπγπεπκ ιλΥ-(.-Όκ 


(β) ἩΗ ζητούμενη σχέση είναι ισοδύναμη 
προς την 
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Στήλη τῶν Ολυμπιάδων 


ΚΑ.ΚΓΞΚΒ:ΚΓ.ΚΑ-:ΚΒ. (1) 

Από τα τρίγωνα ΚΒΓ, ΚΑΓ και ΚΑΒ έχουµε: 
ΚΒ.ΚΓΞ2Κ.:ΚΑΙ, ΚΑ.ΚΓΞ 
Ξ2Κ:ΚΒι, ΚΑ:ΚΒΞ2Κ.:ΚΠ 

οπότε η (1) γίνεται: 
2Κ«:ΚΒΙΞ2Ε:ΚΑι Γ2Κ:ΚΙΠ 
ΞΚΒΙΞΚΑΙ ΕΚΤ 
που ισχύει, όπως επαληθεύεται εύκολα µέσω των 
αποτελεσμάτων του ερωτήµατος (α). 

Θέμα 2’. 

Παρατηρούμε κατ᾽ αρχήν ότι, αν για κάποιους 
θετικούς ακέραιους α, β ισχύει η ισότητα 
(δα :-β)ία -.15β)-23", κεζ,, τότε πρέπει κγ4, 
αφού 15α4-β21654’ και α-Ι6β2Ι6532. 

Ὑποθέτουμε ότι ο κ είναι ο ελάχιστος θετικός 
ακέραιος για τον οποίο υπάρχουν κατάλληλοι θε- 
τικοί ακέραιοι α, β τέτοιοι ώστε 

(δα --β) -(α --15β) Ξ 3" (1) 

Τότε οι θετικοί ακέραιοι 15α4β, αἲ15β διαι- 

ρούν το 3”, οπότε θα είναι της µορφής 
15δα-βΞ2", α-15βΞ3", (2) 
µεπ,ιηεζ, πι22, π22, πι ΓηΞκ. 

Απόιτις (2) προκύπτει ότι οι αριθµοία, β είναι 
πολλαπλάσια του 3, δηλαδή έχουµε: 

α-δαι, β52βι, (3) 
όπου αι,βιεζ, αι 2], βι 21. 
Λόγω των (3) και (2) έχουµε: 
(15:3αι Γ3βι):(9αι «15 :3βἱ)Ξ3 
«9 (ἶδαι «9βι)-:(αι 15βι)531::75493,, 
µεπι--η--2ς«κ, που είναι άτοπο. 

Άρα δεν υπάρχουν θετικοί ακέραιοι α,͵ β για 

τους οποίους ισχύει ότι 
(1δα --β) :(α --15β)Ξ-3”, κεζ. 


Θέμα 3’. 

Για πΙηςθ από τη δοθείσα σχέση λαμβάνου- 
με {0)51. 

Επίσης για πΞθ λαμβάνουμε: 


[-- εοπὴ «Ε(ϱ) 
2 


2Η(πι) --πι-- «Ρ{(2πι)-- 4{(πι)-- 2πι--3, 


οπότε η δοθείσα σχέση γίνεται: 
Επι -- ῃ) -- Ε(πι--π)Ξ 2Ε(πι) -- 2{(η) -- 2η--2, 
από την οποία, για ΠΞΙ, πιΣ], λαμβάνουμε 
Ε(πι -ε 1) -- Είπι --1)Ξ 2Ε(πι) --2 
Ε(πι -ε 1) -- ἔ(πι) Ξ Επι) -- Είπι-- 1) -2 
Αν θέσουμε 
Χῃ Ξ Ε(πι) -- Ε(πι--Τ), πις],2,3.... 
τότε η τελευταία ισότητα γίνεται 


Χρῃ Ἔχπι Ἕδ, π],2.3.. 
νι κα 
οπότε η ακολουθία (Χμι),  πιδ], είναι αριθµη- 


τική πρόοδος με πρώτο όρο 
χιΞΕ(1) --ἔ(0)Ξ3--1Ξ2 και διαφορά ὦΞ2. 
Άρα ο γενικός όρος της ακολουθίας (Χπι) θα 
είναι: 
χι ΞΧι Ἑ(πι--1)2μ, 
οπότεθα έχουµε ττις ισότητες: 
{(1) --Ε(θ)ξκι 


Ε(2) --Ε(’)-- κ, 


πιΕΙ2.., 


Γ(πι) -- Ε(πι--Ί)Ξχι 
απότις οποίες µε πρόθεση κατά µέλη λαμβάνουμε 
Γ(πι) --Ε(0θ)ξκι Χ2 ΓΕ... Ἔ Χπι 
{(πι) --1Ξ2-(1 -- 2 --... Επι) 


κ Εν 


Ε(πι) Ξ πι; Ἔπι εἰ, πιεΝ. 


Θέμα 4”. 

Ο µαθητής Β έχει στρατηγική νίκης. Αρκείνα 
παρατηρήσει ότι οι αριθμοί από ] έως 500, µπο- 
ρούν να χὠρισθούν σε 250 ζεύγη, όπου τα στοιχεία 
κάθε ζεύγους έχουν άθροισμα 501, που διαιρείται 
με το 2. 

Έτσι αν κάθε φορά ο Α διαγράφει έναν αριθ- 
µόα, ο Β θα διαγράφει τον αριθµό 50]-α, οπότε οι 
δύο αριθμοί που θα μείνουν τελικά θα έχουν ἆ- 
θροισµα 501, που διαιρείται µετο 2. 


ΕΛΛΗΝΙΚΟΣΤΑΤΙΣΤΙΚΟ ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ 
ΛΕΥΚΟΠΟΥΛΕΙΟΣΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 
ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΟΝ 2001 
10 Φεβρουαρίου 2001 


Θέμα !1 


α) Από ν ανδρόγυνα (2ν άτοµα) επιλέγουμε 


τυχαία 2 άτοµα. 
Ποια η πιθανότητα να είναι ζευγάρι; 


β) Αν απότα ν ανδρόγυνα πάρουμε τυχαία κ 
άτοµα, να υπολογιστεί η πιθανότητα: 

ι) Να βρεθεί τουλάχιστον ένα ζευγάρι 
στα κ αυτά άτοµα. 
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π) Να βρεθούν ακριβώς | ζευγάρια 
(0ςκ-2]5ν-]Ι). 


Θέμα 2 

Ῥίχνουμε ν (ν 22) συμμετρικά νοµίσµα- 
τα, µε τις ενδείξεις Κ --Κεφαλή, Γ-- Γράµμα- 
τα, και µε την εξής διαδικασία: 

Στην πρώτη δοκιµή ρίχνουμε και τα ν νο- 
µίσµατα, στη δεύτερη ρίχνουµε µόνο τα νοµί- 
σµατα που έφεραν ΥΓ στην πρώτη δοκιμή (αν 
υπάρχουν), στην τρίτη µόνο αυτά που έφεραν 
Γ στην δεύτερη δοκιµή (αν υπάρχουν) κ.ο.κ., 
µέχρι που να µην υπάρχουν νομίσματα µε την 
ένδειξη Γ. 

Να βρεθεί η πιθανότητα: 

α) Στην τελευταία δοκιµή να ρίξουμε ν -- 
1 νομίσματα. 

β) Να τελειώσει η διαδικασία στην κ δο- 
κιµή. 

Υ) Να απαντηθούν τα ερωτήματα (α) και 
(β), όταν νΞ5 και κΞ2. 


Θέμα 3 

Στο ΛΟΤΤΟ επιλέγονται 6 αριθμού από 
τους 49. 

Αν σε ένα δελτίο συμπληρώσουµε 7 αριθ- 
μούς πληρώνουμε το ίδιο ποσό µε το να συ- 
μπληρώσουµε 7 δελτία από 6 αριθμούς στο 
κάθε δελτίο. 

Μας ενδιαφέρει να πετύχουμε 5 ή 6 αριθ- 
μούς στο ίδιο δελτίο. 

Τι είναι προτιμότερο: Να συμπληρώσουµε 
ένα δελτίο µε 7 αριθμούς ή 7 δελτία από 6 α- 
ριθμούς, έτσι ώστε ανά δύο τα 7 δελτία να µην 
έχουν κοινούς αριθμούς. 


Λύσεις των θεμάτων 
Θέμα 1 


2 
α) Οι δυνατοί τρόποι είναι 4 και οι ευ- 


νοῖκοί είναι ν, όσα και τα ζευγάρια, η πιθανό- 
τητα που ζητάμε είναι: 
ν | 


. Ξτ ------Ξ- ----- 
νλ ὂὃν-ὶ 


βι) Βρίσκουµε πρώτα την πιθανότητα να µην 
υπάρχει ζευγάρι στα κ άτοµα. 


Στήλη των Ολυμπιάδων 


2. 
ο. 12ν-22ν-4 2ν-2(κ-1) ΄ἰκ 


2ν--Ι 2ν-2 ὂν-(κ-ῖ) Ώ 
|- 


Διότι κάθε φορά η επιλογή του κάθε ατόµου 
γίνεται έτσι ώστε να µην περιλαμβάνεται το 
«έτερον ήμισυ» τῶν ατόμων που έχουν επιλε- 


χτεί. Ισοδύναµα από τα ν ζευγάρια επιλέγουμε 


ν 
κ ζευγάρια, | | περιπτώσεις, και από κάθε 
κ 


ζευγάρι επιλέγουμε ένα άτοµο, 2" περιπτώ- 
σεις. Ἡ πιθανότητα που ζητάμε είναι: 


2ν 
κ 
βιι) Επιλέγουμε πρώτα |] ζευγάρια, από τα υ- 
πόλοιπα ν -- | ζευγάρια επιλέγουμε κ -- 2] ζευ- 
γάρια και από καθένα απ᾿ αυτά επιλέγουμε έ- 
2 
να άτοµο. Όλες οι δυνατότητες είναι µ } ΕἘ- 
κ 


ποµένως: 


Ρ-1-Ρ-ί-- 


ν Ν ο να 1 2-24 


1) ικ-2] 
Ρ - 
. ον 
κ 
Θέμα 2 
Ἡ πιθανότητα ένα νόμισμα να έχει την έν- 
δειξη «Γ», για πρώτη φορά στην | ρίψη, είναι: 
Ρι --” ». 
2ἱ 
Η πιθανότητα ένα νόμισμα να έχει την ένδειξη 
«Γ», για πρώτη φορά πριν την 1 ρίψη, είναι: 

τ, ' 
Ρ.Ξ---ε---- 51.2... 
2 2 22 } 

α) Αν πάρουµεν -- 1 συγκεκριµένα νομίσμα- 
τα, από τα ν, η πιθανότητα να φέρουν για 
πρώτη φορά την ένδειξη «Γ» στην { ρίψη και 
το άλλο νόμισμα να φέρει την ένδειξη «Γ», για 
πρώτη φορά, πριν την ἶ ρίψη, είναι: 


(ν ο) 
] 1 ᾿ 
Ῥι 5) ι-στ) τς 8, νι 


Η πιθανότητα δεν αλλάζει αν αντί για την έν- 


| 
Έλι ---τ--Ξ [---τ--. 
2Γἱ 2/1 
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Στήλη των Ολυμπιάδων 


δειδη Γ έχουµε την ένδειξη Κ.. Επομένως η πι- 
θανότητα, στην τελευταία ρίψη, τα συγκεκρι- 
μένα (ν --Ι) νομίσματα, να φέρουν την ένδειξη 
«Γ» είναι: 


κ ο-ηρἩ 


Επειδή υπάρχουν ν { ω Ἶ διαφορετικοί 
ν -- 


τρόποι να επιλέξουμε τα (ν -- 1) νομίσματα, 
τότε η ζητούµενη πιθανότητα είναι: 
ν 


Ρ ---------- 
(ον --)(2”.--ὴ 
β) Η πιθανότητα να τελειώσει η διαδικα- 
σία πριν την (κ Ἔ 1) ρίψη, είναι ίση µε την πι- 
θανότητα να τελειώσει η διαδικασία πριν την 
κ ρίψη συν την πιθανότητα να τελειώσει η 
διαδικασία στην κ ρίψη. 
Ἡ πιθανότητα να φέρουν την ένδειξη «Κ», τα 
ν νομίσματα, πριν την ] ρίψη, οπότε τελειώνει 
η διαδικασία, είναι: 
1 ν 

αετ 
Ἐπομένως αν Ρ είναι η πιθανότητα να τελειώ- 
σει η διαδικασία στην κ ρίψη, τότε 


ν ν 
ρτ[ι-σε) μ- | 
2 ακ-ἲ 
Υ) Για νΞ5 και κΞ2,η απάντηση στο 
1 
ερώτημα (α) είναι οἳ 0 0108 και στο (β) εί- 


ναι .. Ξ0,.206. 
1024 


Θέμα 3 


η) Στο δελτίο που συμπληρώνουµε 7 α- 
ριθμούς η πιθανότητα, να πετύχουμε ένα του- 
λάχιστον 5, είναι: 
7Τγ42 
-. 882 


5λ 1 


Ρ.49) {19 
6 6 
καιη πιθανότητα να πετύχουν ένα τουλάχι- 
στον 6 είναι: 


ΤΥ42 
«16λο) 7 


Πρ 


11) Οι αντίστοιχες πιθανότητες στα 7 δελ- 


τία από 6 αριθμούς το καθένα είναι: 
6Υ 43 
κ.-- 5δλ 1 Ν 1806 
49 49 
ο) 
6Υ 43 
6λο 7 


πο Τρ "(1ο 
6 6 
Επομένῶς η πιθανότητα να πετύχουν ένα του- 
λάχιστον 5 ή 6 είναι μεγαλύτερη στα 7 δελτία 
των 6 αριθμών, πς Ἔπς 2 Ρ» Ἔ Ρε: 
Αν µας ενδιαφέρει το αναμενόμενο κέρδος, 
τότε οι δύο τρόποι είναι ισοδύναμοι, διότι αν 
τα χρήματα ου εισπράττουµε είναἰ Υγ όταν πιά- 
σουµε 5 και ὃ όταν πιάσουµε 6, τότε: 
Στο δελτίο µε 7 αριθμούς αν πετύχουμε 5, πιά- 
νουµε δύο πεντάρια και όταν πετύχουμε 6, 
πιάνουµε ένα εξάρι και έξι πεντάρια, το ανα- 
µενόµενο κέρδος θα είναι: 
πο ο 


6 


Στα Τ δελτία των 6 αριθμών, το αναμενόμενο 
κέρδος είναι: 
1806Υ --7δ 
«δπς---ττ--- 
γῆς 6 49 
6 


Αυτό µαςλέει ότιτο αναμενόμενο κέρδος ε- 
ξαρτάται µόνο από το πλήθος των έξι αριθμών 
που συμπληρώνουμε και δεν εξαρτάται από 
ποιοι είναι οι 6 αριθμοί που συμπληρώνουµε 
στο δελτίο. 


Στρατής Κουνιάς, Νίκος Παπαδάτος, 
Βασίλης Παπαθανασίου 


Τµήµα Μαθηματικών, Πανεπιστήµιο Αθηνών. 
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Στήλη των Ολυμπιάδων 
«Ολυμπιακές Ἴροσεγγίσεις» 


του Σωτήρη Λουρίδα 


Θα ασχοληθούμε µε µία ενότητα υψηλού ενδιαφέροντος για τους ειδικότερους μαθηματικούς 
διαγωνισμούς, την ενότητα των επίπεδων γεωμετρικών σηµειακών μετασχηματισμών ή γεωμετρι- 
κών πράξεων: ΜΕΤΑΦΟΡΗΣ, ΣΤΡΟΦΗΣ, ΟΜΟΙΟΘΕΣΙΑΣ, 4ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΗΣ (θεωρούμε γναω- 
στό τον γεωμετρικό σηµειακό μετασχηματισμό ΣΥΜΜΕΤΡΙΑ, από τα βιβλία του Ο.Ε.4.Β., όπως 
επίσης και τη στοιχειώδη θεωρία του διανυσματικού λογισμού). Ουσιαστικά ή γνώση τῶν γεωµε- 
τρικών πράξεων µας επιτρέπει να κατανοούµε την γεωμετρική συμπεριφορά των επίπεδων σχηµά- 
των που παράγονται από την µεταφορά, συµµετρία, στροφή, οµοιοθεσία, αντιστροφή ενός γεω- 
μετρικού σχήματος, χωρίς να εµπλεκόμαστε σε περίπλοκες αποδείξεις. 


ΜΕΡΟΣΑ΄(ΜΕΤΑΦΟΡΑ, ΣΤΡΟΦΗ) 

1. α) Για τη δηµιουργία ενός επίπεδου 
σχήµατος αρκεί ένα γεωμετρικό σηµείο και έ- 
νας σαφής αυστηρός μαθηματικός τρόπος µε 
βάση τον οποίο κινείται στο επίπεδο για να 


παραχθεί το σχήµα αυτό. Τότε λέμε ότι το ση- 
µείο αυτό διαγράφει το επίπεδο σχήµα. 


Παρατήρηση: 

:Δύο σηµεία ενός επιπέδου που κινούνται 
στο επίπεδο αυτό µε βάση τον ίδιο σαφή αυ- 
στηρό μαθηματικό τρόπο διαγράφουν το ίδιο 
επίπεδο σχήµα ή ίσα επίπεδα σχήµατα. 

β) Μεταξύ δύο σχημάτων του επιπέδου 
ορίζεται µία αμφιμονοσήμαντη (ή 1-1) αντι- 
στοιχία (συνάρτηση) αν ορίζεται ένας νόµος ο 
οποίος σε κάθε σηµείο του ενός σχήµατος να 
αντιστοιχίζεται ένα και µόνο ένα σηµείο του 
άλλου σχήµατος και αντίστροφα (τα σχήµατα, 
τότε, ονομάζονται αντίστοιχα). 


Παρατήρηση: 
Μεταξύ δύο ίσων σχημάτων ορίζεται, πά- 
ντα, µία αμφιμονοσήμαντη ή 1-Ι αντιστοιχία. 


Το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα. 
π.χ. 
Άι 
(ε) 
(η) 
σχ. ] 


Αν ΑΒ//(ε) τότε η ηµιπεριφέρεια µε διά- 
µετρο ΑΒ, εξαιρουμένων τῶν Α., Β, είναι σχή- 
μα αντίστοιχο της ευθείας (ε), αφού αν από το 


Ο θεωρήσουμε ληµιευθείες Όη σε κάθε σηµείο 
τοµής Μ της Όη µε την ημιπεριφέρεια αντι- 
στοιχεί µόνο ένα σηµείο Ν της (ε), (σηµείο 
τοµής της Όη µε την (ε)) και αντίστροφα (σχ. 
1). 


Το ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ του σχήµατος 
2 µε την ανοικτή τεθλασµένη ΓΔΕ, είναι σχή- 
µατα αντίστοιχα. 


σχ.2 


Παρατήρηση: 

Θαλέμε ότι δύο αντίστοιχα σχήματα δια- 
γράφονται όµοια αν κατά την διαγραφή καθε- 
γός, αντιστοιχούν τα αντίστοιχα σηµεία τους 
κατά την ίδια σειρά. 

γ) Θα θεωρούμε ότι η περίµετρος ενός 
επίπεδου σχήματος: 

) διαγράφεται κατά τη θετική φορά αν 
ένα «κινούμενο» σηµείο τη διαγράφει κατά 
µία έννοια αντίθετη µε τους δείκτες του ρολο- 
γιού αν αυτοί ορίζουν επίπεδο παράλληλο 
προς εκείνο του επίπεδου σχήματος, 

1) διαγράφεται κατά την αρνητική φορά 
αν ένα κινούμενο σηµείο την διαγράφει κατά 
µία έννοια αντίθετη της προηγούμενης. 


ων 


«-Μ 
πο τ 


Α -»Β -»Γ-ΑθΘετική φορά 
Α-»Γ -Β -ο Α Αρνητική φορά 
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Στήλη τῶν Ολυμπιάδων 


Σπουδαία παρατήρηση: 

Αν υποθέσουµε ότι έχουµε δύο σχήματα {- 
σα τότε μπορούμε να δημιουργήσουμε µία α- 
ντιστοιχία, μεταξύ των σημείων τους ένα προς 
ένα. ως εξής: 

Έστω ἍΑΙΑ2Α....ΑνΞΒΙΒ2Β....Βν µε 
ΑΙΑ2ΞΒΙΒ.,, Α2ΑΙΞΒ2Β., -- 
Αν ιΑν ΞΒν |Βν, Α0ΑιΞΒνΒΙ και από τις κο- 
ρυφές τους Αι, Βι ξεκινήσουν ταυτόχρονα 
δύο κινητά µε ίδιες ταχύτητες διαγράφοντας, 
αντίστοιχα, τις περιµέτρους τους, τότε την 
χρονική στιγµή {ῳ θα έχουν διαγράψει ίσες 
διαδρομές. 


2. ΜΕΤΑΦΟΡΑ (ή παράλληλη µετάθε- 
ση) 

2.1. Έστω σηµείο Α και διάνυσμα ἄ. Αν 
θεωρήσουμε ΑΒ --ᾱ τότε το Β είναι µεταφορά 
του Α κατά διάνυσμα α. 

2.2. Έστω σχήµα Σ και διάνυσμα α. 6Θε- 


ωρούμε µεταφορά του Σ το σχήµα Σ΄ του ο- 
ποίου τα σηµεία είναι οι μεταφορές όλων των 
σηµείῶν του Σ κατά διάνυσμα α (σχ. 1). 


ᾱ 
ᾱ 
. 
ᾱ 


. ..... 
σχ. ] 

Παρατήρηση: 

Αν Σ΄ είναι η µεταφορά του Σ κατά ἄ, τό- 
τε Σ΄΄ είναι η αντίστροφη µεταφορά του Σ αν 
το Σ΄ είναι µεταφορά του Σ κατά -ᾱ (σχ. 2). 

2.3. Ἡ Μεταφορά σχήματος «δίνευ σχή- 
μα ίσο προς αυτό µε περίµετρο διαγραφόµενη 
όµοια προς εκείνη του αρχικού. 

2.4. Αν δύο ευθείες είναι παράλληλες τότε 
η µία από αυτές είναι µεταφορά της άλλης. 


Απόδειξη: 
(ει ) 


Αι Εκ 


Έστω Αι τυχαίο σηµείο της (ει) και Α) 
τυχαίο σηµείο της (ε}). Δημιουργείται το διά- 
νυσµα ΑιΑ.. 

Έστω Β, τυχαίο σηµείο της (ει). Θεω- 
ρούµε Β, τυχαίο σηµείο ώστε Β,Βν Ξ ΑΛ». 
Αυτό σηµαίνει ότι το Βν είναι σηµείο της 
(ε,). αφού ΑΙΑ, ΞΒ.Βν -Α.Βγ//ΑΙΒ και 
βέβαια (από το γνωστό αξίωμα του Ευκλείδη) 
από το Α; διέρχεται µόνο µία παράλληλη 


στην (ει) δηλ. η (ε)). Το Βν είναι μοναδικό 
σηµείο της (ε}). αντίστοιχο του Β, µε βάση 
την µεταφορά κατά διάνυσμα Α[Α;. Άρα η 
(ε)) είναι µεταφορά της (ει). 


ΟΡΙΣΜΟΣ: 

Δύο μεταφορές λέγονται διαδοχικές αν η 
πρώτη μεταφέρει το σχήµα Σ στο Σι καιη 
δεύτερη το σχήµα Σι στο Σ). 


Βασικό Θεώρημα: 

Δύο διαδοχικές µεταφορές ενός σχήµατος. 
κατά διανύσματα διάφορων διευθύνσεων µπο- 
ρούν να αντικατασταθούν από µία που ορίζε- 
ται από διάνυσμα -- συνισταμένη των δύο 
προηγούμενων (διάνυσμα -- άθροισμα των 
προηγούμενων) διανυσμάτων. 


Απόδειξη: 

Καθιστούµε τα διανύσματα τα ορίζοντα 
τις διαδοχικές μεταφορές διανυσµατικές ακτί- 
γες κοινής αρχής έστω ΟΑΙ, 0Α». 


Θεωρούμε το τυχαίο σηµείο Μ του αρχι- 
κού σχήματος. Κατά την πρώτη µεταφορά α- 
ντιστοιχίζεται στη θέση Μι ώστε ΜΜΙ -ΟΑ;. 
Κατά την διαδοχικά δεύτερη µεταφορά αντι- 


ΕΥΚΛΕΙΔΗΣ Β΄ λ.δ.τ.4/17 


Στήλη των Ολυμπιάδων 


στοιχίζεται στην θέση Μ; ὥστε, προφανώς 
ΜΙΜ; ΞΟΑ;. Άρα το Μ, µετά την εκτέλεση 
των δύο διαδοχικών μεταφορών αντιστοιχίζε- 
ται στην θέση Μ,. 

Είναι σαφές ότι το ΜΜ; -ΜΜι 4ΜΙΜ; 
ΜΜ; -ΟΑι10Α. -0Α, αφού ΜΜΙ -ΌΑ:, 
ΜΙΜ; ΞΟΑ; . Άρα, αντί γιατις δύο διαδοχικές 
μεταφορές μπορούμε να εκτελέσουµε την µε- 
ταφορά κατά το ΜΜ; ΞΟΑ -- άθροισμα τῶν 
0Αι, ΟΛ». 


Εύκολα αποδεικνύονται καιτα εξής: 

) Μία µεταφορά ενός σχήµατος µπορεί 
να αντικατασταθεί από δύο άλλες διαδοχικές 
μεταφορές συγκεκριμένων διευθύνσεων. 

Π) Τα παραπάνω ισχύουν και για περισ- 
σότερες από δύο διαδοχικές μεταφορές. 

11) Συνισταµένη µεταφορά διαδοχικών µε- 
ταφορών είναι εκείνη που τις αντικαθιστά. 

ν) Η τελική θέση ενός σχήµατος, που εἰ- 
ναι αποτέλεσµα διαδοχικών μεταφορών είναι 


ίδια, ανεξάρτητα από την σειρά που διαδέχεται 
η µία την άλλη. 


Ασκήσεις στην µεταφορά: 

1. Έστω τετράπλευρο ΑΒΓΔΜΕ ΑΛΞΒΓ. 
Να αποδείξετε ότι η ευθεία που συνδέει τα 
µέσα των δύο άλλων πλευρών του είναι πα- 


ράλληλη προς την διχοτόµο τῶν ευθειών ΑΔ, 
ΒΓ. 


Λύση 
Α Μ Β 


Ν 
Δ Μι 


Έστω Μ, Ν τα µέσα των ΑΒ, ΔΓ αντί- 
στοιχα. Μεταφέρουµε την πλευρά ΑΔ στην 
θέση ΜΜΙ και την ΒΓ στην ΜΜ,. Αρκεί να 


αποδείξουμε ότι ΜΙΜΝ --ΝΜΜ, . Πράγματι 
ΜΜΙΞ ΜΜ}. Άρα το τρίγωνο ΜΜΙΜ2 είναι 
ισοσκελές. Επίσης: ΔΜΙι - ΑΜ (ΜΕΤΑΦΟΡΑ 


του ΑΜ), Μ.Γ-ΜΒ (Μεταφορά του ΜΒ) µε 
ΑΜΞΜΒΞΞΔΜΙΞΜΟΓ. Άρα το ΔΜΙΓΜ; εἶ- 
ναι παραλληλόγραμμο οπότε ΜΙΝΞΝΜ,. 
Ἐπομένως ΜΝ διάµεσος του τρ. ΜΜΙΜ; 
µε τρ. ΜΜΙΜ; ισοσκελές. Σημαίνει ότι η ΜΝ 


θα είναι και διχοτόµος της ΜΙΜΜ;, 5 
(ΔΜΕΘΝΕΙΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΟΛΥΜΠΙΑ- 
ΔΕΣ, εκδόσεις Ε.Μ.Ε., σελ. 37, πρόβλημα 3) 
2. Δίνονται δύο περιφέρειες (Κ.Ει), 
(Δ.Ε) και ευθεία ε. Ὑπάρχουν σηµεία Α., Β 


αντίστοιχα τῶν (Κ.,Ει), (Λ,Ε}) ώστε ΑΒΞΛλ 
με ΑΒ/ε; 


Αφού ΑΒΞΛ και ΑΒ/ε σηµαίνει ότιτο Β 
θα βρίσκεται στην µεταφορά της (Κ.Ει) στην 
(Η,Ε!) µε ΚΗΞΑΒ. Αν αυτή τέμνει την 
(Δ.Ε) στο Β προσδιορίζεται το ΗΒ. Αν 


ΚΑ-ΗΒ τότε το ΑΒ προσδιορίζει τα Α., Β, 
ώστε ΑΒΞΛλ µε ΑΒ|ε. 


4. ΣΤΡΟΦΗ: 
1) Μια γωνία κΟΥ είναι ένα επίπεδο 


σχήµα. Αν θεωρήσουμε ότι αυτή σαρώνεται 
από την κίνηση της µίας πλευράς της έως την 
άλλη, τότε ορίζουμε µία φορά (αυτόματα ορί- 
ζεται και η αντίθετη φορά) οπότε έχουµε την 
έννοια της προσανατολισµένης γωνίας, 
Συγκεκριµένα: Έστω το επίπεδο στο οποίο 


ανήκει η χο και ένα επίπεδο παράλληλο σ᾿ 
αυτό που κινούνται οἱ δείκτες ενός ρολογιού, 


θεωρούμε την κίνηση της ΟΧ από την αρχική 
της θέση ΟΧ έως την τελική της ΟΥ. Αν η κί- 
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νηση αυτή είναι αντίθετη µε την Κίνηση των 
δεικτών του ρολογιού μιλάμε για θετική φορά 
(θετικά προσανατολισμένη ευθεία) ενώ αν εἶ- 
ναι ίδια µε την κίνηση του δεικτών του ρολο- 
γιού μιλάμε για αρνητική φορά. 


γ 


ο Χ 


2) Έστω επίπεδο (π) και Ο είναι σηµείο 
του που θα το θεωρήσω κέντρο της στροφής. 
Έστω τυχαίο σηµείο Α του επιπέδου και µία 
προσανατολισμένη του γωνία ϐ. Ονοµάζω 
στροφή του Α µε κέντρο Ο και κατά γωνία ϐ 
(ή απλά µε κέντρο Ο και γωνία ϐ) την αντι- 


στοίχιση του Α στο Α΄ αν ΑΟΑ΄Ξ60 και ταυ- 


τόχρονα ΟΑΞΟΑ’. Τα σηµεία Α, Α΄ ονοµά- 
ζονται ομόλογα. 


νο « 


Α 


3) Στροφή του σχήµατος Σ κέντρου Ο και 
γωνίας ϐ είναι το σημειοσύνολο των στροφών 
των σημείων του Σ κέντρου Ο και γωνίας ϐ. 
Τότε λέμε ότιτο Σ στρέφεται περίτο κέντρο Ο 
κατά γωνία ϐ. 


4) Δύο σχήµατα που το ένα προκύπτει α- 


πό το άλλο µε στροφή περί σηµείο, έστω Ο., 
είναι ίσα. 


Απόδειξη: 
Αν το σχήµα Σ΄ παράγεται από το σχήµα 
Σ όταν αυτό στρέφεται περί το Ο, έστω κατά 
γωνία ϐ, τότε θα αποδείξουµε ότι ΣΣ’. 
Β΄ 


Έστω Α, Β τυχαία σηµείατου Σ και Α΄, Β΄ 


τα αντίστοιχα οµόλογάτους. 
Έχουμε: 


ΑόΑ’-ΒόΒ’, ΑὀΑ’- αθΒ.ΒόΑ’, 
Βόβ’--ΒόΑ’-Α’0Β’-»αὀβ- αΌβ΄-» 


Δ 
τρ. ΑΟΒΞτρ. Α΄ΟΒ΄-” ΑΒΞ Α΄ για κά- 
θε ζεύγος σημείων Α. Β. Άρα ΣΞΣ’. 


5) Ἡ στροφή ευθείας ὡς προς κέντρο, έ- 
στω Ο, και γωνία έστω ϐ είναι ευθεία. Οι ευ- 
θείες αυτές σχηματίζουν γωνία ίση µε ϐ. 


Πράγματι: 


Θεωρούμε δύο τυχαία σηµεία της ευθείας 
(ε) έστω Α., Β και Α΄, Β΄ τα οµόλογά τους, ώ- 
στε ΑΦΑ’-ΒόΒ’-θ.Η (ε΄) που ορίζεται από 
αυτά είναι η στροφή της ε περί κέντρο Ο και 
γωνία θ, αφού ... 


ϐ) Έστω δύο σχήματα Σ, Σ΄ που το ένα 
προκύπτει απὀ το άλλο δια στροφής περί Ο 
κατά γωνία θ. Αν Α., Β δύο τυχαία σηµεία του 
ΣκαιΑ΄, Β΄ τα αντίστοιχα - ομόλογά τουςτου 
Σ΄ καιεη ευθείαπου ορίζουν τα Α. Β και ε΄ η 
ευθεία που ορίζουν τα Α΄, Β΄, τότε η γωνία 


των (ε), (ε’) ταυτίζεται µε την γωνία ϐ της 
στροφής. 


Ὑπόδειξη: Με βάση την προηγούµενη 
πρόταση. 


7) Η στροφή µιας περιφέρειας (Κ.Ε) περί 
κέντρο Ο κατά γωνία ϐ είναι περιφέρεια 
(Κ΄.Β) ίση προςτην (Κ.Β) όπου Κ΄ η στροφή 
του Κ. 
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ὙΥπόδειξη: Αν Α τυχαίο σηµείοτης(Κ.Β) 
και Α΄ το αντίστοιχο-ομόλογό του συγκρίνο- 


Δ Δ 
ντας τα τρίγώνα τρ. ΟΚΑ., τρ. ΟΚ΄Α΄ βγαί- 
νουν ίσα ΞΞΕΞΚ᾽’... 


8) Εάν θεωρήσουμε ότι δύο ίσα σχήµατα 
διαγράφονται όµοια τότε ένα µπορεί να εφαρ- 
µόσει πάνω στο άλλο µε µία µεταφορά και µία 
στροφή αυτού. 

Πράγματι: 

Έστω Α, Α΄ αντίστοιχα -- ομόλογα σηµεία 
των σχημάτων αυτών µε µεταφορά του ΑΑ΄ 
του πρώτου σχήματος, έστω Σ φέρνουµετο Α 
στο Α΄ καιτο Σ, έστω στην θέση Σ΄. Με 
στροφή τώρατου Σ’ περί το Α΄ φέρνουμε το 
Σ΄ στοίσοπροςτο Σ σχήµα. 


Παρατήρηση: 

Κατανοούµε ότι η συμμετρία ὡς προς ση- 
µείο Ο είναι στροφή περί το σηµείο Ο κατά 
γωνία π. 


Ασκήσεις στην στροφή 


1) Δίνεται περιφέρεια (Κ.Ε) και σηµείο Α 
εξωτερικό αυτού σηµείο. Έστω ότι σηµείο Β 
κινείται στην περιφέρεια αυτή και τρίγὠνο 

Δ . α α 
ΑΒΓ κινούμενο, ώστε λ-β-[--. Που κι- 


νείται το σηµείο Γ; 


Αφού ΑΓΞΑΒ, ΒΑΓ.Ξ ή βάΓ--- το 
Γ θα ανήκει στην στροφή µε κέντρο το Α και 


γωνία . ή . αντίστοιχα. 


2) Έστω σχήµα κινούμενο σε σταθερό ε- 
πίπεδο ώστε να διατηρείται αμετάβλητο και 
κάθε µία από δύο δοθείσες ευθείες του να 
διέρχεται από ανά ένα σταθερό σηµείο. Να 
δειχθεί ότι υπάρχουν άπειρες ευθείες του κάθε 
µία από τις οποίες στρέφεται περί σταθερό 
σημείο. 


Απόδειξη: 
(ε) 


Έστω ευθείες ει, ε} που διέρχονται από 
τα Οἱ, Ο2 αντίστοιχα. Αφού το σχήµα μένει 


αμετάβλητο η ἔννον- ὦ διατηρείται σταθερή 
άρα η τοµή του Α θα κινείται σε σταθερό τόξο 
χορδής Ο1Ο) και γωνίας ω. Ἡ τυχαία ευθεία 
(ε) που διέρχεται από το Α σχηµατίζουσα γώ- 
γία φ µε την (ει) τέμνει την περιφέρεια στο Κ. 
Επειδή εξακολουθεί να διατηρεί την γωνία φ 
σταθερή σηµαίνει ότι εξακολουθεί να διέρχε- 
ται από το Κ. Άρα κάθε ευθεία που περνάει α- 
πό το Α κατά την στροφή διέρχεται από στα- 


θερό σηµείο. 


ΝΑ κο νο ΣΗ 


Οι υπεύθυνοι της έκδοσης και η συ- 
ντακτική επιτροπή του Ευκλείδη Β΄ ζητά 
την συνεργασία των συναδέλφων. Με άρ- 
θρα γιατις Ὑτόνιμες στήλας και για την Ὁ 


Λη των Ἱάξεων. 
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